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内 容 握 要 
本 书 是 R. 克 莱 因 的 名 著 《 数 学 在 19 世纪 的 发 展 》 的 第 二 卷 。 与 第 一 
卷 有 所 不 同 ， 它 是 专门 讲述 不 变量 理论 以 及 相对 论 的 数学 源头 ， 即 相对 
论 的 数学 史前 史 的 ， 其 中 也 包括 了 克 莱 因 本 人 的 一 些 研究 成 果 。 从 数学 
上 来 讲 ， 狭 义 相对 论 可 以 说 就 是 在 Lorentz 变换 群 下 的 不 变量 理论 ， 而 广 
义 相对 论 则 可 说 是 在 一 般 点 变换 群 下 的 不 变量 理论 。 在 这 个 意义 上 , 相 
对 论 与 克 区 《 因 的 《Erangen ZS) ÆRA LR Dien, Dal 
世纪 数学 在 思想 上 与 历史 上 的 联系 第 一 次 在 本 书 中 得 到 了 详细 的 1 
本 书 不 再 是 按时 间 发 展 的 顺序 讲述 ， 而 是 将 不 变 且 理论 及 其 在 物理 
学 中 的 应 用 归 拢 到 一 起 做 系统 的 讲述 。 时 至 今日 ， 它 仍 是 学 习 不 变量 理 
论 及 其 应 用 的 一 本 极 好 的 教材 ， 对 学 习 数学 和 物理 的 学 生 和 教师 者 有 极 
高 的 参考 价值 ， 也 适合 对 数学 及 科学 思想 文化 发 展 感 兴趣 的 读者 阅读 。 
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改革 开放 以 后 , 国内 大 学 逐渐 与 国外 的 大 学 增加 交流 。 无 论 到 国外 留学 或 壕 请 
外 地 学 者 到 中 国 访问 的 学 者 每 年 都 有 增长 , 对 中 国 的 科学 现代 化 都 大 有 帮助 。 但 是 
在 翻译 外 国文 献 方 夯 的 工作 尚 不 能 算 多 。 基 本 上 所 有 中 国 的 教科 书 都 还 是 由 本 国 
教授 撰写 , 有 些 已 痉 比 较 陈旧 , 追 不 上 时 代 了 。 很 多 国家 ,例如 俄罗斯 、 日 本 等 ， 都 
大 量 翻译 外 文书 本 来 增长 本 国 国民 的 阅读 内 容 , 对 数学 的 研究 都 大 有 神 益 。 高 等 教 
育 出 版 社 和 海外 的 国际 出 版 社 有 见 及 此 , 开始 计划 做 有 系统 的 翻译 ,由 王 元 院士 领 
导 , 北京 的 展 兴 数 学 中 心 和 杭州 的 浙江 大 学 数学 科学 研究 中 心 共同 组 织 数 学 教授 进 
行 这 个 工作 。 参 与 的 教授 很 多 ,， 有 杨 乐 院士 , 刘 克 峰 教 搜 等 等 。 我 们 希望 这 套 翻 译 
书 能 够 使 我 们 的 大 学 生 有 更 多 的 角度 来 看 数学 , 丰富 他 们 的 知识 。 海 外 的 出 版 公司 
如 美国 数学 学 会 等 多 有 帮助 , 我 们 谨 此 鸣谢 。 


丘成桐 (Shing-Tung Yau) 
2005 年 1 月 


呈现 在 读者 面前 的 是 本 讲义 的 第 二 卷 , 也 是 它 的 最 后 一 卷 , 完成 于 1915 年 到 
1919 年 期 间 , 那 正 是 广义 相对 论 吸引 着 全 球 数学 家 和 物理 学 家 的 年 代 。 Felix Klein, 
作为 一 个 七 十 岁 高 龄 的 老人 , 以 异乎 寻常 的 精力 投入 到 这 一 新 理论 的 研究 之 中 。 在 
这 一 研究 时 期 所 集结 起 来 的 讲座 笔录 、 通 信 、 演 讲稿 、 笔 记 和 论文 稿 , 由 Klein 本 
人 整理 , 装 满 了 整整 七 大 公文 包 。 构成 本 卷 基础 的 只 是 其 中 很 小 一 部 分 。 另 有 一 部 
分 , Klein 已 以 单 篇 论文 的 形式 发 表 。 但 是 很 多 都 已 经 写 出 了 很 详细 的 大 纲 的 底稿 
Klein 已 经 不 再 能 把 它们 最 终 完成 了 。 

所 以 这 本 第 二 卷 仍然 是 残缺 不 全 的 。 原 计划 从 最 初 的 不 变量 理论 在 几何 学 中 
WBV, 一 直系 统 地 讲 到 Einstein 的 引力 理论 为 止 。Klein 本 人 所 关心 更 多 的 
是 在 Einstein 学 说 的 数学 源头 (数学 的 史前 史 ), 而 不 是 在 它 的 最 终 物理 成 型 上 ,他 
把 这 些 数学 的 史前 史 写 成 了 三 章 , 还 没有 决定 就 这 样 将 它们 付 印 。 本 书 就 是 它们 几 
乎 没 变 的 翻印 。 

第 四 章 计 划 讲 广义 相对 论 , 以 及 特别 是 讲 在 切 触 变换 和 连续 群 的 Lie 理论 的 观 
点 下 的 Hamilton 力学 。 遗 娘 的 是 这 章 没有 完成 。 在 这 方面 有 许多 不 同年 份 的 底稿 ， 
但 其 中 没有 一 份 能 达到 令 编者 将 它 加 工 出 版 时 , 不 会 使 编者 以 不 可 允许 的 方式 把 个 
人 的 表述 与 Klein 的 混 起 来 。 

第 四 章 的 缺失 对 本 书 的 影响 主要 是 在 它 的 自身 结构 上 , 而 对 它 的 出 版 意义 自然 
不 会 有 多 大 的 影响 。 我 们 并 不 缺少 对 相对 论 的 这 样 的 一 种 表述 。 相 反 , 这 个 现代 理 
论 与 19 世纪 的 数学 在 思想 上 以 及 在 历史 上 的 联系 , 却 是 第 一 次 在 本 书 中 得 到 了 详 
细 的 叙述 。 这 本 第 二 卷 在 预备 知识 、 数 学 素养 以 及 在 独立 思考 方面 可 能 比 第 一 卷 有 
稍 高 一 些 的 要 求 ; 而 传记 性 的 内 容 相对 于 第 一 卷 则 退 居 其 次 。 

文字 的 编辑 是 由 较 年 轻 的 那 位 编者 独立 承担 的 。 和 第 一 卷 一 样 , 指导 原则 仍然 
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是 尽 可 能 不 改动 Klein 的 原稿 。 即便 这 样 , 一 些 文体 的 改动 还 是 不 可 避免 的 ; 一 本 
书 不 可 能 从 头 到 尾 像 一 本 为 范围 有 限 的 读者 所 准备 的 讲稿 那样 ,只 用 一 种 口气 说 
话 。 文 字 未 作 任何 实质 的 改变 。 但 是 科学 在 Klein 的 文稿 完成 后 的 这 十 年 来 的 后 续 
发 展 , 使 得 有 必要 作 一 些 补充 ; 这 首先 就 是 加 了 许多 脚注 , 和 第 一 卷 一 样 , 这 些 脚注 
附加 一 个 (H), 以 便 与 Klein 本 人 的 脚注 相 区 别 , 其 次 就 是 在 每 章 末尾 的 注释 , 它 
们 在 文本 中 的 对 应 位 置 如 通常 那样 , 用 记号 * 来 标 出 。 还 有 , 这 些 注释 是 针对 有 素 
养 的 读者 , 写 得 比较 简洁 。 

在 阅读 校 样 上 , Neugebauer, Friedrichs, Lewy 和 Grell 等 诸位 先生 给 了 我 们 宝 
贵 的 帮助 。 我 们 感谢 D. J. Struik 先生 审阅 文稿 , 给 了 我 们 实 实在 在 有 力 的 鼓励 。 

Göttingen, 1927 年 10 月 


R. Courant, 
St. Cohn-Vossen 
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函数 于 近 几 十 年 来 在 数学 的 各 个 分 支 所 获得 的 意义 来 结束 该 卷 的 . 

现在 我 们 转 来 谈 连 续 变换 群 , 它们 在 与 离散 群 的 同一 时 空 里 ， 获得 了 不 亚 于 前 
者 的 广泛 发 展 和 意义 . 但 是 我 们 的 叙述 不 会 严格 按时 间 的 顺序 来 展开 . Lie 的 深入 
广泛 的 工作 , 在 1870 年 发 十 于 对 纯粹 几何 的 研究 , 很 快 就 在 微分 方程 的 整个 领域 
产生 了 深远 的 影响 , 可 是 眼下 我 们 还 要 向 以 前 推 一 推 . 我 们 宁可 要 把 它 与 第 一 卷 第 
4 章 谈 “代数 " 几何 发 展 的 那 部 分 内 容 联 系 在 一 起 . 根据 我 于 Erlanger Programm 
(Erlangen 纲领 ) (1872) 中 提出 的 基本 原则 , 几何 学 中 的 不 同方 向 采用 的 起 始 公设 
就 可 以 这 样 来 表征 , 即 它们 都 是 处 理 革 个 简单 的 线性 变换 群 的 不 变 理论 , 现在 又 出 
现 了 一 些 十 分 值得 注意 的 动向 . 几何 理论 按照 葛 定 它们 基础 的 变换 群 来 分 类 的 想法 
也 就 扩展 到 了 力学 和 数学 物理 的 领域 , 并 且 也 就 此 成 了 理解 今天 处 于 主流 地 位 的 思 
想 的 可 靠 向 导 . 我 这 里 是 指 那些 集结 在 相对 论 名 下 的 思想 . 它们 最 初 的 形成 与 几何 
学 家 的 研究 工作 毫 无 关系 , 而 是 由 与 Maxwell 电磁 场 的 观念 相 联系 的 问题 发 展 而 
来 的 . 它们 无 意 中 导致 了 与 我 们 的 纯粹 数学 的 原理 相似 的 表述 , 这 一 点 是 一 个 最 局 
人 的 例子 , 它 表明 , 尽管 存在 种 种 新 的 专门 化 的 研究 方向 , 数学 思想 的 重大 进展 的 
统一 性 总 是 时 不 时 会 一 再 地 走 到 前 台 来 我 的 整个 讲述 的 意图 有 太 多 是 涉及 这 种 
对 比 的 , 我 不 用 在 这 里 多 谈 . 反正 我 在 这 方面 已 深入 谈 了 不 少 , 例如 , 我 在 第 一 卷 的 
第 5 章 就 已 经 讲 了 力学 和 数学 物理 的 发 展 , 一 直 讲 到 了 包括 Maxwell 的 研究 工作 
在 内 的 内 容 . 在 下 面 要 讲 的 内 容 可 以 说 就 是 将 零星 分 散在 第 一 卷 中 的 相关 内 容 归纳 
在 一 起 而 成 的 两 章 . 通过 用 简单 的 例子 来 诠释 Erlangen 纲领 的 基本 思想 , 也 就 同时 
为 今后 讲 Lie 的 研究 工作 打下 了 一 个 很 好 的 基础 

要 想 能 够 达到 这 样 设 定 的 目标 无 疑 需要 一 定 的 预备 知识 、 如 果 不 打 算 仅仅 停 
留 在 泛泛 的 一 般 性 议论 上 , 必须 预 设 有 更 详尽 一 些 的 知识 , 起 码 要 懂 一 般 不 变量 理 
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论 的 基础 . 因此 我 要 从 这 样 一 些 相关 的 讨论 开始 , 通过 它们 寻求 保持 我 在 这 里 的 总 
BURR, 这 样 我 能 处 处 插入 一 些 有 关 历 史 关 联 的 评说 . 与 第 一 卷 的 叙述 有 一 
定 的 重复 不 可 能 完全 避免 , 可 是 材料 的 选择 完全 不 同 , 对 人 物 的 评论 更 是 退 居 其 次 . 
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线性 不 变量 理论 的 基本 概念 初步 


A ”一般 线性 不 变量 理论 概述 


81 RERE. 不 变量 的 概念 
首先 引进 任意 n 个 量 


TiTa Tn 
作为 原始 变量 (Urvariable). 令 它 们 经 过 一 个 么 模 " 的 齐 次 线性 代 换 


21 = S174 + EH 


aal 


十 snnTny 
首先 , 如 果 下 述 变量 序列 
DEEN 


或 
EE 等 等 


a) 


吓 作 为 一 般 简 明 而 又 特别 适合 本 书 需 要 的 教材 , 我 们 推荐 Bocher 的 《高 等 代数 引 论 》 一 书 
(最 旱 的 是 英文 版 , New York 1907, 德 文 版 , Leipzig, 1910 第 一 版 , 1925 第 二 版 ). 此 外 , 我 还 要 提 
及 Sylvester 全 集 的 第 一 卷 (Cambridge 1904), 在 该 卷 的 第 198-202 页 有 一 篇 简短 的 注 记 , 采 自 
Cambridge 与 Dublin 数学 杂志 IV (1851), 标题 是 “ 论 连带 代数 形式 的 一 般 理论 ", 其 中 第 一 次 引 
进 了 “不 变量 " 这 个 术语 . 接 下 去 在 第 284 页 上 有 一 篇 较 长 的 , 可 惜 尚 未 全 部 完成 的 遗 文 ,“ 论 计算 
形式 的 原则 ”(Cambridge 与 Dublin 数学 杂志 VII [1852]), 其 中 第 一 次 出 现 了 术语 Rita 
步 ", 以 及 还 有 许多 我 们 在 今后 要 用 到 的 其 他 术语 . — 编者 注 : 这 期 间 新 出 版 了 Weitzenbick 的 


不 变量 理论 , Groningen 1922. 
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也 都 是 随 z 一 起 经 同一 代 换 (1), 我 们 就 称 之 为 “同步 变量 (Kogredient)”. 
如 果 考 虑 一 线性 形式 


E + WaT2 + 二 tnTn, 


它 在 代 换 (1) 下 变 成 
Uz, HURT H 十 Wn， 
由 此 就 引出 对 = “ 逆 步 的 (kontragredient)” 变 量 序列 . 办 法 就 是 , 将 上 述 前 一 个 线 
性 形式 中 的 > 用 (1) 式 代 换 成 r, 然后 与 后 一 个 线性 形式 中 的 ” 逐个 比较 其 系数 ， 
我 们 就 得 到 : 
WM = Sum + sa1u2 + + Snin, 
en ts (2) 
U, = sint 十 santu2 +H Santa 
这 里 新 旧 变 量 出 现 的 位 置 与 (1) 式 相 反 , 而 且 系数 列表 的 横行 和 坚 列 互 换 了 ， 
逆 步 性 的 本 质 正在 于 此 . 一 显然 , 代 换 (1) 与 (2) 的 这 种 相互 关系 是 互 为 逆反 的 . 
我 们 可 以 不 从 z 开始 , 而 同样 好 地 从 u (或 者 从 任何 一 个 与 之 同步 的 , 以 后 我 们 称 
其 为 或 岂 的 变量 序列 ) 来 开始 (这 就 是 对 偶 原 理 (Prinzip der Dualität)). 
由 一 些 与 z 或 v 同类 的 变量 序列 我 们 还 可 以 进一步 组 合 出 另 一 些 变量 序列 ， 
它们 由 于 有 代 换 (1) 或 (2), 也 同样 经 过 齐 次 线性 ( 么 模 ) 代 换 . 例如 , 属于 这 种 量 的 
有 : 二 次 项 
si, Zeus ,72 
或 者 是 由 两 个 同步 变量 序列 组 成 的 双 线性 组 合 (bilinearen Verbindungen): 
Ziyi, (z142 + 2241), T2923* Seier 
以 及 
Loun — T241), (T143 — T3031), ,Zn-lgn — Selen 
我 们 把 它们 由 于 有 (1) 式 和 (2) 式 而 经 过 的 线性 代 换 称 之 为 由 (1) 式 或 (2) 式 所 请 
导出 的 (induziert) 线性 代 换 . 这 些 导出 代 换 就 不 再 必然 是 最 一 般 的 这 类 线性 代 换 . 
此 外 , 同步 性 和 北 步 性 的 概念 也 可 以 转移 到 它们 的 上 面 . 
例如 , 取 一 如 下 的 二 次 型 : 


ia, dl a12? + 2a127172 + 02273 2 + gen, 
并 要 求 用 (1) RHE f(a,z) 变 成 fa',z') = aT? + … + ahnt, 则 可 证 明 ， 


ETH 


E ME 5 


相对 于 
21,27172,28,.… ,72 
是 逆 步 的 . 这 种 二 次 型 的 一 个 特例 就 是 一 线性 形式 的 平方 : 
Jun +uazrz 十 十 tnzn)23 
可 以 推断 ， 


人 ,ua 
相对 于 
oalyal2,q22， ,ann 

为 同步 的 ，( 请 思考 一 下 这 个 断言 (Ansatz) 的 细节 . 值得 注意 的 是 , zf,z1z2,… 还 
有 好,uwaua,…， 尽 管 它们 不 是 相互 独立 的 , 但 它们 仍然 是 线性 无 关 的 *.) 

现在 对 任意 N 个 线性 无 关 的 量 构成 的 每 一 整体 , 只 要 经 过 (1) 与 (2) 的 齐 次 
代 换 , 我 们 就 随 Sylvester, 称 之 为 一 量 公 (Kompler ( 源 自 拉丁 语 Plexus)" ) 一 般 
线性 不 变量 理论 的 目的 , 在 它们 的 莫 基 人 的 眼中 看 来 , 就 可 以 这 样 来 表达 : 提供 出 
一 些 量 从 .人 们 就 可 以 以 最 一 般 的 方式 用 它们 来 构成 一 些 表达 式 , 它们 对 其 中 单个 
量 丛 中 的 变量 而 言 为 有 理 , 整备 , 和 齐 次 的 多 项 式 , 并 且 具 有 这 样 的 性 质 , 它们 在 么 
模 代 换 (1) 或 (2) 下 不 变 . 

由 n 行 同步 变量 构成 的 行列 式 , 如 下 所 示 者 : 


ZI Z2 bd Ki WE Ed e 
DCH mm Se 
t taoce ta Im wa Wn 


就 提供 了 这 样 的 最 简单 的 例子 , 通过 简单 地 应 用 行列 式 的 乘法 定律 就 可 以 说 明 这 一 
点 . 但 是 理论 的 任务 是 , 而 实际 上 也 确 就 是 , 将 全 部 待 求 “ 不 变量 " 的 构造 通过 系统 
的 算法 归结 到 这 种 最 简单 的 例子 . 

我 们 在 这 里 不 可 能 一 一 并 且 对 后 面 的 讲述 也 没 必要 一 一 对 这 个 一 般 线性 不 
变量 理论 梗概 做 更 严格 的 描述 . 更 进一步 的 内 容 , 且 其 表述 方式 对 以 下 的 讲述 也 是 
非常 合适 的 , 读者 可 以 , 例如 , 从 Hurwitz 在 数学 年 鉴 (Math，Annalen), 第 45 卷 
(1894) 上 的 论文 中 找到 . 我 们 将 只 限于 考察 个 别 最 简单 的 量 丛 及 其 相应 的 不 变量 ， 
并 用 它们 来 说 明 量 从 的 意义 和 我 们 所 提出 的 问题 的 恰当 性 , 这 应 该 就 足够 了 . 

作为 “ 量 从 ”典型 的 例子 , 我 们 首先 来 讨论 GraBmann 在 他 的 线性 延伸 学 (lin- 
eale Ausdehnungslehre) (1844 年 还 有 1862 年 ) 中 引进 的 几何 量 的 层次 (Stufen ge- 
ometrischer Gröfen). 

E 新 近 也 称 其 为 线性 重 (lineare Grape). 参见 Weyl Le. 205 F. (H) (这 里 前 面 未 引用 过 wt 
的 著作 , KS Weitzenbick 之 误 . 一 中 译 者 注 ) 
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82 Graßmann 层 量 


由 n 行 同步 变量 (z),(y),… ,以 及 (u), (v),… , 构成 的 行列 式 是 一 个 不 变量 
(因而 自身 也 就 成 了 一 个 量 从 ), 除 此 之 外 , 我 们 也 已 把 两 行 的 行列 式 的 总 体 当 做 量 
从 提出 来 了 , 这 种 行列 式 可 以 组 成 如 下 的 矩形 表格 (rechteckigen Schema)"" 


EE 


mm iw 


我 们 自然 也 能 用 量 u,v 来 构成 这 种 两 行 的 行列 式 . 

于 是 Gramann 的 一 般 方法 就 是 从 总 体 上 来 考察 量 丛 , 它们 可 以 由 / 行 同步 变 
量 (2), (y),… , SÉ (u), (v),… 构成 , 其 中 上 依据 行 的 数目 可 分 别 取 0,1,2,… , (n 一 
1. 

如 果 我 们 暂时 只 从 (z), (y),… 出 发 , 我 们 就 将 获得 n 次 层 量 的 下 述 序列 ; 


纯 数量 ( 按 Gra8mann 的 说 法 ), 与 我 们 所 说 的 不 变量 一 致 
DR, IR 自身 ; 

2 MP 个 二 阶 子 行列 式 (zy - ren) 形成 的 量 从 ; 
u=n-1 由 (n 一 1) 个 变量 列 (x), (y), 组 成 的 个 (n 一 1) 阶 行列 式 . 


由 于 我 们 已 指出 , n 行 的 行列 式 是 一 个 不 变量 , 于 此 所 列举 的 量 丛 序列 到 此 循环 结 
K. 


1 
-o 


下 下 下 
1 


同样 , 从 那些 (w),… 出 发 , 也 可 以 得 到 n 次 层 量 , 它们 与 那些 我 们 从 (z) … 
所 得 到 的 层 量 之 间 的 关系 , 还 有 待 于 澄清 . 
为 了 不 使 表述 陷 人 太 抽 象 , 我 们 将 用 一 个 最 简单 的 数字 例子 来 做 详细 的 讨论 . 
在 n=2 时, 自然 我 们 还 没有 什么 新 东西 . 
对 n = 3 情况 , 我 们 指出 , 两 行 的 行列 式 


Tı Ta pm 
nnn 
FER 
unuz, ua, 
"DEn en, 一 一 中 译 者 注 


1a 这 里 得 出 的 是 层 量 这 一 点 仍 可 由 行列 式 乘法 定理 来 证 明 , 这 个 定理 可 以 看 成 是 全 部 不 变量 理 
论 的 真正 基础 . 一 Gra8mann 层 量 是 比较 晚 地 才 在 不 变量 理论 中 明确 地 被 提出 , 也 就 是 由 Clebsch 
于 1872 年 提出 的 ( 论 不 变量 理论 的 一 个 基本 问题 , Gittinger Abhandlungen, 第 17 卷 )- 


LE 一 般 线性 不 变量 理论 概述 H 
是 同步 相关 的 . 这 是 由 于 三 行 的 行列 式 


Ti T2 T3 
nnn 
na n2 a 


既然 已 是 个 不 变量 , 将 它 展 成 z 的 如 下 的 线性 形式 : 


z1(T2y3 — T3y2) + 22(T3ys — z143) + za(T1y2 — zap) 


后 , 就 可 以 看 出 这 一 点 . 同时 我 们 还 可 以 看 出 , 对 任意 的 n, 对 (n - 1) 行 的 行列 式 
组 成 的 量 从 , 相应 的 定理 也 成 立 . 

现在 我 们 特别 来 研究 n = 4 这 一 情形 ( 它 因 为 出 现在 现代 物理 的 思维 中 , 对 我 
们 来 说 特别 重要 ). 在 u = 0,1,2,3 这 四 种 量 从 中 , u = 0,1,3 这 三 种 可 以 说 是 已 经 
解决 了 , 因此 我 们 的 注意 力 就 转向 u= 2 这 个 情形 

我 们 令 

Pik = Pä — YiTk (3) 

(因而 有 pi = pu 通过 将 下 述 恒 为 零 的 行列 式 


D T2 T3 T4 
n n n n 
Tı T3 T3 Zh 
nonn m 
按 两 行 两 列子 行列 式 展开 , 我 们 就 可 以 得 出 下 述 表达 式 
P = piapsa + pi3p42 + Fraë! Di 
取 值 为 零 的 结论 . 而 在 对 z,y 作 线性 代 换 时 Pik 所 经 过 的 诱导 代 换 因而 也 就 必定 会 
把 方程 已 = 0 变 到 自身 . 事实 上 , 人 们 注意 到 pi 除了 已 = 0 这 个 条 件 外 , 不 受 别 
的 条 件 的 约束 ". 从 这 里 再 往 前 推 一 步 就 可 认识 到 , 任何 与 px 同步 的 (独立 的 ) it 
bik 所 构成 的 下 述 表达 式 
B = bzbs4 + babaz + babzs (4) 
也 是 一 个 不 变量 . 我 们 要 来 详细 论述 这 一 步 , 因为 类 似 的 思考 在 不 变量 理论 中 要 经 
HAA, 它 里 面 还 包含 一 个 中 间 结 果 , 是 我 们 后 面 必须 引用 的 . 


m 关于 求 和 项 中 的 下 标的 记忆 规则 : 第 一 项 的 下 标 为 12; 34. 然后 对 末尾 三 个 下 标 进行 循环 轮 
换 而 第 一 个 下 标 保持 1 不 变 . (HL) 
Im 参看 我 们 在 前 面 提 到 的 关于 ul, uuz --- 对 aan … 为 同步 这 一 事实 - 


8 Em EE 
为 此 我 们 从 下 述 四 行 四 列 的 行列 式 出 发 : 


将 它 按 下 述 二 行 二 列 的 子 行列 式 来 展开 : 
Pik = TiYk — YiTk, Pik = Zita 一 在 zk 


就 得 到 we 
piaph Tiet "Äer (5) 

BAI pv 满足 方程 已 = 0, ME pi 也 满足 P = 0, 因而 上 述 表达 式 (5) 一 一 和 我 们 
的 四 行 四 列 的 行列 式 一 样 — 也 是 一 个 不 变量 . 可 是 我 们 相信 , 方程 已 = 0, 以 及 
P' =0 是 不 可 约 的 (irreduzibe), 即 不 可 分 解 为 psn 及 ph 的 线性 的 因子 . 但 是 不 变 
量 (5) 式 所 含 pk 及 pi 本 身 又 都 是 线性 的 .于 是 我 们 就 得 到 这 样 的 结论 : 将 方程 
(5) 中 pa 换 成 任意 与 之 同步 的 量 bu (与 方程 B = 0 无 关 ), 将 pa 同样 地 换 成 任意 
与 之 同步 的 量 bie, (5) 式 的 不 变量 性 质 不 会 受到 影响 . 最 后 让 我 们 把 这 些 可 以 任 先 
D, 选 得 与 hx 一 致 , 于 是 我 们 就 证 明了 表达 式 B 的 不 变性 . 

从 这 个 简短 描述 的 思路 中 可 得 出 一 个 中 间 结果 , 它 源 自 同时 线性 依赖 于 pw 和 
Pi 的 表达 式 (5) 的 不 变性 质 . 这 个 结果 是 说 , pi (从 而 pie 自身 也 是 ) 对 = 为 
逆 步 的 , 详细 地 写 出 来 就 是 

p2 pa pa pu Pe Pa 分 别 逆 步 于 下 述 各 量 . 
l l l l | l 
P34, Du, p23, Pä, Pa, Pi- 

现在 我 们 来 研究 由 (uw), (v),… 构造 出 的 Gra8mann 层 量 (始终 取 m = 4). 既然 
我 们 已 知 (u),… 本 身 与 由 量 (z), (y),(z) 构成 的 三 行 三 列 的 子 行列 式 同步 , 我 们 由 
对 偶 原 理 就 可 推出 结论 , 由 (u), (v), (w) 构成 的 三 行 三 列子 行列 式 本 身 就 与 (z)… 
同步 . 

余下 的 就 是 要 来 研究 二 行 二 列 的 子 行列 式 gi = um — vius (它们 自然 满足 方 
B Q = quqa +… = 0); 可 以 证 明 它 们 是 与 pu FARER. 这 可 以 由 下 述 和 式 


E pagu 
D 


为 不 变量 这 一 点 导出 . 实际 上 它 等 于 


ep — Vztiy 
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(这 里 uz.… 是 常用 于 代表 ur + warn + uazs + uazs 的 缩写 "i ), 因而 完全 由 不 变 
量 构成 . 


将 这 一 点 再 与 我 们 所 知道 的 关于 Pix 的 自 逆 步 性 相 结合 我 们 就 最 终 得 到 : 


de, fun Qao Bo Ze, Q23 
l l 1 l 1 l 
分 别 同 步 于 pus Pa P Piz Pm, Pu- 


总 结 : 那些 可 以 由 (uw), (v),… 通过 构造 行列 式 而 导出 的 量 从 , 除了 有 由 (z)… 
得 出 的 导出 线性 变换 类 型 之 外 , 不 会 有 别 的 线性 变换 类 型 . 

上 述 基本 定理 , 我 们 在 这 里 只 对 n = 4 的 情况 作 了 证 明 , 在 Gra8mann 的 1862 
年 版 的 延伸 学 的 第 112 节 中 讨论 了 任意 n 的 许多 具体 形式 . 我 们 将 在 此 对 它们 加 
以 说 明 (仍然 只 对 n = 4 的 情况 ), 并 联系 着 我 们 到 此 为 止 的 思路 来 加 以 证 明 

我 们 从 四 组 量 从 (2), (v), (2), (t) 出 发 , 其 行列 式 


a za Is zh 
nunnu 
a nau 
h t ts t 


等 于 1 . 就 此 Gra8mann 设想 , 直接 从 下 述 矩 形 和 矩阵 


zm P T3 T4 
nonn fe 
an mn a 


Zi T3 nm Th 
nunu 
t t t t 


和 


的 三 行 三 列 的 子 行列 式 来 定义 逆 步 变量 组 (u), (v), 并 且 断 言 , 由 它们 构成 的 qik 就 


等 于 对 应 的 量 pi = rih Wain (memei wz Sl 


这 基本 上 就 是 关于 所 谓 伴随 行列 式 (adjungierte Determinanten) 的 一 个 定理 . 
但 是 我 们 可 以 联系 着 先前 的 研究 用 另 一 种 方式 来 处 理 ; 我 们 证 明 它 在 一 种 特殊 情形 
下 成 立 , 通过 适当 的 线性 代 换 (1), 可 把 一 般 的 情形 归结 到 这 一 特殊 情形 - 
这 就 是 , 令 
(z)= 1,0,0,0, (z)=0,0,1,0, 
(w) =0,1,0,0, (t) =0,0,0,1. 


"SN. 例如 , 2 页 脚注 所 引 之 Weitzenböck. 在 此 注意 不 要 把 它 与 缩写 uz = 2 FET. 
mn 原文 如 此 , 各 z, y 右上 角 的 一 撤 疑 有 误 . — 中 译 者 注 


coor 
er e 
er e e 


0 


由 观察 上 述 列表 中 的 头 两 行 得 知 , 除了 pi = 1 以 外 , 所 有 的 pi 均 为 零 , 其 次 观察 
头 三 行 或 1.,2.,4. 诸 行 , 可 知 (u) R (v) 的 值 如 下 : 


(u) = 0,0,0,1， (v) = 0,0, 一 1,0; 


再 由 此 又 得 到 , 除 qoa = 1 以 外 , 所 有 qu = 0. 因而 实际 上 在 这 个 特殊 情况 下 有 下 
述 方程 总 

qn = eg (6) 
我 们 的 结论 是 , 它们 因此 也 就 必 在 (由 Gramann 所 考察 的 ) 一 般 情形 中 成 立 这 
是 因为 qu 在 任意 的 代 换 (1) 下 与 A 同步 ,而 通过 一 般 的 代 换 就 可 以 从 我 们 的 


特殊 情形 生成 一 般 的 情形 * 


83 ”关于 我 们 的 量 从 (特别 是 GraBmann 层 量 ) 的 几何 意义 


那些 在 不 变量 理论 中 经 过 齐 次 线性 代 换 的 量 系 (GriBensysteme) ( 量 从 (Kom- 
plexe)) 按照 一 个 可 能 要 追溯 到 Salmon, 或 者 还 有 Hesse 的 教科 书 中 的 传统 , 通 
常 都 用 这 样 的 方式 来 做 几何 诠释 , 即 人 们 只 给 它们 的 分 量 的 比例 以 几何 意义 . 因而 
( 仍 只 讨论 n = 4 的 情形 ): 将 ri : rz : zs : zt 看 成 是 三 维 空间 中 的 所 谓 齐 次 点 坐 
Er (Punktkoordinat), 将 u; : uz : us : ua 看 成 也 是 这 种 的 平面 坐标 (Ebenenkoordi- 
nat), 而 把 psn 的 比例 看 成 是 直线 坐标 (Linienkoordinat)” 等 等 . 那么 线性 代 换 (1) 
就 是 Rs 的 直射 变换 (Kollineation), 而 与 其 代数 的 部 分 相关 的 几何 内 容 就 是 射 形 几 
ei 

这 一 几何 诠释 是 如 此 富有 成 果 (而 射影 几何 作为 一 门 独立 的 学 科 出 现 又 是 如 
此 重要 ), 所 以 它 还 要 和 剥 去 不 变量 理论 的 与 之 不 同 的 一 些 细微 的 本 质 差异 . 因为 它 本 
身 绝 不 是 不 变量 , 而 只 不 过 是 对 它 等 于 零 的 解释 . 例如 ur = 0 给 出 点 与 平面 的 “ 连 
在 一 起 的 位 置 ", 但 us 自身 仍 没有 适当 的 意义 . 又 如 行列 式 |zy z t| 通过 其 为 零 给 
出 了 四 个 点 在 一 平面 上 的 条 件 , 但 它 本 身 却 与 这 种 解释 无 缘 . 

与 此 相反 , 看 来 适当 的 做 法 还 是 (而 且 恰好 是 直接 由 我 们 计划 作 的 物理 应 用 所 
提供 ) 回归 到 朴素 的 解释 , 而 这 也 是 Gra8mann 延伸 学 的 基础 , 这 就 是 , 把 ri, zz,zsa， 


1 参见 第 一 卷 , 159_164 页 . (中 译本 第 131-136 页 .) 
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z4 理解 为 四 维 空间 中 的 一 个 点 的 平行 坐标 . 于 是 代 换 (1) 就 给 出 Rs 在 保持 坐标 
原点 O 不 变 时 的 仿 射 变换 ; 为 此 我 们 也 可 以 把 z1,z2,z3,z4 理解 为 由 点 O 伸 到 点 
(z) 的 线段 的 坐标 . 但 行列 式 lz y z t| 则 表示 由 O 点 出 发 指向 点 (z), (y),(z),(t) 的 
四 条 线段 确定 的 平行 多 面体 的 体积 . 相应 地 得 知 , 下 述 矩阵 


mm T3 T4 


nonn u 


的 两 行 两 列 的 行列 式 , 或 下 述 


mn za za z| 
nunnu 
a na a u 


的 三 行 三 列 的 行列 式 的 几何 意义 就 是 一 个 以 O 为 顶点 的 平行 四 边 形 , 或 平行 四 面 
体 的 各 个 侧面 的 面积 

通过 固定 O, 我 们 就 进入 了 Rs 的 仿 射 几何 的 领域 内 了 , 为 了 在 n = 4 的 情形 
下 获得 整个 不 变量 理论 方法 一 个 适当 的 概念 , 我 们 只 要 对 这 个 几何 的 形象 思维 方式 
加 以 论述 ， 在 这 一 几何 中 我 们 不 能 谈 球 或 直角 , 即 度量 几何 中 的 那些 精确 的 性 质 : 
总 之 , 一 联系 到 二 次 型 就 会 出 的 这 种 问题 (因而 用 Gra8mann 的 话 来 说 就 是 当 我 们 
从 线性 延伸 学 进入 到 完全 的 延伸 学 时 就 如 此 ). 但 是 空间 的 容积 的 各 个 分 量 还 是 可 
以 作 精 确 的 研究 的 . 我 们 取 pin, 也 就 是 下 述 矩 阵 的 子 行列 式 


mm pm T4 
nnn un 


根据 行列 式 计算 的 基本 定理 , 当 且 仅 当 它们 用 下 式 


RG HOER 


来 替换 (2) 和 (v), 且 假 设 有 | “| = ut. 它们 才 会 全 部 不 变 用 Sylvester 的 不 


变量 理论 的 术语 来 讲 就 是 : 它们 是 (z),(y) 的 组 合体 (Kombinantem)， 这 在 几何 上 
就 是 说 , 在 一 平面 内 的 平行 四 边 形 0, (z), (y) 不 能 由 它 的 分 量 来 唯一 决定 , 而 是 可 
以 以 一 定 的 方式 (也 就 是 其 一 个 顶点 总 是 位 于 O 点 ) 加 以 改变 . 对 于 高 阶 的 层 量 相 
应 的 结果 也 成 立 . 

不 变量 理论 的 这 一 “ 仿 射 的 " 意义 和 “射影 的 "意义 自然 不 是 在 原则 上 对 立 的 ， 
而 是 在 几何 上 — 通过 所 谓 投影 与 相交 原理 一 一 可 以 相互 推导 . Rs 中 的 射影 意 
义 可 以 由 Ra 中 的 仿 射 意义 得 出 , 这 就 是 , 将 在 Rs 中 从 O 出 发 的 图 形 仍然 从 O 出 
发 投影 到 位 于 Rs 中 任 一 个 R 上 去 . 由 此 得 出 , Rs 中 由 O 发 出 的 一 条 线段 投影 
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成 Ra 中 的 一 个 点 , 由 O 发 出 的 一 个 二 维 的 线性 形体 (lineare Gebilde) 就 变 成 了 
If AH, 由 此 类 推 . 最 后 , 我 们 还 可 以 这 样 来 说 明 在 Rs 中 的 意义 , 即 它 也 
给 出 解析 展开 表达 式 的 一 个 完整 的 图 像 . 我 们 最 好 还 是 回 到 一 个 特别 的 解释 , 它 是 
Möbius 在 其 重心 计算 (1827)m 时 对 齐 次 坐标 给 出 的 . 我 们 把 T, T2, E 解释 为 在 
Ra 中 一 个 点 的 通常 的 平行 坐标 , 并 把 zt 称 之 为 它 的 重量 . 特别 地 令 z4 = 1, 则 此 时 
的 pir 就 是 Rs 中 线段 (Linienteil) 的 要 件 (Bestimmungsstiicke), 三 行 三 列 的 行列 式 
就 是 平面 块 (Ebeneteile) 的 要 件 ; 而 四 行 四 列 的 行列 式 则 给 出 一 空间 块 (Raumteil). 
这 种 对 GraBmann 的 层 量 的 解释 也 就 是 我 曾 在 第 一 卷 , 第 4 章 讲 过 的 , 也 是 我 在 初 
等 几何 讲义 (1908 Zei 的 第 二 部 用 作 开 讲 的 例子 中 所 讲 过 的 ; 它 在 刚体 力学 中 非 
常 有 用 . 

同一 解析 方法 , 随 人 们 所 奉行 的 观点 的 不 同 , 会 有 各 种 合理 的 解释 ，1831 年 
Plicker 在 他 的 《解析 几何 的 发 展 》 一 书 第 二 卷 的 前 言 中 所 表述 的 观点 仍然 有 效 , 他 
在 其 中 写 道 : 

“我 愿 说 我 信奉 这 样 的 观点 ， 即 分 析 学 是 一 门 科学 ， 它 与 应 用 无 关 , 独立 存在 ， 
而 几何 , 好 像 是 来 自力 学 的 另 一 个 侧面 , 完全 是 以 从 巨大 宏伟 的 整体 中 得 出 一 定 关 
系 的 这 种 建构 性 思想 的 面貌 出 现 ” 

在 下 面 我 们 将 把 这 一 段 至 理 名言 尽 可 能 向 前 推进 , 正如 对 我 们 来 讲 , 除了 力学 ， 
还 要 进入 到 范围 广泛 的 整个 数学 物理 . 在 这 样 做 的 时 候 , 如 果 我 们 用 射影 几何 中 的 
例子 来 说 话 , 就 会 省 去 许多 麻烦 , 物理 学 家 也 经 常 是 这 样 , 说 得 确切 些 , 他 们 直接 把 
这 些 翻 译 成 他 们 的 语言 . 当然 这 不 是 前 提 条 件 ; 但 我 仍 将 在 个 别 的 地 方 就 此 加 以 说 
EI 


84 ”二 次 型 及 其 不 变量 
关于 线性 型 u 我 们 在 §1 中 已 经 讲 得 够 多 了 , 现在 我 们 要 来 谈 二 次 型 
faz = È 》 atkzizk = ans? + 2alzizz 十 az222 二 (ok 一 ak (7) 
Wal 
我 们 已 经 指出 过 , 这 里 的 
Qiyat2a22 ` 
必须 理解 为 朔 步 于 下 述 各 量 : 
2, äng, 
也 就 是 在 我 们 给 出 了 时 , 我 们 就 把 这 些 量 ou ann, 的 量 丛 添加 到 我 们 的 其 


n 全 集 , 第 1 卷 , 1885. 
mn 从 高 观点 看 初等 数学 . 第 II 卷 , 几何 学 . 第 二 版 , Berlin( 柏 林 ), 1925. 
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他 量 从 一 一 加 入 到 (z), 加 入 到 (u), 加 入 到 那些 Gra8mann 层 量 —— 之 中 , 并 把 
它 看 成 是 最 简单 的 新 不 变量 置 于 如 此 扩充 了 的 f RZA. 

为 了 与 已 知 的 事情 相 联系 , 我 们 要 回顾 一 下 f 在 mn= 3 M n- a 的 几何 意义 : 

在 射影 几何 的 意义 下 ,了 = 0 在 n= 3 时 表示 一 圆锥 曲线 , n = 4 时 表示 一 个 二 
次 曲面 

在 仿 射 几 何 的 意义 下 , 为 了 直观 起 见 , 我 们 来 考察 方程 了 = const, 这 时 在 mn= 3 
时 得 到 就 是 一 族 形状 相似 , 位 置 也 相似 的 二 次 曲面 , 它们 围绕 着 O, 以 O 为 中 . 
位 置 全 都 与 同一 “圆锥 " / = 0 内 接 . n = 4 时 就 是 在 R 中 有 类 似 的 情况 . 

现在 只 要 一 个 简单 的 步 又 我 们 就 已 可 以 得 到 关于 / 的 双 线 性 不 变量 的 相关 结 
论 (由 于 我 们 只 讨论 n = 3 的 情形 ), 它 在 射影 几何 的 意义 下 , 给 出 的 是 关于 圆锥 
MR f = 0 的 “ 极 式 关系 (Polarenverwandtschaft)”"， 而 在 仿 射 几何 的 意义 下 , 对 
于 f = const, 这 个 二 次 曲面 给 出 的 是 “直径 与 共 思 对 径 平面 (Durchmesser und 
konjugierte Diametralebene)” 之 间 的 关系 . 将 在 f 中 的 (z) 换 成 与 其 同步 的 变量 
A. (2) + u (y). 然后 按 A u 的 寡 次 排序 就 得 到 


A? EEN fuys 


其 中 我 们 用 了 下 述 缩写 
EL ourin = favi (7) 


(i,k) 
这 些 与 A7, Au, 相 乘 的 项 必定 是 不 变量 .在 代数 学 中 人 们 通常 把 这 些 双 线性 不 
变量 foy 称 之 为 f 的 极 式 (Polare). 
在 fay 中 线性 地 出 现 的 y 的 系数 必定 与 这 些 (y) 逆 步 . 因此 我 们 可 以 令 它 等 
于 量 wx, 即 有 


a (8) 


G 
通常 我 们 把 这 些 公式 称 为 (与 射影 几何 的 意义 相对 应 的 ) 属于 f 的 极 式 关系 (Po- 
larenverwandtschaft)- 

通过 构造 行列 式 可 以 得 到 f 的 更 多 的 简单 不 变量 . 

对 此 我 们 有 两 种 方式 来 构造 : 

或 者 首先 考察 系数 行列 式 


D= 
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接着 在 它 的 后 面 构造 一 系列 的 行列 式 , 即 , 如 艺术 用 语 的 说 法 , HE u, R, 量 4 与 
v 等 等 对 D WMA AeA” 而 成 的 : 


Gert, 
de u KR 
D= S > Di jam amn un Un ao) 
anı ann un 
w un 0 0 
D um 0 


显然 我 们 这 样 就 得 到 了 关于 u 和 uv — vum 的 二 次 型 , 其 系数 就 是 D 的 子 行列 
式 ， 

或 者 , 从 我 们 刚刚 用 过 的 极 式 构成 法 开始 , 即将 了 中 的 (z) 依次 换 成 和 (z) 十 
uly), Mal + uly) + v(z)，… 这 样 首先 就 得 到 了 下 述 表达 式 : 


X faz + 2Mpfay + Kfu 
N faz + Dipen + Wb + 2Avfzs + Zeche + vi, 等 等， 


它们 是 A, 的 , 以 及 和 ,jv 的 二 次 型 . 这 时 再 用 这 些 二 次 型 来 构造 行列 式 , 我 们 就 
会 得 到 一 系列 的 表达 式 , 我 把 它 称 作为 f, f”: 


jat Jes fey Ze 
e D ei l =|fa fw bel 等 等 u) 
atii fa Jo fas 


从 它们 的 构造 就 很 清楚 , 它们 是 不 变量 , 一 一 它们 根本 就 是 完全 由 不 变量 构成 的 . 
相反 倒是 要 一 定 的 思考 才能 认识 到 , 它 涉及 逐 级 GraBmann 量 zu - yit, 等 等 
的 二 次 型 , 它们 的 系数 仍然 是 D 的 子 行列 式 . 

现在 结果 就 是 这 样 ， 只 要 我 们 把 那些 由 (1), (y) 导出 的 层 量 按 83 所 述 的 
GraBmann 定理 换 成 (u),(v),… 的 互补 层 量 (komplementiiren Stufengößen), 那么 按 
北向 顺序 提取 的 f,f',f”，,… ,fm 就 与 在 其 前 加 上 交替 变化 的 符号 的 D, -D', +D", 
im, 相 一 致 

我 们 不 对 此 作 一 般 的 证 明 , 这 会 把 我 们 带 到 太 远 , 我 们 想 用 一 个 例子 来 对 它 进 
行 验证 , 这 个 例子 我 们 将 在 第 二 章 中 经 常用 到 , 它 就 是 四 个 变量 的 二 次 型 : 


f = kia? + kazh + ba: ba. 


1 即 , 最 终 也 就 不 过 是 反复 应 用 行列 式 乘法 定理 
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我 们 有 
+D = kıikzksk4, 
-D = kikoak e. 
+D" = kıka(usva — vaus)? +---, 


2 (12) 
uz us u 


m vw u 
w w w 


-D" =k FTAs 


而 另 一 方面 有 : 
Jakit, 
J = kika(ziy — zayn)? +y 


2 
Zi za zy 


f"=kikiks|y m n| +, 


z on a 


(12) 
zl za za m 
J" = kikakaka |” Feu 
kl 
ti to ts t 
这 与 我 们 的 判断 是 一 致 的 *. 
射影 几何 学 家 熟知 这 一 构造 方法 ， 如 果 f = 0 是 某 一 个 二 次 曲面 在 点 坐标 
(Punktkoordinaten) 中 的 方程 , 则 f’ = 0 就 是 它 在 直线 坐标 系 (Linienkoordinaten) 
中 的 方程 , f" = 0 是 它 在 平面 坐标 系 (Ebenenkoordinaten) 中 的 方程 , 依次 类 推 . 
Cayley 和 Sylvester 早 就 对 任意 n, 以 一 般 的 方式 提出 了 这 里 所 构造 的 这 些 了 
的 不 变量 .但 是 一 些 特殊 情况 还 可 以 追溯 得 更 旱 , BWE Gau8 的 Disquisitiones 
Arithmeticae (算术 研究 ) 中 就 已 经 有 了 n = 3 时 的 行列 式 Dr (1801), 在 那里 (第 
267 节 ) 他 把 它 称 之 为 “forma adjuncta (伴随 形式 )” . 
为 了 后 面 的 讲述 我 们 还 要 指出 , 在 四 个 变量 的 情形 下 建立 f 的 基础 "时 就 已 经 
知道 了 以 riyk - zk = Pik 为 变量 的 二 次 不 变量 . 即 在 此 前 的 


P = papas + Piaps2 + Papa (13) 


以 及 现在 的 
D kike - ph- a3) 
m 全 集 , 第 一 卷 , 301 页 . 
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所 有 不 变量 理论 的 真正 的 目标 就 是 解决 等 价 问 题 , 即 对 任意 给 定 的 几 个 量 从 ， 
在 此 就 是 指 两 个 二 次 型 , 是 否 能 够 通过 原始 变量 的 线性 代 换 , 或 通过 与 它们 一 起 给 
定 的 导出 代 换 来 相互 转化 . 为 此 要 将 等 价 区 分 为 不 同 的 等 级 , 这 就 是 , 我 们 首先 不 
考虑 要 求 代 换 行列 式 等 于 1 这 个 约束 条 件 , 然后 再 把 这 个 条 件 引进 来 , 再 后 也 许 加 
上 代 换 系数 的 值 为 实数 这 个 限制 , 或 者 , 最 后 和 在 数论 中 那样 , 设 定 它们 全 为 实 整 
数 , 等 等 . 

在 下 面 我 们 首先 以 最 一 般 的 意义 来 理解 等 价 性 , 这 样 就 可 以 对 二 次 型 的 等 价 
性 作出 准确 的 断言 . 为 此 我 们 还 要 对 单个 的 二 次 型 引进 一 个 特征 属性 , 按照 Frobe- 
nius 引进 的 表达 术语 , 我 们 把 它 称 作为 秩 (Rang)， 当 在 不 定 元 z,y% … 的 函数 序列 
Lin, P, 只 有 f 不 为 零 , 而 f' 和 后 面 所 有 的 函数 恒 为 零 (因而 也 就 是 当 由 
了 的 系数 矩阵 组 成 的 所 有 两 行 两 列 的 子 行列 式 为 零 , 从 而 三 行 三 列 的 子 行列 式 也 都 
为 零 ) 时 , 秩 等 于 1. 秩 等 于 2 的 情况 是 , f nr RTS Dr 及 其 后 全 部 函数 均 
为 零 , 依次 类 推 . 最 后 如 系数 行列 式 自身 en, WEH n. 

这 里 我 们 是 以 下 述 定理 为 前 提 的 : 


两 个 二 次 型 当 且 仅 当 它们 有 同一 秩 时 才 (在 一 般 意义 下 ) 等 价 . 


秩 的 相等 为 等 价 的 必要 条 件 这 一 点 , 只 要 我 们 想到 , awk 的 两 行 两 列 的 , 三 行 三 
列 的 ,……… 子 行列 式 , 在 (z) 的 线性 代 换 下 , 它们 每 一 个 也 都 经 过 齐 次 线性 代 换 
(因为 它们 每 一 个 本 身 就 都 是 一 个 “ 量 从 ”), 就 立即 可 以 认识 到 . 

但 这 个 判 据 也 是 充分 的 这 一 点 就 要 用 到 对 所 给 二 次 型 的 一 个 变换 , 这 个 变换 要 
追溯 到 Jacobi ,并 为 形式 打造 一 个 正则 的 构 形 , 这 种 构 形 仅 由 秩 r 唯一 决定 . 

为 了 将 所 有 的 情况 都 包括 进来, 首先 我 们 把 所 给 的 形式 通过 一 个 辅助 变换 变 成 
这 样 的 一 个 形式 , 使 得 下 述 列表 

an | aa | a3 | ain 
an an | 023 | … am 


ası as 433 | asn 


Gni An? Ang `` Gen 

E AAA ANE EK FAMER RHE, 齐 次 的 表达 式 的 一 个 初等 变 
8 Crelles Journal 53 (1857) = 全 集 , 第 3 卷 .顺便 提 一 下 , Jacobi 在 该 文中 只 讨论 了 所 谓 
“普遍 的 " 情形 , 其 中 + = n. (或 者 这 样 说 更 好 : 我 们 把 au 看 成 是 不 定量 , 可 以 自由 变动 ). 这 与 他 
的 整体 描述 有 关 一 与 Gaus 给 出 的 范例 不 同 一 - 他 没有 时 间 来 处 理 个 别 的 情形 . Jacobi 的 
这 种 做 法 对 数学 家 们 在 一 个 长 时 间 内 都 有 影响 ; 在 Cayley 和 Sylvester 他 们 那里 也 经 常 只 是 偶尔 
引 人 一 些 特例 . 只 是 等 到 新 的 柏林 学 派 (在 Weierstra8 和 Kronecker 影响 下 ) 才 重新 回归 到 Gau8 
表述 的 精确 性 . 自然 二 者 各 有 其 优点 ; 这 说 起 来 话 长 . 一 种 更 能 表现 形式 思想 ( 它 首先 力求 一 个 
概观 ), 而 另 一 种 则 更 能 表现 具体 的 思想 ( 它 考虑 的 是 个 别 的 应 用 )- 


e A 一 般 线性 不 变量 理论 概述 Di 


中 (左上 角 的 ) 前 r 个 那些 带 框 的 子 行列 式 都 不 为 零 . 这 一 可 能 性 通过 了 = 0 的 射 
影 几何 意义 可 以 很 容易 地 看 出 . ai #0 这 一 点 就 是 说 , 坐标 系 的 第 一 个 角 点 不 在 


f=0 上 ;而 be a] #0 就 是 说 , 坐标 系 中 从 此 角 点 发 出 的 坐标 轴线 不 与 = 0 
12 
相 切 , 等 等 . 
这 一 设 定 使 我 们 能 将 f 变 成 以 下 的 形式 


_ (enz gata 


了 +fil(22 ,Tn) 


an 
vg 


mr Ten" el 


其 中 在 有 里 面 已 经 不 再 有 z T. f 中 的 第 一 项 其 实 就 是 
EE 
而 其 他 的 系数 和 上 面 的 一 样 , 也 是 由 ak 组 成 的 两 行 两 列 的 行列 式 除 以 al 得 出 . 
现在 我 们 就 从 相应 的 有 继续 下 去 , 再 把 含 z2 的 项 提取 出 来 ， 如 此 继续 做 下 
去 , 直至 这 个 做 法 到 r 步 后 自行 中 断 为 止 . 最 后 我 们 就 得 到 一 个 r 项 的 和 


2 2 
IER D + s A Däi 
an Qn ou 1 Q12 Gu 
an an an 
an om Qn o om oan 
Qa an 


在 此 我 们 再 令 
mm E SNE 
Jan FE =ar, (14a) 
an 
an an 
从 而 将 f 变 成 了 如 下 的 形式 


LTE ER (15) 


它 实际 上 只 依赖 于 r, 因为 zi,z2,… ,zn 仅仅 就 是 z1,… ,zn 的 线性 无 关 的 函数 而 
已, 因而 相对 于 其 行列 式 为 任意 值 的 线性 变换 , 并 无 什么 个 性 可 言 . 

但 是 我 们 在 前 面 提出 的 一 般 形式 的 等 价 问题 由 此 就 得 到 了 解决 . 在 + = n 时 
的 Jacobi 变换 , 在 射影 几何 的 意义 下 不 是 别 的 , 不 过 就 是 圆锥 曲线 与 极 三 角形 (Po- 
lardreieck) 的 关系 , 二 次 曲面 与 配 极 四 面体 (Polartetraeder) 的 关系 一 一 而 在 仿 射 
几何 的 意义 下 就 相当 于 引进 了 一 个 共 辆 直径 系 (System Konjugierter Durchmesser). 
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但 是 形式 按 秩 的 分 类 相当 于 ( 仍 在 n = 4 以 及 射影 几何 的 意义 下 ), 将 二 次 曲面 分 
类 为 真 二 次 曲面 , 锥 面 , 平面 偶 (Ebenenpaar) 和 二 重 平面 (Doppelebene). 

于 是 就 会 自然 地 提出 进一步 的 问题 : 公式 (14a) 有 可 能 包含 虚 的 平方 根 . 如 果 
我 们 从 头 到 尾 仅 限于 实 的 代 换 , 这 个 时 候 7 的 标准 形式 以 及 其 等 价 问题 将 会 如 何 
呢 ? 

在 这 种 情况 下 , (14) 式 的 系数 将 分 成 正 的 系数 和 负 的 系数 两 种 , 并 且 , 在 将 正 
的 项 放 在 前 面 时 , 可 缩写 成 


f= +t Bun Mu, 
在 此 我 们 再 令 
kiyi = an: Kei = Zas katiyett = Dia" ,kryr = tr-a 
于 是 借助 于 实 的 代 换 就 得 
EE E ao) 


为 了 获得 这 一 实 的 标准 形式 (Normalform), 我 们 能 用 许多 不 同 的 方式 导出 这 个 
约 化 过 程 ( 它 被 我 们 藏 在 辅助 变换 的 背后 去 了 , 我 们 就 是 靠 它 达 到 a 天 0. oun 一 
al, #0 等 等 的 目的 )， 而 且 在 此 有 一 个 十 分 简单 的 定理 , 这 个 定理 Sylvester 在 
Philos. Magazine (哲学 杂志 ) (1852), 第 4 卷 (= 全 集 第 I 卷 , 381 页 ) 中 命名 为 二 次 
型 的 惯性 律 而 为 众所周知 , 也 可 在 后 来 发 表 的 , Jacobi 的 一 篇 论文 (Crelles Journal 
53 (1857) = 全 集 第 III 卷 , 591 页 ) 中 找到 . 还 可 在 Riemann 的 遗 著 中 找到 , 这 可 
能 是 Riemann 在 1846/1847 年 听 Gau 关于 最 小 二 乘法 的 讲座 时 产生 的 成 果 . 全 
集 , 补遗 (1902), 59 页 ， 

这 个 定理 是 说 : 

一 给 定 的 f 所 具有 的 正平 方 项 的 个 数 s (从 而 其 负 平方 项 的 个 数 7 一 5) 始终 
是 相同 的 , 这 样 通过 实 线性 变换 总 能 把 它 变 成 (16) 的 形式 


其 证 明 可 以 很 简单 地 间接 推出 . 为 此 我 们 仍 想 采用 几何 的 语言 , 但 这 回 是 与 仿 
射 几何 的 意义 相 联系 (因为 这 里 要 谈 的 是 f 自身 的 正 负 号 ). 
假设 通过 第 二 种 约 化 手续 把 f 变 成 如 下 的 形状 : 
Ten 
RE Ee 


an aar 
an ms 2 
an 


an an 


+han, 


LEE 19 


这 里 的 cirio enne 应 该 与 (16) 中 的 zi,- zotiy e tr-a 完全 一 样 , 是 
原始 的 >, … ,zn 的 线性 无 关 的 组 合 . 这 就 是 说 , 下 述 方程 组 


G0 =0n=0, ,mo =0 
在 z1,… ,zn 的 空间 Ra 中 所 确定 的 线性 子 流 形 , 其 维 数 与 由 方程 
下 -00 和 一 00 


所 确定 的 线性 子 流 形 的 维 数 完全 相同 , 即 (n - r). 
我 们 令 这 样 得 到 的 / 的 两 个 表达 式 相等 , 并 将 所 有 的 负 项 移 到 等 式 的 另 一 侧 ， 
得 下 述 恒 等 方 程 : 


z+ 


上 式 中 等 式 左 侧 平方 项 数 为 r 十 s 一 o), 而 右 侧 平方 项 数 为 (r 一 s+o). 如 果 这 两 个 
数 不 相 等 , 则 这 两 个 中 有 一 个 小 的 , 例如 设 为 (r 一 s+o), 因而 有 (s 一 o) > 0. 方程 组 : 
as ,50 = 0t fb = 0 共同 确定 了 zz,… ,zn 的 空间 Ra 中 的 一 个 
KREWE, 其 维 数 至 少 为 (n - ~ + s - ei, 因为 上 述 恒等式 中 全 是 实数 量 的 平方 ， 
所 以 在 这 个 流 形 上 , ne 也 都 全 为 零 . 因而 been 
( 仅 限于 这 些 量 ) 必定 在 某 个 维 数 至 少 为 (n 一 + +s 一 oa) 的 线性 流 形 上 为 零 , 而 它们 
此 前 还 只 是 在 一 维 数 为 (n -- r) 的 流 形 上 为 零 ! 一 一 由 此 可 见 , 如 果 不 取 s =o 就 
会 出 现 矛盾 ; 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 

因而 相对 于 其 行列 式 不 为 零 的 实 线性 代 换 , n 个 变量 的 二 次 型 就 分 解 为 多 种 类 
型 , 其 数量 由 满足 下 述 不 等 式 : 


Ieren 0<s<r 


Ën 


pen 所 确定 .于 是 在 n = 4 时 我 们 得 到 下 述 POED = 14 种 类 型 ,其 标准 
EES? 
秩 > = 1: 标准 形式 z? R-t, 
秩 =2: 标准 形式 dé th 
秩 r= 3: 标准 形式 AA 0. 
秩 r = 4: 标准 形式 Ai AAA, BS dd 
根据 Gaus 的 先行 工作 (算术 研究 $271)" ,我 们 把 那些 能 写成 下 述 形式 的 二 次 型: 
ritit, $ë é gé 
WE ECKER 


2 E om EH 


称 之 为 正定 的 或 负 定 的 , 因为 在 r,- ,zs 的 实 值 不 全 为 零 时 它们 只 能 取 正 值 或 负 
值 . 秩 数 较 低 的 二 次 型 , 其 标准 形式 仅 含 正 号 或 仅 含 负 号 时 我 们 习惯 于 把 它们 称 之 
为 半 定 的 ; 如 果 它 不 为 零 , 则 对 不 全 为 零 的 z1,… ,zs 也 有 确定 的 符号 , 但 是 对 不 全 
为 零 的 z1,… ,zs 它 甚至 还 可 以 为 零 . 此 外 我 们 还 一 般 地 把 正平 方 的 个 数 叫做 惯 
性 指数 (Trigheitsindez). 

在 射影 几何 的 意义 下 , 实 形式 的 这 一 完全 分 类 会 产生 混淆 , 或 者 更 好 地 说 是 , 纠 
缠 到 一 起 了 , 因为 f= 0 所 表示 的 曲面 与 -f = 0 所 表示 的 曲面 是 一 样 的 . 于 是 我 
们 得 到 下 表 : 


秩 1. 一 种 情形 : 二 重 平面 . 

秩 2. 两 种 情形 : 虚 的 或 实 的 平面 偶 . 

秩 3. 两 种 情形 : 虚 的 或 实 的 圆锥 . 

秩 4. 三 种 情形 : 虚 曲 面 , 没有 实 直 线 的 实 曲 面 , 有 实 直线 的 实 曲面. 


这 样 的 得 到 的 关于 二 次 型 及 二 次 曲面 的 分 类 , 单独 来 看 , 虽然 非常 漂亮 和 有 用 |， 
但 是 尽管 如 此 , 把 系数 本 身 看 成 是 变量 来 思考 的 这 个 连续 性 思想 的 问题 仍 悬 而 未 
决 ". 这 样 , 例如 , 2? + 23 +23 BEER z? +23 +23 tez = 0" TE e = 0 时 的 极限 
情形 , 从 而 可 以 看 成 是 


好 十 到 + 芭 + 共和 ltt- 


这 两 个 形式 之 间 的 一 个 过 渡 情形 . 稍 后 我 们 还 要 利用 这 一 点 
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如 果 我 们 将 初等 度量 几何 的 概念 体系 转移 到 Rs。 上, 则 明显 的 是 , 由 一 点 (z) 
到 原点 O DÉEN Varrar +a KE, 而 由 O 发 出 的 两 线段 (z),(y) 之 
间 的 夹 角 则 由 


EE 
来 定义 . 实际 上 Gra8mann 在 他 的 延伸 学 (1862) 的 第 二 版 中 就 已 经 这 样 做 了 , 而 
且 他 还 理所当然 地 以 Rs 中 绕 O 点 的 初等 几何 转动 作 类 比 , 考察 了 z 的 那些 把 
Ea 变 到 自身 且 行 列 式 等 于 1 的 齐 次 线性 代 换 ” . 正 是 通过 这 一 点 他 的 “线性 ” 
延伸 学 (到 此 为 止 我 们 谈 的 还 只 是 它 ) 才 转 化 为 他 的 “完全 的 ”延伸 学 . 由 于 所 有 
这 些 规 定 , 我 们 的 研究 就 只 要 围绕 着 如 何 引进 一 正定 二 次 型 (也 就 是 Ea) AR 
不 变量 理论 , 即 不 改变 二 次 型 的 代 换 . 特别 是 , 两 个 方向 相互 垂直 通过 极 式 等 于 零 ; 


i 原文 如 此 , 疑 系 2? +23 e 之 误 . 一 中 译 者 注 8 
12! Gragmann 把 “BE O 点 的 转动 " 说 成 是 “旋转 变化 (zirkulirer Änderung)”. 


ar 


B A 一 般 线性 不 变量 理论 概述 a 
KREE 来 给 出 . 但 极 式 关 系 (8) 取 下 述 简单 的 形式 : 
ti = Ti- 


因而 对 于 几何 研究 来 说 , 不 仅 对 每 一 个 量 组 (z) 有 一 个 (u) 与 它 相对 应 , 反之 亦 然 . 
而 且 对 每 一 由 下 述 矩 阵 
Zi T2 Se 


mp fw 


组 成 的 行列 式 的 量 从 , 也 有 一 个 由 下 述 矩 阵 


u u o un 
mm 


组 成 的 行列 式 与 之 对 应 . Gra8mann 把 这 称 之 为 从 一 基本 形体 (Grundgebilde) 到 它 
的 “互补 形体 ”的 过 渡 . 

我 们 把 正定 二 次 型 一 样 地 纳入 标准 形式 》 z?, 这 样 做 自然 只 不 过 是 建立 一 个 
特别 简单 的 〈“ 处 处 直 交 的 ") 坐标 系 . 

从 这 样 得 到 的 观点 出 发 显然 就 要 寻求 R 中 的 度量 几何 的 这 样 一 种 推广 , 就 是 
以 任 一 行列 式 不 为 零 的 二 次 型 ，》 arrire 来 代替 Jr? 作 基础 要求 行列 式 不 
为 零 , 从 而 极 式 关 系 (8) 

we E aen 


是 单 值 可 逆 的 (行列 式 为 零 的 情况 随后 可 解释 为 极限 情形 ) 此 外 , 从 O 发 出 的 两 
个 方向 的 夹 角 为 
Y awtiy 


ee VD oaziz ` ai 


而 每 一 个 行列 式 等 于 +1、 并 把 》 anzir 变 到 自身 的 线性 代 换 , 就 是 绕 O 点 的 转 
动 , 等 等 . 

这 可 是 一 般 的 仿 射 度量 (affine Ma8bestimung), 首先 我 们 就 要 按 它 的 结构 加 以 
区 分 , 看 看 》 aikzize, 还 有 +) aikzizk, 它 的 符号 组 合 在 惯性 定律 的 意义 下 属于 
哪 一 种 . 在 此 所 出 现 的 关系 举例 如 下 : 如 果 》 anzir 不 是 恰好 为 一 确定 二 次 型 ， 
则 在 它 的 极 平面 内 有 实 方向 , 反之 亦 然 . 

从 另 一 方面 来 看 , 即 用 Rai 中 射影 几何 的 观点 来 解释 , 这 一 方法 与 我 们 在 第 
一 卷 第 4 章 详细 解说 过 的 , 由 Cayley 在 1859 年 提出 的 射影 度量 是 一 致 的 . 由 此 表 
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明 (正如 我 自己 在 1871/1872 年 仔细 证 明了 的 ), 这 里 包括 了 两 种 非 欧 几 何 , 人 们 习 
惯 把 它们 分 别称 为 Riemann 几何 和 Bolyai-Lobatscheffsky 几何 , 分 别 对 应 于 其 二 
次 型 / 是 确定 的 , 或 者 是 不 定 的 . 
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双 线 性 型 是 这 样 一 种 形式 , 它 对 两 列 变量 都 是 线性 (MFK) 的 . 在 此 还 要 区 
分 , 这 两 列 变量 是 同步 的 , 还 是 逆 步 的 . 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 把 这 两 列 变量 记 为 
(2) 和 (v), 而 在 第 二 种 情况 下 记 为 (z) 和 (u), 因而 我 们 要 把 形式 


Dean HRS Bouwen 
摆 在 首位 . 
1. 同步 变量 


在 此 我 们 还 要 区 分 两 种 子 情形 (在 (z) 和 (y) 的 同步 变换 下 它们 实际 上 是 分 
开 并 立 的 ), 这 就 是 系数 aix 的 矩阵 或 者 是 对 称 的 (aik = oul, 或 者 是 反对 称 的 * 
(ai = -arii au = 0) 这 两 种 情况 . 在 后 一 种 情况 下 , 为 明显 起 见 , 我 们 不 写 ai, 而 
宁愿 写成 Au. 

含 同 步 变量 的 对 称 双 线性 型 不 是 别 的 , 只 不 过 是 二 次 型 yaikzizk 的 极 式 , 因 
而 已 经 在 前 面 讨论 过 了 . 

相反 , 反对 称 的 (antisymmetrische) 或 者 说 的 交错 的 (alternierende) 双 线性 型 


KSE (17) 


则 提供 了 一 些 本 质 上 是 新 的 东西 . 大 约 在 100 年 前 数学 家 就 在 所 谓 Pfaff 问题 中 碰 
HAE" , 我 在 这 里 不 打算 完全 照 历史 的 顾 序 叙事 , 这 样 可 以 说 它 所 要 研究 的 问题 
就 是 将 下 述 类 型 的 微分 式 


Erdi + Sadën +- -- + Endén 
(其 中 三 是 的 函数 ) 进行 分 类 . 人 们 发 现 , 要 把 下 述 表 达 式 
dE: _ Er 
LU Glen 


放 到 首位 (这 里 déi, 56k 理解 为 变量 的 任意 小 的 改变 ). 因此 我 们 就 得 到 了 (把 déi, A 
类 比 于 我 们 的 (z), (w)) 一 个 含 同步 变量 的 反对 称 双 线性 型 , 并 且 因此 把 在 对 我 们 的 


1 柏林 科学 院 院 刊 1814 一 1815: Joh. Friedr. Pfaff: Methodus generalis, aequationes Differen- 
tiales … complete integrandi. (一 般 方法 , 微分 方程 ……… 完全 积分 .) 
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双 线性 型 (17) 作 ( 纯 代数 的 ) 研究 时 要 讨论 到 的 主要 不 变量 还 总 是 称 之 为 Pfaff 数 
组 (Pfaffsche Aggregat, 英文 为 Pfaffian). 当然 是 后 来 Jacobi 和 Cayley 在 两 篇 年 轻 
时 的 论文 中 才 把 这 一 数组 的 代数 性 质 搞 清楚 的 . 
上 述 Pfaf 数组 A 只 对 偶数 n 才 存在 . 它们 是 双 线性 型 的 系数 Xu 的 3 次 有 
理 齐 次 整 函数 , 在 引进 下 述 记号 
A= (1,2,--- ,n) 对 (i,k) = Aix (18a) 
后 , 它们 就 遵守 如 下 的 递归 公式 : 
Däi (12)(3,4 mn) + (1,3)(4, -++ 7,2) +++ + Dani ,n — 1). 
(18b) 
对 n=4 这 给 出 
A = Aradas + Ah + Athen, 
这 正 是 我 们 从 82 以 来 已 熟知 的 相关 形式 的 不 变量 . 实际 上 , 把 我 们 的 双 线 性 型 (17) 
写成 下 述 简单 和 式 
KD (19)™ 
D 


因此 在 n = 4 时 它 不 是 别 的 , 只 不 过 是 pu 的 线性 组 合 


KSM 
而 这 就 表明 A 逆 步 于 pa 这 就 给 出 了 与 在 那里 的 论述 之 间 的 联系 . 
但 是 如 果 我 们 把 并 Aan 对 大 = 1,2,… ,nn 看 成 与 zk W, 因而 和 在 先前 对 
一 二 次 型 的 极 式 所 写 的 (8) 式 一 样 , 写成 如 下 : 


u = DD Mz (20) 
则 表达 式 A 对 于 一 般 双 线性 型 的 意义 就 清楚 了 . 由 此 得 出 的 “对 偶 关系 "表示 了 一 
种 所 谓 的 “ 零 系 (Nullsystem)”, 即 

Luz = E Anne AE Dat + Aude 
恒 等 于 零 . 它 的 行列 式 , 如 人 们 所 说 的 , 是 斜 对 称 的 (schief-symmetrisch) 


0 Na … Am 
Ae 0 A 
S z "lb An = An (21) 
Ani Anz e 0 
U Jacobi, Crelles J. 2 (1877) = 全 集 , 第 4 卷 , 19 页 . Cayley, Crelles J. 38 (1849)= 全 集 , 第 1 


卷 , 410 页 . 
m 原 书 缺 (19) R, 今 补 上 . 一 一 中 译本 注 
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因此 n 是 奇数 时 必定 为 0; 但 是 在 n 为 偶数 时 , 正如 Cayley 在 上 述 文献 中 指出 的 ， 
它 恰好 就 是 Pfaf 数组 A 的 平方 (借助 于 它 我 们 还 可 以 轻松 地 做 到 从 方程 (20) 解 
出 zk Æ). 

我 很 遗憾 不 能 更 深入 地 讨论 这 个 有 趣 的 理论 . 同样 关于 我 们 的 双 线 性 型 的 等 价 
性 的 判 据 我 也 只 能 谈 点 它 的 历史 . 根据 Frobenius 发 表 在 Crelles Journal 84 (1878) 
上 的 重要 工作 , 我 们 在 此 也 可 以 谈 秩 r, 但 它 必 须 是 一 个 偶数 . 秩 为 的 形式 都 能 
约 化 为 这 样 的 标准 形式 


Le — Tayı) + (Zaye — Tays) +-+- + (Er-1Yr — TrYyr-1), 


因而 互相 等 价 " . 于 是 它们 这 样 来 表征 , 在 行列 式 (21) 中 所 有 其 阶 次 超过 r 的 子 
行列 式 都 等 于 零 . 


2. 逆 步 变量 
会 逆 步 变量 的 双 线性 型 
并 auuzx (22) 
其 理论 走 的 完全 是 另 一 条 路 线 . 我 们 立即 指出 , 现在 要 用 下 式 
z= Panz (23) 
KER (20) 式 , 因而 这 个 公式 就 直接 是 一 个 线性 代 换 . 我 们 可 以 把 它 缩写 成 
z! = A(z). 


在 此 我 们 来 同时 对 (z'), (z) — 与 其 同步 性 质 相对 应 一 一 再 作 一 任意 的 线性 代 
换 s, 则 得 
5(z)=4S(z) 或 也 =3S 45(z). 


因而 所 有 这 种 类 型 的 线性 代 换 对 我 们 的 研究 来 说 作用 是 相同 的 , 任意 一 个 4 都 可 
以 作为 我 们 研究 的 起 点 . 

既然 现在 从 不 变量 (22) 出 发, 所 以 我 们 要 指出 , 随 着 (22) 一 起 从 一 开始 就 必 
须 总 是 把 这 个 平常 的 双 线 性 型 ws 看 成 是 已 给 的 . 因此 我 们 来 研究 一 族 形式 


E anuit + A utr, 


E Gerten 在 他 的 Leçons sur les invriants integraux (积分 不 变量 讲义 ) (Paris, 1922) 一 书 中 的 
第 5o 页 给 出 了 二 个 简单 的 的 化 方法 0 
器 原 书 中 z 无 下 标 . 一 中 主 者 
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并 得 到 它们 的 行列 式 为 
an+A oa Gw 
an ` an+ > am 
$ > : (24) 
anı Ona o Gen") 
(新 近 人 们 多 把 它 缩写 为 : 
Joe + Aën), 


就 是 说 我 们 今后 总 是 要 采用 Kronecker 的 记号 , 即 bi = 1. 对 i 关上 有 An = 0). 
将 这 个 行列 式 对 A MARURI: 


AP TE we TT ed EE An, (25) 


那么 可 以 证 明 Al,Az,… ,An, 都 是 (22) 的 不 变量 , 一 般 来 说 , 它们 足以 表征 形式 
(22) 在 线性 代 换 下 的 行为 


但 是 “一 般 来 说 " 这 句 话 在 这 里 的 意思 是 说 , 在 有 些 特殊 情况 下 还 需要 作 些 补 
充 . 这 种 情况 只 在 多 项 式 (25) 作为 A 的 函数 含有 (A-A) 的 多 重 线性 因子 的 地 方 
FRAR. 这 时 就 有 可 能 , 这 同一 个 因子 (入 - Xi) 以 某 个 重 数 全 在 头 一 个 子 行列 式 ， 
或 者 全 在 第 二 个 子 行列 式 , 如 此 等 等 反之 , 如 果 所 有 一 阶 的 , 或 二 阶 的 ,，…… F 
行列 式 有 一 公共 因子 存在 , 那么 这 个 因子 就 必定 会 出 现在 (25) 中 . 在 每 一 个 别 情况 
下 可 以 表 出 给 定 双 线性 型 对 任 一 代 换 的 特征 这 种 可 能 性 , 整体 上 可 以 由 所 谓 的 初等 
因子 (Blementarteiler) 的 理论 来 阐明 , 这 个 理论 是 由 Sylvester 于 1851 年 所 开创 , 
由 Weierstraf 于 1868 年 所 完成 ,最 后 由 Frobenius 于 1879 年 把 它 纳 入 了 有 理 的 
形式 (从 而 人 们 就 再 也 用 不 着 去 确定 (25) 式 中 的 个 别 线性 因子 了 )w . 详 见 教科 书 ， 
例如 , Bicher En. 它 是 一 个 特别 重要 的 理论 , 因为 它们 能 对 在 各 种 各 样 的 形式 
中 出 现 的 问题 作出 最 终 的 分 析 . 
对 行列 式 (24) 以 及 由 令 其 等 于 零 而 得 到 的 方程 的 研究 通常 与 一 对 并 列 的 二 次 


ER 
Loann 及 Er? 

相 联系 . 这 种 事情 , 例如 , 在 几何 学 中 , 当 人 们 想 寻求 一 圆锥 曲线 或 一 二 次 曲面 的 主 
轴 时 , 或 者 在 天 体力 学 中 计算 各 个 不 同 的 行星 轨道 的 相互 作用 而 产生 的 久 期 摄 动 

HI Phil. Magazine (4), 1 二 全 集 ,第 1 4, 219 及 以 后 页 

12 Berliner Monatsberichte 1868 二 全 集 , 第 2 卷 , 19 及 以 后 页 . 

17 Crelles Journal 86 ( 带 整 系数 的 线性 型 的 理论 ). 

向 对 其 指导 思想 的 一 个 清晰 的 表述 见 : 已 Klein Vorlesungen über höhere Geometrie (高 等 几何 
讲义 ) (Berlin 19 26) 379 及 以 后 页 . (H.) 
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时 , RAAR. 这 一 天 文学 提出 的 问题 甚至 在 历史 上 是 整个 理论 的 源泉 ; 它 要 追 湖 
到 Lagrange 和 Laplace; 就 是 由 于 这 个 原因 , 人 们 把 这 里 遇 到 的 方程 在 纯 数学 研究 
中 也 叫做 久 期 方程 (Sikuliirgleichung)m . 所 有 这 些 开创 性 的 内 容 与 我 们 的 讲 
述 之 间 的 联系 就 在 于 , 随 二 次 型 zx? 一 起 给 出 其 对 侦 变换 zx = wi, 还 在 于 由 此 
由 另 一 个 二 次 型 unn 及 其 极 式 》 anri 得 出 我 们 一 开始 就 来 研究 的 双 
线性 型 aiui. 在 此 只 存在 ou = au 这 一 特殊 情形 , 这 是 我 们 没有 事先 假定 
的 . 于 是 我 们 有 下 述 定理 : 在 an 为 实数 时 , 特征 方程 的 根 全 为 实数 , 所 有 的 初等 因 
子 都 是 单 重 的 . 

可 惜 对 这 个 涉及 面 很 广 的 , 相互 关联 的 一 组 有 趣 的 问题 , 我 们 不 可 能 再 更 深究 
FS, 
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§1 关于 Erlangen 纲领 


我 们 在 A 中 各 节 对 一 般 线性 不 变量 理论 所 作 的 论述 , 无 论 从 内 容 还 是 到 方法 ， 
不 言 而 喻 , 只 是 很 不 完全 的 概念 . 在 内 容 上 我 们 仅 限于 在 今后 讲述 过 程 中 必须 要 用 
到 的 那些 部 分 . 但 是 从 方法 论 的 观点 来 看 , 我 们 只 满足 于 引用 一 些 例子 人 们 如 何 
检验 一 个 给 定 的 函数 是 否 为 不 变量 — 即 借助 于 适当 的 符号 系统 能 够 对 所 有 的 不 
变量 , 即 那些 在 研究 中 出 现 的 , 其 分 量 不 超过 一 定 次 数 的 量 丛 , 作 同等 的 表述 一 一 
即 人 们 有 办 法 给 出 所 有 在 不 变量 之 间 成 立 的 恒等式 , 特别 还 有 , 在 每 一 种 情况 下 可 
只 限于 用 一 最 小 的 不 变量 组 , 通过 它们 的 多 项 式 就 能 够 以 有 理 和 整 的 形式 表述 所 有 
其 他 不 变量 一 一 要 想 讲 清楚 这 些 , 那 是 不 可 能 的 . 

这 些 概况 就 表明 , 它 是 一 个 涉及 面 很 广 的 完整 的 学 科 , 能 为 掌握 在 数学 中 出 现 
的 许多 问题 赋予 真正 的 力量 , 因此 没有 一 个 数学 家 能 对 它 置之不理 , 这 中 间 , 为 了 
能 够 达到 这 个 理论 的 方方面面 , 还 需要 加 宽 原 始 的 基础 , 正如 我 首次 于 1872 年 的 7 
月 在 我 关于 非 欧 几何 的 第 二 篇 论文 中 对 它 所 概述 , 紧 接着 又 在 1872 年 的 10 月 我 


1 IE, 例如 , Tissérand: Traité de Mécanique céleste (天 体力 学 通论 ), 第 1 卷 ,第 26, 27 章 . 当 我 
们 仅 限于 八大 行星 时 , 久 期 方程 就 是 当下 的 这 个 方程 的 一 个 八 阶 的 数值 方程. 如 果 将 海王 星 忽略 
Kit, 那 它 就 是 一 个 七 次 的 方程 , Jacobi (Crelles Journal 30, 1845 = 全 集 , 第 7 卷 , 97 及 以 后 页 ) 
研究 了 它 的 合乎 目的 的 解 . 我 们 这 门 科学 不 断 地 向 外 扩张 带 来 的 一 个 令 人 遗憾 的 后 果 就 是 , 有 如 
此 之 多 的 年 轻 数 学 家 对 此 只 是 听 说 而 已 , 有 的 甚至 不 再 知道 它 了 - 

0 在 本 节 中 编者 对 Klein 的 文本 作 了 部 分 的 改写 和 删节 . 见 章 末 附 注 10 (H) 
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的 Erlangen 纲领 开篇 中 所 表述 了 的 . 在 那里 所 发 展 的 观点 不 仅仅 一 直 是 我 自己 
后 来 工作 的 基础 , 而 且 也 为 那 时 正和 我 一 起 共同 工作 的 Sophus Lie 所 采纳 , 并 在 他 
的 学 生 圈子 里 传播 开 来 , 从 而 它们 就 逐渐 为 更 广 范围 的 数学 家 所 周知 . 我 必须 在 此 
更 详细 地 深入 谈 一 谈 , 因为 物理 学 家 所 开展 的 各 式 各 样 的 研究 可 以 看 成 是 对 那里 所 
表述 的 一 般 问题 的 个 别 情形 的 处 理 , 关于 这 些 物理 学 上 的 发 展 我 还 会 进一步 讲 到 . 

简短 地 来 说 明 一 下 这 个 原理 .在 A 中 我 们 是 从 令 原始 变量 经 过 一 个 任意 的 、 
行列 式 为 1 的 齐 次 线性 变换 来 开始 的 . 尚 有 待 于 完成 的 推广 就 是 , 要 把 这 种 变换 的 
整体 放 到 群 论 的 概念 下 来 理解 . 这 样 就 引出 了 一 个 问题 , 它 在 Erlangen 纲领 的 第 7 
页 上 是 这 样 用 语言 表示 的 : 

"已 给 一 流 形 以 及 在 这 个 流 形 上 的 变换 群 :要求 研究 关于 这 个 流 形 的 形体 
(Gebilde) 的 这 样 一 些 性 质 , 它们 在 这 个 变换 群 下 保持 不 变 ” 

几 行 之 后 又 改 说 成 : 

“要 求 发 展 一 个 相对 于 这 个 群 的 不 变量 理论 .” 

这 也 可 以 写成 : 

"那些 相对 于 群 为 不 变 的 关系 的 理论 ", 所 以 这 到 相对 沦 这 个 词 就 只 差 一 步 之 遥 
了 , 这 个 词 是 现代 物理 学 家 用 来 表示 在 属于 他 们 的 领域 内 所 设 定 的 普遍 目标 的 各 种 
情形 的 . 

Erlangen 纲领 是 属于 那样 的 一 种 论著 , 它 通过 归纳 整理 现存 的 来 激励 出 创新 
的 . 因此 当 有 什么 进一步 的 论述 加 入 , 我 总 是 非常 赞同 的 . 除了 离散 群 理论 的 发 展 
之 外 , 作为 重大 进展 的 在 此 还 要 提 到 连续 群 的 普遍 理论 , CR Lie 在 1872 年 以 后 
所 创立 的 , 但 后 来 又 由 好 儿 个 年 轻 的 数学 家 对 个 别 的 线性 群 作 了 直接 的 代数 处 理 . 
我 已 经 在 1892 一 1893 年 间 在 我 的 石 印 本 的 《高 等 几何 导论 》” 中 , 对 当时 所 有 的 
材料 在 为 期 一 年 讲授 中 作 了 很 好 概述 ， 更 进一步 的 许多 内 容 可 参见 数学 百科 全 书 
的 第 三 卷 (Math，Enzyklopidie, III A B, 4b) 中 Fano 写 的 条 目 : “Kontinuierliche 
geometrische Gruppen. Die Gruppentheorie als geometrisches Einteilungsprinzip ( 连 
续 几 何群 . 作为 几何 分 类 原理 的 群 论 )”(1907). 

我 相信 , 尽管 Erlangen 纲领 作为 发 展 过 程 的 一 个 新 的 开端 是 特别 对 几何 学 来 
讲 的 , 为 了 应 用 Gra8mann 的 一 般 表述 方式 , 或 者 也 可 以 看 成 是 对 延伸 学 来 讲 的 . 
我 是 在 那 种 只 把 对 几何 问题 的 射影 几何 处 理 才 看 成 是 科学 处 理 的 狭隘 观念 下 成 长 
起 来 的 , 在 用 一 种 多 层次 的 变换 几何 的 思想 来 短 代 射影 几何 的 同时 , 也 就 是 用 了 一 
种 更 为 宽松 一 点 的 学 说 来 代替 这 一 狭隘 观念 了 . 毫 不 奇怪 , 这 个 纲领 一 开始 就 遇 到 
“上 关于 新 近 几 何 学 研究 的 比较 考察 (Vergleichende。 Betrachtungen über neuere geometrische 
Forschungen.), Erlangen, 1872 年 12 月 发 出 , 由 于 排 字 工人 的 大 罢工 拖 到 1873 年 才 发 表 在 Math. 
Ann. (数学 年 鉴 ) 第 6 卷 上 . 这 个 Erlangen 纲领 后 来 又 刊载 在 Math，Ann，(1893), 第 43 卷 上 ， 


Klein: 论文 全 集 第 1 卷 , 460 页 , 此 外 还 多 次 被 重印 和 被 译 成 其 他 文字 . 
In 到 现在 已 经 作为 正式 书籍 出 版 了 : F. Klein, 高 等 几何 讲义 , Berlin 1926. (H.) 
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了 旧 思 想 的 代表 人 物 的 重重 阻力 . 我 那 时 对 我 尊敬 的 老师 Clebsch 将 如 何 面 对 这 场 
争论 特别 期 待 . 但 是 这 时 一 场 十 分 意外 的 灾难 降临 了 , 在 与 我 的 纲领 正好 付 印 的 同 
B}, Clebsch 那 时 才 39 岁 , 突然 死 于 白喉 感染 (在 1872 年 的 11 月 7 R). 这 一 情况 
那 时 对 我 的 科学 工作 从 各 个 方面 都 造成 了 新 的 困难 条 件 , 也 许 就 是 由 于 这 个 原因 我 
不 得 不 接受 了 另 一 个 机 会 . 


82 ”对 三 维 空间 的 特殊 考察 


过 渡 到 齐 次 正 交 群 


Erlangen 纲领 的 方法 对 研究 Ra 的 几何 提出 了 多 种 可 能 的 起 点 , 在 此 我 们 只 想 
提出 线性 代 换 群 这 最 简单 的 一 种 . 我 干脆 从 第 一 卷 168 页 的 公式 来 开始 . 我 设 
想 取 一 普通 的 直角 坐标 为 基础 , 用 通常 的 记号 z, y, z 来 表示 , 同时 写成 下 下 列 三 个 
P: 

1. "ME: 几何 群 : 

,___or+py+yz+ő 

PS ar yry 
s dr+By+yz+ð w 
v= mF piy pyzy E 
„_ Xr+ B'y+y'z+s" 
了 


2. 仿 射 几何 群 : 
z =ar+py+yz+ő, 
DEET EE (2) 
Sort ue éi, 
3. 度量 几何 群 : 
变换 公式 和 (2) 式 一 样 , 只 是 代 换 
a B 7 
oY 
.i 
是 一 个 “ 正 交 " 代 换 , 即将 式 r? + y? + zz 变换 到 自身 的 代 换 . 
为 了 得 到 全 部 齐 次 线性 代 换 , 人 们 当然 可 以 和 最 初 Plicker 所 做 的 那样 , 采用 
如 下 的 技巧 : 


(3) 


将 z,y,z aa Z, 2, 2 


EATE PY 
M 中 译本 : 139 页 . 一 中 译 者 注 
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然后 分 开 成 分 子 与 分 母 . 这 在 现在 所 有 的 教科 书 中 都 能 找到 . 我 们 在 此 打算 , 在 局 
限于 情形 (2),(3) 的 同时 , 再 采用 一 个 比较 简单 的 (完全 是 平常 的 ) 办 法 , 就 是 略 去 
代 换 公式 中 的 附加 常数 项 . 于 是 代替 (2) 式 是 下 面 坐标 原点 固定 不 变 的 仿 射 变换 


z’ =ar + py +yz, 
y =at +p'y+ Yz, (2) 
DEE d 


同样 地 , RE (3) 式 我 们 用 由 (2 式 确定 的 , 坐标 原点 国定 的 正 交 变换 以 及 附加 的 
公式 
TEE mi 

在 我 们 这 样 地 特殊 化 到 公式 (2),(3) 的 同时 , 也 就 放弃 了 对 仿 射 几何 (或 与 它 一 臻 的 
刚体 静 力学 与 动力 学 ) 作 普遍 的 考察 . 为 此 , 在 情形 (2) 式 中 我 们 取 至 今 所 考察 过 
的 三 个 变量 的 线性 不 变量 理论 与 之 直接 相 联 ,而 在 情形 (3) 中 , 则 取 我 们 称 之 为 
(三 个 变量 的 ) 正 交 线性 不 变量 理论 与 之 直接 相 联 系 . 

首先 还 要 准确 地 给 出 , n 个 变量 的 齐 次 正 交代 换 是 什么 . 我 们 首先 写 下 , 例如 
(EIER A 的 81 之 后 ): 


Bi = saz, ++ E EK (4) 
接 下 来 是 一 个 很 有 名 的 理论 , 从 其 本 质 上 来 讲 要 回 湖 到 Euler 和 Lagrange, 就 是 说 ， 


在 中 个 系数 sk 之 问 存在 着 POED 个 方程 


Ehel Dsnsa=0, (k#N(k=1,,n), (=2,,n), Di 


这 相当 于 齐 次 正 交代 换 群 (4) 含有 HH 个 参数 一 此 外 (4) 的 解 可 表 为 ; 
Th = SIkT1 + + SnkTn, (6) 
于 是 代替 (5) 式 我 们 还 可 以 写 下 方程 (7): 
ie =1, aen =0, Deich Hiel (7) 


特别 地 我 们 再 进一步 来 考察 代 换行 列 式 


T= |sixl- (8) 


A RAR R KITIR ER EAA 1, 如 我 们 在 前 面 3 页 上 为 了 简单 起 见 
所 假设 的 
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通过 让 它们 按 下 述 矩阵 自 相 乘 : 


an "Sai 


Snl "` San 


就 可 以 得 出 , r = 1. 但 从 方程 (5) 或 (7) 就 得 不 出 更 多 的 东西 了 .就 是 说 还 可 
能 有 r= +l, 或 > = -1, 于 是 相应 地 把 正 交代 换 区 分 为 正常 的 (eigentliche) MA 
常 的 (uneigentliche) 正 交代 换 . 因为 在 两 个 线性 代 换 相 结合 时 它们 的 行列 式 相 乘 ， 
由 此 可 知 , 只 有 正常 的 代 换 才 能 只 取 自身 而 构成 一 个 群 , 随 之 表明 它 是 一 个 连续 的 
Goen BT. 可 是 另 一 方面 , 正常 的 和 反常 的 代 换 合 在 一 起 构成 一 个 所 谓 的 
混合 (gemischte) 群 (参数 的 个 数 一 样 )， 实 际 上 这 种 反常 的 代 换 中 不 含有 所 谓 无 
穷 小 代 换 ( 即 它 与 “ 恒 等 (ldentitit)” 代 换 相差 “无 限 的 少 ")， 当 我 们 只 改变 变量 
z1,… ,zn 其 中 之 一 的 符号 时 所 得 的 代 换 就 是 反常 代 换 的 最 简单 的 例子 . 正常 代 换 
在 几何 上 就 意味 着 绕 O 点 的 “转动 ", 而 反常 代 换 则 是 另 一 种 变换 , Study 把 它们 一 
般 地 称 之 为 “ 反 转 (Umlegungen)” (Math. Ann. 39 (数学 年 刊 第 39 卷 )). 

到 这 里 就 有 了 个 问题 , 这 对 以 下 全 部 内 容 来 说 都 是 一 个 基本 问题 , 这 就 是 , 在 
正 交代 换 的 不 变量 理论 中 , 是 只 需 考虑 正常 的 代 换 就 够 了 , 还 是 也 要 考虑 反常 的 代 
换 , 第 一 种 考虑 是 比较 容易 的 (正如 我 们 在 一 述 一 般 不 变量 理论 时 , 为 了 简单 起 见 
就 已 经 经 常 假定 了 r = 1). 但 在 第 二 种 考虑 中 能 给 出 某 些 更 精细 的 区 分 , 它们 已 经 
证 明 在 现代 物理 的 精确 研究 中 是 非常 重要 的 , 例如 , 将 向 量 区 分 为 第 一 类 和 第 二 类 ; 
我 们 将 只 限于 在 有 机 会 的 时 候 来 谈 一 谈 . 


i 


83 ”四 元 数 插话 


Hamilton 的 四 元 数 计算 我 们 已 经 在 第 一 卷 的 第 4 章 中 详细 讨论 过 了 . 为 了 在 
后 面 的 能 用 到 它 , 存 这 里 我 还 要 讲 一 下 , 如 何 借助 于 四 元 数 的 乘法 以 最 简单 的 方式 
来 表述 三 个 和 四 个 变量 的 、 行 列 式 为 +1 的 正 交 变换 . 

我 简短 地 来 回顾 一 下 : 四 元 数 是 一 种 由 四 项 组 成 的 复合 数 : 


q=d+ia+ jb+ ke, 


它们 的 乘法 满足 下 面 的 式 子 : 


NÆSE Gr 就 用 来 表示 含 k 个 参数 的 连续 群 . 


里 B ”线性 不 变量 理论 的 意义 随 向 量 分 析 的 引入 而 导致 的 扩充 31 


因而 下 述 方程 
ttiz +jy +kz' = g(t+iz+jyt+kz) 
就 等 价 于 下 述 线性 代 换 : 
ť = dt — azr — by — cz, 
z' =at + dz — cy + bz, 
y’ =bt + cz + dy — az, 
z' = ct — br + ay + dz, 
它 与 一 行列 式 为 +1 的 正 交代 换 已 经 非常 接近 了 , 因为 第 一 , 人 们 通过 计算 可 得 ; 
IM = (P Ha? Hy? A STI ei A e, 


第 二 , 其 行列 式 取 值 为 (de + oz +b? o, 

从 这 里 出 发 到 那 奇 妙 的 公式 只 差 一 步 之 遇 了 , 这 是 一 个 用 来 一 般 地 表述 四 个 变 
量 的 正常 正 交代 换 的 公式 , 由 Cayley 发 表 在 Crelles Journal, 第 50 卷 = 全 集 , 第 
II Æ, 192, 202 页 上 , 公式 如 下 : 


(A) 


alt +iz + jy +kz)q! en 
Vatt + dP) (a? +o + de) 
IP qg =d Hia jY tke 为 一 任意 的 第 二 个 四 元 数 . 而 三 个 变量 的 正常 正 交代 
换 的 一 般 表示 , REG q 等 于 d- ia- jb- ke 就 能 得 到 . 实际 上 我 们 这 时 有 , 正如 
ANTRA, t = t, 并 且 绕 一 点 的 转动 还 有 公式 : 
Ze +jy + kz’ = qliz + jy + beet, (38) 

ER Hamilton 和 Cayley 在 1844 年 就 已 经 建立 了 的 . 

至 于 公式 (37) 和 (38) 含有 正确 的 独立 参数 个 数 , 分 别 为 6 和 3 这 一 点 通过 简 
单 的 计算 就 可 以 证 明 .现在 还 要 说 明 的 是 , 公式 (37) 可 以 由 二 阶 的 矩阵 的 相 乘 得 
出 (关于 这 一 点 在 第 一 卷 的 第 4 章 , 196 页 就 已 经 初步 谈 到 了 )P) . 

为 了 避免 与 四 元 数理 论 中 的 i 混淆 起 见 , 我 们 暂时 令 通常 的 CT 等 于 <. 再 
进一步 令 : 


t +i + jy + kz = 


d+ea=a, btec=p, Aessen, d-ea=5, 
并 类 似 地 令 : 
Tiers y+ez=n, -y+ez=C,，t-erz=7 (t+ez = $$). 
于 是 代 换 (A) 就 可 以 写成 如 下 的 两 个 二 阶 和 矩阵 的 相 乘 
P dÉi dk Na Set 
d ai KI sr KE EEN 


mn 这 里 原文 可 能 有 误 , 似 应 为 “190 页 ", 中 译本 159 页 . 一 一 中 译 者 注 
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这 里 第 一 个 矩阵 的 横行 与 第 二 个 矩阵 的 纵 列 相 相 乘 .在 这 里 下 述 行列 式 
E D 
ve 

等 于 下 面 两 个 行列 式 的 乘积 : 


aß 
ys 


这 一 点 是 行列 式 乘法 法 则 的 直接 结果 . 完全 相同 地 我 们 可 得 到 ; 
ZC aile Oe (ec Gërën 
STAY ss als+Tr peter) 


D 
5 7 
的 同一 横行 里 的 元 素 是 线性 相关 的 . 但 是 公式 (37) 可 以 写成 如 下 : 


HERE 


€ 7 
er 


至 今 在 矩阵 


vin y Jj\s ri\Y os 
并 且 关 于 它们 的 论断 显然 可 归结 为 : 一 方面 把 纵 列 的 元 素 作 线 性 组 合 , 另 一 方面 又 
把 横行 的 元 素 作 线性 组 合 , 通过 这 样 的 方法 就 可 得 到 矩阵 那样 一 种 最 一 


般 的 线性 变换 , 这 种 线性 变换 只 是 将 它 的 行列 式 乘 上 一 个 因子 . 通过 这 种 变换 就 可 
以 将 四 元 数 的 乘法 , 因而 也 就 能 将 行列 式 为 +1 的 正 交代 换 与 二 阶 线性 代 换 联系 起 
来 (这 时 如 果 人 们 要 想 用 它 来 表示 实 转动 , 就 必须 令 a 与 5, 以 及 有 -y 互 为 复 
ENE). 三 个 和 四 个 变量 的 实 正 交 变 换 的 不 变量 理论 就 可 以 建立 在 这 里 所 指出 的 对 
一 般 二 元 不 变量 理论 的 限制 的 考虑 之 上 . 这 就 是 Wilsch 在 他 的 “二 元 分 析 ” 中 第 
一 个 对 n = 3 的 情形 做 过 系统 研究 的 . 我 建议 大 家 去 看 他 发 表 在 Comptes Rendus 
(巴黎 科学 院 汇 刊 ) 的 第 143 和 144 卷 (1906, I1; 和 1907, 1) 上 综述 性 的 文章 . 那些 
一 再 与 下 面 要 提 到 的 Schouten 在 1914 4E" 出 版 的 书 相 平行 的 发 展 一 一 正 是 由 于 
在 不 变量 理论 中 发 展 出 来 的 方法 的 培育 — 在 它们 的 领域 内 已 经 走 得 比 我 们 这 里 
讲 的 远 多 了 . 但 是 我 担心 只 有 很 少 的 读者 能 顺应 它们 , 因为 一 方面 它们 要 求 有 多 种 
多 样 的 预备 知识 (也 包括 数学 - 物理 方面 的 知识 ), 另 一 方面 为 了 简短 起 见 又 在 公 
式 的 表达 上 用 了 特别 的 速记 符号 . 我 们 还 可 以 把 研究 延伸 到 反常 的 正 交代 换 , 这 时 
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只 要 把 < 换 成 - 就 可 以 了 . 最 近 Wialsch 还 研究 了 n= 4 的 情形 , 但 是 拿 出 来 一 
看 , 结果 显然 就 是 四 元 数 . 

在 这 里 讲 这 些 就 够 了 . 关于 那些 包含 在 (37) 式 中 的 代数 结果 (利用 它们 可 以 
将 二 次 曲面 Er- ns = 0 的 两 族 直 线 母线 相互 变换 ) 的 (射影 ) 几何 的 意义 , 我 和 别 
人 一 起 在 Mathem. Annalen (数学 年 刊 ) 的 第 37 卷 (1890) 上 已 作 过 深入 的 讨论 . 

不 管 怎么 说 , 我 们 已 经 看 到 , 四 元 数 在 研究 三 个 和 四 个 变量 的 正 交 代 换 上 是 如 
何 正好 适合 的 . 在 涉及 这 种 代 换 的 各 个 领域 , 它 在 那里 就 都 非常 有 用 ， 可 是 现在 再 
也 不 会 有 人 像 Hamilton 和 他 的 门生 曾经 想 的 那样 , 把 它 看 成 是 解决 几何 上 一 切 县 
待 解 决 的 问题 的 万 应 灵 药 . 


§4 ”过 渡 到 向 量 代数 和 张 量 代数 的 基本 概念 


我 们 现在 的 任务 不 是 要 去 详细 论述 齐 次 正 交代 换 的 一 个 系统 的 不 变量 理论 , 而 
只 是 想 去 阐述 , 人 们 是 如 何 地 从 不 变量 理论 的 基本 原理 出 发 来 直接 得 出 在 n= 3 以 
及 = 4 的 情况 下 的 向 量 代数 的 全 部 概念 , 这 些 概念 是 物理 学 家 非常 熟悉 的 中 

1.n=3. 

只 要 我 们 以 齐 次 仿 射 群 为 基础 , 今后 我 们 就 把 三 个 变量 


KEE (9) 


从 整体 上 看 成 为 一 个 从 O 点 发 出 的 一 条 “线段 ". 如 果 局 限于 齐 次 正 交代 换 群 ， 那 
么 这 个 概念 就 与 物理 学 家 根据 Hamilton 的 提议 而 称 之 为 (从 O 点 发 出 的 ) 向 量 的 
那个 概念 相 一 致 . 因为 所 涉及 的 只 是 正 交代 换 , 于 是 我 们 就 有 了 属于 它 的 一 个 最 简 
单 的 不 变量 (数量 ) 的 例子 为 
Ee ao) 
物理 学 家 又 一 次 跟随 Hamilton 把 它们 说 成 是 标量 . 但 是 (10) 式 的 极 式 
TEHYY+ zz a) 


其 中 (z,y,z) 以 及 (eu, z) 理解 为 向 量 , 也 是 一 个 不 变量 ， 如 果 物理 学 家 把 它们 
称 之 为 两 个 向 量 的 内 积 或 标量 积 , 那么 Gramann, 和 Hamilton 一 样 , 把 他 的 迄今 
为 止 的 理论 与 有 多 项 的 复数 联系 起 来 就 很 重要 了 , 这 一 点 我 们 还 会 回 过 头 来 讲 ; 见 
第 一 卷 , 第 4 章 , 173 页 后 外 

站 这 里 存在 一 个 特别 的 困难 , 这 就 是 不 同 的 作者 所 采用 的 术语 和 符号 语言 各 不 相同 . 在 我 把 后 
者 暂时 完全 放 到 一 边 的 同时 , 我 只 想 采 用 这 样 一 些 术语 , 它们 在 当今 是 每 一 个 德国 物理 学 家 能 够 


普遍 理解 的 
中 见 中 译本 , 第 一 卷 , 第 4 章 , 142 页 . 一 一 中 译 者 注 
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对 我 们 的 理解 来 说 很 基本 的 一 条 是 , 本 来 ur, 相对 于 z,y,z 是 同步 的 , 但 
是 根据 (11) 式 为 不 变量 这 一 点 , 又 可 以 理解 为 相对 于 z,y,z ERR. 任何 时 候 ， 
如 果 要 处 理 的 是 涉及 一 个 量 从 的 齐 次 正 交代 的， 那么 同步 与 北 步 间 的 差异 就 消失 
T- 

我 们 现在 来 考察 由 不 同 的 向 量 来 构造 Gragmann 层 量 , 并 从 下 面 的 行列 式 开 
t: 
z y z 
(12) 


依据 我 们 所 考虑 的 正 交代 换 的 行列 式 是 +1 或 -1 的 不 同 , 它们 或 者 保持 不 变 , 或 
者 改变 符号 ; 物理 学 家 为 了 强调 是 后 一 种 情况 , 就 称 它们 为 第 二 类 标量 , 或 伪 标 量 
(Pseudoskalar). 我 们 进一步 通过 将 (12) 式 按 第 一 行 的 元 素 展开 : 


a(z el hyla- el e siet — vert, 
我 们 认识 到 , 下 述 第 二 层 量 : 
Ve — a, dit — sid, gt Ve, a3) 


由 于 对 z,y,z W, 在 正常 正 交代 换 下 本 身 仍 具 有 向 量 的 特性 , 但 在 反常 的 正 交 
代 换 下 就 表现 出 同步 改变 符号 . 一 一 物理 学 家 把 这 说 成 是 ,yz 与 ere 这 
两 个 向 量 的 外 积 或 向 量 积 , 并 把 它们 的 三 个 分 量 的 总 体 称 之 为 第 二 类 向 量 , 或 “ 轴 
向 量 (axiale Vektor)” 以 别 于 原来 出 现 的 “ 极 向 量 (polare Vektor)” (9). 

现在 来 讨论 向 量 分 量 的 二 次 型 


az? + by? + cz? + 2dyz + 2ezz + Afen, (14) 


这 个 式 子 在 连续 体 的 变形 中 起 主导 作用 , 有 鉴于 此 , 按照 Voigt 的 建议 , 人 们 把 这 组 
系数 

a,b,c,d,e, f (15) 
称 之 为 一 张 量 (Tensor)、 — 相对 于 仿 射 变换 , 张 量 可 以 按 其 秩 (Range) 来 区 分 ， 
而 当 人 们 只 考虑 实 系数 系统 时 , 则 可 以 按 它们 的 惯性 指数 (Triigheitsindex) 来 区 分 ; 
见 A 85. 如 局 限于 正 交代 换 则 伴随 (14) 式 自然 地 有 二 次 型 z2 +y? + z2, 这 就 导致 
了 要 考察 下 述 “特征 多 项 式 ": 


a+à f e 
1 b+A d 
e d erh 


(16) 
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通过 将 它 按 A WEVER: 


A34 (a+b+e)A? + (bc+ca+ab- d? — e? DI ` Dei 


e 
a 
c 


我 们 就 从 其 中 出 现 的 三 个 因子 N?, A,A 得 到 张 量 的 三 个 基本 正 交 不 变量 . 从 它们 
可 以 组 合成 如 下 的 


Ierbr effi — 2(bc+ ca +ab- dei f?) 
一 a2 十 刀 二 cz 十 2d2 十 2e2 十 212 a7) 
以 及 一 些 类 似 的 不 变量 ， 通过 从 对 两 个 张 量 a,b,c,…, 以 及 a,b,c,- 所 构成 的 
表达 式 (17), 我 们 可 组 成 如 下 的 极 式 (Polare): 
aa’ + b + cd 十 2dd + 2ee' Ed (18) 


由 此 我 们 认识 到 , 8 
a, b c vid, Vie, Vif 


对 于 它 自身 逆 步 . 但 是 按照 (14) 它们 对 
ai, y?, 2, Vayz, Vizr, Viry. a8’) 


h. 也 许 把 (18) 中 所 有 量 作为 张 量 的 分 量 来 引入 是 恰当 的 一 一 顺便 说 
一 下 , 这 也 是 符合 一 般 不 变量 理论 的 基本 原则 的 . 

随 二 次 型 (14) 一 起 同时 也 就 完成 了 它们 的 极 式 , 从 而 也 就 处 理 了 其 双 线 性 型 
(到 目前 为 止 我 们 尚未 区 分 在 其 中 出 现 的 变量 序列 是 同步 的 , 还 是 逆 步 的 ) 一 个 反 
对 称 的 双 线 性 型 可 写成 : 


Ain — y'z) + Dis — del + Clan — sl. a9) 


这 里 的 系数 A, B,C 是 一 个 第 二 类 向 量 . 一 个 一 般 的 双 线性 型 (是 我 们 尚未 将 它 分 
解 为 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 的 ), 对 我 们 来 说 , 与 下 述 一 般 齐 次 仿 射 变换 : 


(20) 


EE E éi 
是 等 价 的 . 因此 今天 德国 的 几何 学 家 把 数 系 (a,… ,Y") 称 之 为 仿 射 量 (4ffinon), 在 
Hamilton 那里 这 个 变换 是 以 “线性 向 量 函 数 ” 的 称呼 出 现 (一 个 向 量 的 分 量 是 另 一 
个 向 量 分 量 的 函数 ) 至 此 甚至 Gibbs 称 之 为 “并 矢 (Dyade)” 的 也 是 属于 这 类 量 ; 
见 43 页 
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2. n = 4 (简单 讨论 ). 这 时 的 变量 可 记 为 z1,z2,z3,z4. 此 外 , 按照 Sommerfeld 
的 先例 (Ann.d.Physik (物理 年 刊 ) [4], 第 32 卷 , 1910), Æ n = 4 的 时 候 仍 保留 n= 3 
时 用 的 标量 、 向 量 、 张 量 这 些 称呼 , 只 是 在 其 前 附加 一 个 能 指示 其 分 量 个 数 的 前 置 
词 , 以 示 区 分 . 
-数组 nenn (设想 它们 将 经 过 一 任意 的 齐 次 正 交代 换 )， 相 应 地 就 称 为 
四 维 向 量 (Vierervektor); 由 它 可 以 导出 


Kë 
作为 最 简单 的 标量 . 

一 个 二 次 型 > artir (或 者 也 还 有 对 称 双 线性 形式 ) 的 系数 现在 就 称 作 十 维 
张 量 (Zehnertensor). 一 个 十 维 张 量 有 四 个 主 不 变量 (Hauptinvariant) (标量 ), 我 们 
可 以 通过 将 行列 式 Jair + Ad| 一 一 这 里 用 的 是 Kronecker 的 记 法 一 一 对 A DON 
次 展开 来 得 到 . 

一 反对 称 双 线性 型 Nk(ziyk — miza) 的 系数 称 之 为 六 维 张 量 ; 它 有 两 个 属于 它 
的 最 简单 的 标量 : 》” X 和 


A = M2Xs4 + Aha + Aan 


§5 ”向 量 分 析 ”( 张 量 分 析 ) 的 引入 


我 们 暂时 再 次 回 到 n = 3 的 情况 . 有 必要 在 我 们 至 今 所 讲 到 的 发 展 上 接着 讲 
一 个 应 用 范围 非常 广 的 新 概念 , 场 的 概念 

我 们 至 此 所 考察 过 的 标量 , 向 量 , 张 量 , ……… 是 对 坐标 原点 来 讲 的 (因为 我 们 
讲 到 的 是 z,y,z 的 齐 次 正 交代 换 ); 因而 现在 我 们 要 对 空间 的 每 一 个 点 To, yo, zo NÈ 
予 一 个 标量 , 或 向 量 , 或 张 量 , ……… ， 从 而 上 升 到 慰 量 场 , 向 量 场 , KEH, ooo 的 
概念 . 用 这 种 方式 对 应 于 点 to, yo, zo 给 定 的 “ 量 从 ”就 必定 会 在 


-zo HD zm 


的 齐 次 正 交代 换 下 表现 为 一 标量 , 一 向 量 , ……… 等 等 的 分 量 . 

自从 有 了 数学 物理 , 场 的 概念 就 会 自动 地 呈现 出 来 . 首先 明显 出 现 的 可 能 就 是 
在 热学 中 的 标量 场 , 这 时 我 们 是 把 温度 作为 位 置 的 函数 理解 为 标量 场 . 此 后 人 们 就 
很 自然 地 注意 到 那些 在 经 典 力学 中 会 出 现 的 各 种 类 型 的 场 ( 势 场 , Ha, ). 在 
这 之 后 连续 介质 力学 进一步 提供 了 大 量 的 例子 . 但 是 只 有 到 了 现代 的 电磁 学 ( 它 把 
空间 媒体 看 成 是 电磁 现象 的 载体 ) 这 个 概念 才 有 了 它 的 清楚 明确 的 模样 : 人 们 发 现 
“ 场 " 这 个 词 , 就 我 所 知 , 最 早出 现在 W. Thomson 论 磁 学 的 鸿 篇 巨著 中 (1851 年 发 
表 在 Philosophical Magazine (哲学 杂志 ) 上 = 电学 与 磁 学 论文 集 重印 本 , 473 页 ) 
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一 一 另 一 方面 我 们 又 可 以 在 抽象 的 不 变 理论 的 推广 形式 中 引进 场 的 概念 , 这 就 是 
我 们 设想 所 研究 的 量 丛 依赖 于 某 些 参数 . 

我 将 在 这 里 以 广义 的 方式 来 引用 “向 量 代数 ”这 个 词 , 它 把 标量 的 、 张 量 的 代 
数学 都 包括 在 一 起 ， 于 是 由 这 样 理解 的 “向 量 代数 ”借助 于 场 的 概念 就 可 以 引出 
“向 量 分 析 ”, 办 法 就 是 把 对 参数 royo,zo 的 微分 或 积分 取 作为 对 我 们 所 研究 的 量 从 
的 分 量 的 运算 引进 来 . 抽象 数学 家 喜欢 这 样 说 , 随 着 代数 不 变量 再 建立 微分 不 变量 ， 
积分 不 变量 . 一 一 顺便 说 一 下 , 今后 将 把 zo,yo, zo 就 简单 地 写成 z,y,z, 从 而 附 在 
点 z,y,z 上 的 向 量 记 为 u,v,w. 从 现在 起 我 还 要 忽略 第 一 类 和 第 二 类 标量 , 第 一 类 
和 第 二 类 向 量 之 间 的 区 别 (Hamilton 就 常常 是 这 样 , Maxwell 大 多 数 的 情况 下 也 是 
这 样 做 的 ), 因而 我 也 就 只 限于 讨论 正常 正 交代 换 下 的 不 变量 理论 . 

对 于 新 近 考察 的 观念 来 说 , 下 面 确实 是 个 很 好 的 最 简单 的 例子 , 即 对 一 给 定 的 
空间 位 置 函 数 f(z, y, z) 来 说 , 可 以 看 出 下 面 两 个 表达 式 

asy? A AWN CAN a ARa Ea 
(为 S (£) S (2) 和 z D Si D Si D 


与 坐标 系 无 关 , 从 而 由 一 个 标量 场 导 出 了 两 个 新 的 标量 场 . 法 国 数学 家 Lamé (1795 
- 1870), 他 是 从 原则 上 领悟 了 这 一 过 程 的 人 (参见 他 的 Leçons sur les Coordonnées 
Curvilignes (曲线 坐标 讲义 ) Paris, 1859), 就 是 因为 它们 的 不 变性 , 把 它们 分 别称 之 
为 第 一 和 第 二 微分 参数 (上 引 书 6 页 ). 但 是 他 离 向 量 性 的 思想 还 很 远 ， 这 些 具 有 
我 们 今天 所 考察 的 形式 的 东西 首先 是 由 Hamilton 所 建立 的 ( 见 他 的 四 元 数 讲义 ， 
1853, 还 有 本 书 第 一 卷 第 4 章 , 187 页 ). 在 英国 分 析 学 家 的 符号 方法 上 训练 有 素 
的 他 , 不 仅 把 ar Ar 可 
ze Sr Dz Ve 
看 成 是 向 量 (因而 人 们 随 Maxwell 一 道 把 它 称 之 为 “梯度 "), 而 且 直接 把 下 述 符号 


本 身 : 
a WE | | iA 
Se fu Se 


看 成 是 向 量 . 这 样 一 来 , 下 面 的 表示 式 : 
OROMOJ e» 

ZE + 

Eh et 


E ERRARE (21), 此 系 中 译 者 所 补 — 中 译 者 注 
m 中 译本 , 156 页 . 一 中 译 者 注 


(23) 


而 且 完 全 同样 地 也 还 有 
(25) 
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都 是 标量 , 就 是 说 是 些 这 样 的 运算 , 它们 作用 到 (用 Hamilton 的 话 来 说 , 用 它们 来 
R) 另 一 个 标量 , 所 得 还 是 一 个 标量 . 可 以 同样 好 地 看 到 , 下 面 六 个 微分 系数 
EE (26) 
表现 为 一 张 量 , 而 且 (25) 不 是 别 的 , 只 不 过 是 每 一 个 张 量 都 具有 的 线性 不 变量 . 
人 们 在 这 里 看 到 , 我 们 所 持 的 纯粹 形式 的 观点 是 如 何 具有 深远 的 作用 (而 适度 
BEST, 教科 书 通常 就 是 从 这 种 适度 的 直观 来 开始 的 ): 
EE EE 9 表 一 向 量 ， 因为 它 在 dz,dy,dz 的 正 交代 换 下 的 行为 和 一 个 向 量 的 
分 量 一 样 ， 产 且 由 于 
d= r+ y+ 
在 S 为 标量 时 也 是 标量 ， eg 至 于 Hamilton 在 这 种 研究 中 采用 了 他 
的 四 元 数 记号 , 并 将 分 量 (23) 组 合成 下 面 的 符号 
MM ug kën en 
这 些 我 们 就 不 在 这 里 多 谈 了 . 
事实 上 Maxwell 在 他 的 电磁 学 通论 (1873) 中 就 已 经 没有 采用 这 种 外 在 的 四 元 
数 形式 , 而 首先 为 物理 学 家 准备 了 向 量 概念 的 就 是 这 本 书 . 他 还 特别 让 我 们 注意 到 ， 
如 果 


为 一 给 定 的 向 量 场 , 表达 式 
ae 和 (28) 


SS Si Ze Sr SS (29) 
则 给 出 了 属于 这 个 向 量 场 的 一 个 向 量 场 中 .在 此 我 们 来 追踪 (28) 式 和 (29) 式 是 
如 何 逐 渐 获得 了 普遍 接受 的 确定 名 称 , 也 是 有 趣 的 .与 流体 动力 学 的 概念 相 联 系 ， 
Maxwell 将 (28) 式 , 取 其 负 值 , ZARE (Konvergenz), 而 今天 流行 的 术语 是 散 
度 (Divergenz) ( 指 (28) 式 本 身 ), 它 最 初 是 由 Clifford 在 他 的 “Kinematic (运动 学 )” 
"RER E Nabia", 因为 这 个 符号 V 像 一 种 希 伯 来 人 的 乐器 , 这 种 乐器 的 名 称 就 叫 
Nabla. 
4 根据 我 们 先前 给 出 的 原则 就 可 以 明白 这 一 者 ,只 要 我 们 令 ZZ. g; 本 身 看 成 是 一 个 向 量 ， 
再 把 ww 与 它 作 标 量 积 或 向 量 积 - 
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一 书 的 第 209 一 210 页 上 完全 是 顺便 附带 地 提议 的 . 向 量 (29) RK Maxwell 称 
其 为 旋转 度 (Rotation) (尽管 它 大 小 是 液体 粒子 转动 速度 的 二 售 ); 在 他 的 通论 中 他 
把 它 称 为 “curl", 这 是 一 个 英文 术语 , 有 些 地 方 译 成 德语 的 “Quirl”, 这 在 德语 的 书 
籍 和 文献 中 也 用 得 相当 普遍 了 . 可 是 今天 人 们 又 再 次 回 过 来 用 “rof", 很 多 人 按照 
Clifford 称 其 为 “Rotor ( 旋 度 )”. 

对 那些 特殊 的 向 量 场 , 即 那些 (28) 式 或 (29) 式 恒 等 于 零 的 向 量 场 , W. Thomson 
在 上 引文 献 中 已 经 把 它们 叫做 旋 流 (solenoidal) 场 和 层 流 (lamellar) 场 , 换 一 种 说 
法 , 在 坚持 流体 动力 学 的 图 像 下 , 称 之 为 无 源 的 (quellenfrei) 和 无 旋 的 (wirbelfrei) 
场 . 从 一 开始 就 清楚 , 表达 式 (28) 只 有 在 正 交代 换 下 才 是 不 变 的 , 但 表达 式 (29) 可 
在 行列 式 为 +1 的 任 一 仿 射 代 换 下 保持 不 变 (因为 它们 相应 于 二 阶 GraBmann 子 行 
列 式 ). 我 们 还 可 以 更 进一步 作出 结论 说 , 下 式 


NEE w 

也 表现 为 一 仿 射 不 变量 .表达 式 (29), (30) 的 出 场 自 然 不 是 偶然 的 ， 当 在 一 般 分 析 
中 要 研究 线性 微分 表达 式 (Pfaff 式 ) 

udz + vdy + wdz, (31) 


要 根据 它们 在 任意 点 变换 
z= elt), y= wpas), z= x(ém) 

下 的 行为 进行 分 类 时 它们 就 会 出 现 " . 因为 在 标量 (31) 中 出 现 的 dz, dy, dz 在 这 样 
一 个 变换 下 就 已 经 是 作 仿 射 变换 的 了 . 接 下 来 的 就 是 GraBmann 所 做 令 人 瞩目 的 
工作 , 他 在 其 1862 年 的 延伸 学 中 把 这 些 公式 推广 了 到 任意 的 n, 总 的 来 说 也 就 是 将 
有 n 项 的 Pit 式 根据 它们 在 任意 点 变换 下 的 行为 作 了 分 类 . 我 们 可 以 这 样 来 说 ， 
他 由 此 就 给 n 维 向 量 场 的 研究 , 就 以 考虑 仿 射 性 质 而 言 , 打下 了 一 个 坚实 的 基础 . 

为 了 给 出 一 个 积分 不 变量 的 例子 , 我 们 把 对 任意 向 量 场 描述 扩充 为 由 一 个 层 流 
场 和 一 个 放流 场 的 全 加 , 这 从 事情 的 本 质 上 来 说 , 是 Stokes 已 经 在 1850 年 就 给 出 


Stro. 我们 令 
«= D EE 
Se" Se ër 
ar gw o 
“Əy ðr Se" 
au ar 
ðy r’ 
CA RER (29) 等 于 党 意味 车 (31) 式 是 个 全 微分 , 而 (00) 式 等 于 零 则 通过 乘 一 个 因 
子 就 可 变 成 这 样 一 个 全 微分 
ol Stokes: Cambridge Trans. (剑桥 哲学 学 会 会 刊 ) 9 = 文集, 第 2 卷 , 255 页 以 后 各 页 — R 
在 这 里 是 根据 Abraham 在 数学 百科 全 书 TV, 14 上 所 写 的 条 目 中 所 给 出 的 、 被 引用 得 最 多 的 文 
页 在 那里 人 们 还 可 以 找到 许多 有 趣 的 单条 的 注释 ,我 不 可 能 在 这 里 复述 . 


(32) 


D 


w 
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此 外 再 加 上 条 件 : Pr 
a t ay t sech (82) 
我 们 发 现 , 对 “标量 势 ”/ 有 : 
£ PF Pf Pf ën ðv ðw 
Ap = ga DEE SIE (33) 
对 “向 量 势 " (U,V,W) 有 中 : 
EE ðw _ ðu ðu Bo 
MWe a Nea er We "Sei Well 


就 是 说 找到 了 它们 的 微分 方程 , 根据 势 论 中 众所周知 的 方法 , 在 对 u, v, w 在 无 穷 远 
处 的 行为 以 及 对 它 所 特别 具有 的 奇 点 作 适 当 假设 的 条 件 下 , 可 以 通过 下 述 定 积分 求 
出 它 的 解 ; 


EE 


EE Sen DEIET (35) 


86 ”向 量 学 中 的 不 变量 理论 表述 


如 果 我 们 将 前 述 向 量 学 等 等 表述 为 正 交代 换 群 的 不 变量 理论 的 一 个 旁 系 (而 
不 是 特地 依赖 于 几何 的 直观 ), 那么 我 不 得 不 说 , 在 文献 中 这 种 表述 还 很 少 遇 到 . 
在 这 方面 我 只 知道 很 少儿 个 例外 , 我 来 讲 其 中 的 两 个 . 
其 中 第 一 个 与 一 篇 也 是 很 有 趣 的 论文 有 关 , 这 篇 论文 是 英国 的 物理 学 家 和 工程 
师 Rankine 在 1855/56 年 就 已 经 发 表 在 London Philosophical Transactions (伦敦 哲 
学 会 刊 ) 第 146 BET. 我 们 都 知道 , 在 弹性 体 中 的 各 点 有 无 穷 小 位 移 w ww 时 ， 
其 中 一 处 周围 的 变形 由 下 述 六 个 分 量 来 给 定 : 
ðu ðv ðw 1f/ðv ao 1fan ðu) 118u ðv 
Ser Sei Ser LO, s) DEIER Dë 
接着 Rankine 就 直接 用 Sylvester 在 那 时 新 建立 的 理论 来 处 理 这 个 张 量 , 完全 像 我 
们 今天 用 不 变量 理论 方法 来 处 理 一 样 . 
此 外 , 我 再 来 讲 一 个 Burkhardt 发 表 在 Math.Ann. (数学 年 刊 ) 第 43 卷 (1893) 
上 的 一 个 工作 mw . 在 此 前 不 久 Drude 在 他 的 光学 研究 中 提出 了 这 样 一 个 问题 : 
"1 这 里 原著 为 Vy, SERR. 一 PERE 
ml 这 里 各 式 中 原著 为 VU, VV 及 VW, 疑 有 误 . 一 中 译 者 注 


D On axes of elasticity and crystalline forms ( 论 弹性 体 的 轴 和 晶体 的 形状 )- 
外 论 自 变量 为 向 量 , 函数 本 身 仍 为 向 量 的 向 量 瑞 数 . 


B B 线性 不 变量 理论 的 意义 随 向 重 分 析 的 引入 而 导致 的 扩充 DI 


“ 设 已 给 任意 多 个 向 量 , 它们 是 一 个 点 或 多 个 点 的 位 置 的 函数 ; 要 求人 们 以 最 一 
般 的 方式 按照 其 坐标 来 确定 同样 是 这 些 函数 及 其 微 商 , 而 这 些 坐标 本 身 又 是 向 量 ” 
— Burkhardt 首先 把 问题 限制 在 这 些 所 给 的 向 量 的 分 量 是 有 理 整 函数 , 要 求 它 们 
分 别 对 z y, z 所 取 的 微 商 为 线性 ; 于 是 他 就 能 用 级 数 展开 的 方法 来 研究 这 个 问题 ， 
这 在 线性 不 变量 理论 中 就 经 常 是 这 样 .这 样 一 来 就 在 连续 介质 的 数学 物理 中 出 现 
的 微分 方程 的 结构 中 获得 了 一 个 更 好 的 认识 .因而 这 样 从 不 变量 理论 中 获取 知识 
的 确 是 很 有 用 的 . 

为 什么 这 一 类 的 出 版 物 这 样 少 呢 ? 为 什么 Rankine 的 冲击 , 它 一 般 来 说 是 由 他 
的 同胞 在 数学 - 物理 方面 的 工作 与 在 形式 代数 方面 的 工作 相 结合 的 产物 , 要 逐渐 训 
BR? 我 们 发 现 , 此 后 不 久 在 英国 就 出 现 了 两 个 学 派 的 尖锐 的 对 立 : 不 变量 理论 及 
其 射影 几何 的 诠释 在 物理 学 家 看 来 是 完全 多 余 的 东西 , 就 像 有 一 天 Edinburgh ( 爱 
TH) 的 物理 学 家 Tait 过 到 了 Cayley 问 道 : 一 个 这 样 出 色 的 人 把 他 的 精力 全 都 投 
到 那些 完全 无 用 的 问题 上 去 了 , EREKET? 

我 之 所 以 这 样 愿意 谈 到 这 个 令 人 遗憾 的 情况 , 就 是 因为 它们 在 今天 的 数学 中 并 
不 是 孤立 的 , 相似 的 情况 在 不 同 的 圈子 里 以 各 种 不 同 的 原因 经 常 一 再 出 现 . 

主要 的 根源 完全 在 于 范围 太 广 了 , 科学 发 展 越久 它 所 扩展 到 的 范围 就 越 大 . 个 
体 的 研究 者 再 也 没有 时 间 一 一 或 者 他 们 以 为 他 们 再 也 没有 时 间 一 一 去 获得 广博 
的 数学 教养 . 他 们 宁愿 一 次 又 一 次 地 从 自己 的 特殊 起 点 出 发 , 而 这 也 是 他 们 所 必须 
的 , 从 而 也 就 不 自觉 地 从 内 心 越 来 越 受到 学 校 传统 的 束缚 , 而 他 们 就 是 在 这 种 传统 
中 成 长 起 来 的 . 这 样 一 来 非常 遗憾 的 是 , 那 种 对 各 类 数学 研究 的 统一 性 的 感知 就 将 
RRR. 

在 向 量 分 析 的 情况 下 我 们 还 要 注意 一 点 , 这 就 是 , 在 所 研究 的 领域 , 这 样 来 说 
吧 , 已 经 被 Hamilton 和 GraBmann 的 符号 方法 捷足先登 了 . 有 谁 一 旦 习惯 了 某 种 
公式 形式 , 他 就 很 难于 决定 去 仔细 考虑 别 的 书写 方式 可 能 有 的 优点 , 甚至 于 去 促进 
推广 它们 . 随 着 进一步 的 发 展 , 仅 就 我 们 在 以 后 所 能 找 得 到 文献 而 言 , 就 太 能 说 明 
这 一 点 了 . 这 样 -- 来 就 导致 了 完全 不 必要 的 精力 浪费 ; 同一 样 的 思路 总 是 一 再 以 另 
一 种 方式 重新 构造 出 来 . 于 是 造成 了 一 种 混乱 , 就 好 像 一 条 河 , 它 本 来 是 可 以 承载 
巨大 的 航运 任务 的 , 结果 自己 不 断 地 乱 分 叉 . 

本 书 的 一 个 任务 就 是 对 在 这 里 提 到 的 这 个 弊端 作 斗争 


U 与 此 相关 我 们 在 这 里 要 提 到 荷兰 人 J. A. Schouten 的 一 本 著作 Grundlagen der Vektor- und 
Affinoranalysis (向 量 分 析 与 仿 射 量 分 析 基础 ), 1914. 在 其 中 作者 原则 上 与 Priangen 纲领 的 一 般 
观念 相 联系 , 同时 又 对 Hamilton 及 GraBmann 等 人 的 各 种 各 样 的 创造 性 发 展 分 别 指出 它们 的 特 
殊 地 位 . 它 本 身 是 很 详尽 的 ,这 是 我 们 所 期 待 的 , 而 且 作者 又 深入 细致 地 考察 了 高 阶 重 的 结合 , 远 
远 超出 了 我 们 在 此 所 涉及 的 理论 的 初步 , 这 更 是 值得 赞赏. 但 是 可 惜 的 是 , 他 在 叙述 上 不 是 从 早 
就 确立 了 的 线性 不 变量 理论 的 方法 出 发, 而 是 大 量 地 采用 了 新 近 引入 的 乘法 符号 , 其 数量 之 多 ， 
例如 , 连 我 自己 也 不 能 跟随 其 细节 . 
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§7 ”关于 在 Maxwell 的 Treatise (通论 ) 之 后 向 量 学 在 各 国 的 
发 展 


我 们 在 这 里 要 来 谈 的 发 展 , 其 特征 可 以 这 样 来 简短 地 表述 : 那 由 物理 学 家 的 理 
解 方式 与 GraBmann 的 理念 相 结 合 的 产物 , 看 起 来 时 而 好 像 是 受 一 方面 的 影响 更 
大 , 时 而 又 好 像 是 受 另 一 方面 的 影响 更 大 . 

在 这 里 我 们 首先 要 谈 一 谈 J. W. Gibbs 的 工作 , 而 且 在 本 书 此 前 尚未 谈 到 过 美 
国 数学 家 , 所 以 我 们 要 来 稍稍 详细 地 追 述 一 下 . 

美国 对 纯粹 数学 有 自己 独立 的 贡献 以 来 还 不 到 五 十 年 .第 一 个 开启 这 一 贡献 
的 是 天 文学 家 Benjamin Peirce 在 1870 年 做 出 的 , 这 一 年 他 向 华盛顿 国家 科学 院 提 
出 了 他 的 报告 “Linear Associative Algebra (线性 结合 代数 )", 在 这 份 报告 中 他 探讨 
了 多 重复 数 (mehrgliedriger komlexer Zahlen) 各 种 可 能 性 应 受到 的 限制 . 美国 天 文 
学 的 光辉 兴起 , 正如 由 Newcomb 和 Hil 的 名 字 所 宣示 的 , 也 要 归功 于 他 的 教学 活 
动 . 美国 在 一 个 很 长 的 年 代 里 仍然 是 一 个 数学 进口 国 , 不 论 是 那里 的 年 轻 的 数学 家 
为 了 跟 我 们 学 习 而 来 到 欧洲 , 还 是 把 我 们 这 里 的 个 别 的 数学 家 请 到 他 们 那里 去 . 特 
别 是 在 1876 — 1883 年 Sylvester 被 请 到 位 于 Baltimore 新 成 立 的 John Hopkins 大 
学 任教 , 影响 格外 大 . 此 外 他 还 在 那里 创办 了 第 一 份 美国 主流 数学 杂志 ,American 
Journal of Mathematics. 这 里 我 们 再 举 儿 个 数据 : 1891 年 纽约 数学 协会 成 立 , 它 不 
久 就 扩大 成 “American Mathematical Society (美国 数学 学 会 )”", 此 外 与 1893 年 的 
Chicago (芝加哥 ) 世界 博览 会 联结 在 一 起 的 还 有 一 届 数学 家 代表 大 会 "', 还 有 , D 
1900 年 以 后 就 有 了 自己 的 数学 学 会 的 “Transacvions (会 刊 )”. 我 们 从 这 些 所 述 的 内 
容 可 以 看 到 , 系统 地 掌握 欧洲 科学 , 结果 带 来 了 数学 上 的 独立 自主 性 不 断 深入 的 发 
展 , 促使 他 们 今天 的 美国 能 够 与 古老 的 文明 国家 并 驾 齐 驱 . 

但 是 我 们 上 面 所 提 到 的 只 不 过 是 对 外 显得 比较 突出 的 几 个 决定 性 的 时 机 . 我 们 
现在 要 来 特别 谈 的 J. W. Gibbs 这 个 人 , 他 几乎 是 在 隐居 的 条 件 下 默默 地 成 长 起 来 
的 . 他 曾 于 1866 一 1869 年 间 在 欧洲 学 习 , 特别 是 在 1868 一 1869 年 间 在 Heidelberg 
(海德 堡 ) 师 从 Kirchhoff 和 Helmholtz. 除 此 之 外 , 他 的 一 生 (1839 一 1903) 都 是 在 
自己 的 故乡 Connecticut (康涅狄格 ) 州 度 过 的 . 到 1873 年 才 第 一 次 发 表 了 他 的 两 
篇 (关于 热 的 力学 理论 中 相 图 的 ) 论文 , 这 随后 就 导致 了 在 1876 年 及 1878 年 的 重 
要 的 论文 “On the Equilibrium of Heterogeneous Substances ( 论 多 相 物 质 的 平衡 )”， 
它 后 来 就 成 了 物理 化 学 的 主要 基础 . 在 向 量 分 析 方面 , 他 最 初 在 1881 年 及 1884 
年 为 他 (在 New-Haven 大 学 ) 的 学 生 编写 了 一 本 人 门 教材 , 后 来 (1901) 由 Wilson 

m 在 那 次 会 议 上 提交 的 论文 集中 所 包含 的 外 国人 , 特别 是 德国 人 的 名 字 还 是 占 多 数 . 我 那 次 所 
做 的 报告 以 “The Evanston Colloquium (Evanston 报告)” 的 标题 在 1894 年 发 表 了 . 见 F. Klein, 


全 集 , 第 2 卷 , 5 页 . 
1 见 本 书 第 一 卷 , 242 页 (中 译本 205 页 )- 
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加 以 扩充 作为 正式 的 教科 书 出 版 . 在 他 去 世 前 不 久 , Gibbs 还 发 表 了 他 在 统计 力学 
方面 的 著作 . Gibbs 写 的 所 有 的 东西 内 容 都 是 非常 成 熟 , 而 且 极 有 条 理 . 所 以 他 一 
开始 就 感受 到 被 Gragmann 的 延伸 学 的 严密 的 一 环 扣 一 环 的 逻辑 所 吸引 就 毫 不 奇 
T. 于 是 就 导致 他 与 四 元 数 专家 们 多 次 的 讨论 , 而 他 就 是 在 他 们 的 传统 中 成 长 起 
来 的 中 

Gibbs 对 向 量 分 析 的 表述 , 其 影响 所 及 远 远 超出 了 物理 的 范围 , 他 实际 上 把 那 
个 (有 四 项 的 ) 四 元 数 的 概念 抛 在 了 一 边 ,从 开始 就 是 与 (三 维 空间 的 ) 向 量 打 交 
道 . 因此 他 就 对 Hamilton 的 一 般 线性 向 量 函数 , 因而 也 就 是 我 们 的 一 般 双 线性 表 
达 式 》 anzim 给 予 特别 的 关注 一 个 这 样 的 双 线性 型 有 可 能 分 解 为 两 个 双 线 
性 型 之 积 : > bizi. 》 cem 于 是 Gibbs 把 它们 称 为 并 和 失 (Dyade). 在 他 看 来 , 首先 
先 建立 一 个 “并 矢 计算 术 ”, 再 把 一 般 的 双 线性 型 , 此 后 他 就 把 它们 称 之 为 “并 矢 式 
(Dyadic)”, 理解 为 各 种 并 矢 之 和 . 显然, 并 矢 对 应 于 这 样 一 种 双 线 性 型 , 它 的 矩阵 


an om om 


an an om 


as as om 


所 有 的 子 行列 式 都 为 零 . 我 不 能 再 往 下 多 讲 了 . 

在 英国 Heaviside 所 完成 的 工作 与 Gibbs 在 向 量 分 析 中 所 采取 的 形式 基本 上 一 
样 m .Heaviside 是 物理 学 家 中 第 一 个 以 将 Maxwell 电磁 理论 富有 成 果 地 应 用 于 许 
许多 多 的 具体 问题 而 闻名 于 世 ; 此 外 以 Maxwell 命名 的 电磁 场 的 微分 方程 , Maxwell 
本 人 只 是 用 文字 表述 了 , 第 一 次 用 显 式 的 形式 把 这 组 方程 写 出 来 的 也 是 他 . 出 自 电 
报 工 程 师 的 世家 , 后 来 又 以 自由 职业 者 的 身份 为 生 , Heaviside 绝 不 会 染 上 智力 苍白 
的 毛病 , 相反 , 只 要 他 认为 有 必要 , 他 就 会 带 着 幽默 回 到 健全 的 理智 上 来 . 所 以 这 样 
一 来 他 所 叙述 的 向 量 分 析 , 有 时 会 插入 一 些 唇 枪 舌 剑 的 辩论 , 读 起 来 非常 有 趣 , 在 
德国 已 找到 的 第 一 本 独立 讲述 向 量 学 的 著作 也 与 Heaviside 有 关 , 这 就 是 A. Föppl 
的 《 涡 旋 场 的 几何 学 (1897), 它 是 同一 作者 所 著 的 《 Maxwell 理论 导论 》(1894) 一 书 
中 所 讲 得 不 足 的 有 关内 容 的 详 述 . 稍 后 在 这 两 本 书 的 基础 上 就 证 生 了 由 Abraham 
增订 的 、 两 卷 本 的 《电学 理论 》 一 书 , 它们 至 今 仍然 是 这 一 领域 中 广 为 流 行 的 教科 
书 m . 与 此 同时 向 量 分 析 就 以 这 样 或 那样 的 形式 深入 到 了 几乎 所 有 的 数学 物理 或 力 
学 的 教科 书 中 . 此 外 还 出 来 了 大 量 专门 为 此 而 写 的 小 册子 ; 在 此 我 来 按 字母 的 顺序 


DI 详 见 The Scientific Papers of J. Willard Gibbs (J. W. Gibbs 科学 论文 集 ) 两 卷 集 ，London 


1906. 

121 特 别 见 Heaviside, eer rA (1894), 第 1 卷 , 132 - 305 页 : “Elements 
of vectorial algebra and analysis (向 量 的 代数 与 分 析 网 要 

o 本 书后 又 经 R Becker 多 次 增订 ， Häeren 十 版 译 出 , 上 海 , 中 华 书 
局 , 1949. 一 一 中 译 者 注 
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点 出 这 些 作者 : Gau8, Jahnke, Ignatowski, Valentiner"! . 最 近 新 出 版 的 , 由 Spielrein 
为 工程 技术 人 员 所 写 的 则 是 内 容 更 为 广泛 的 教科 书 . 

我 不 可 能 对 它们 作 细 致 的 讲述 了 , 这 不 是 我 的 任务 . 但 是 我 必须 强调 指出 , 在 
这 些 书 中 多 多 少 少 认为 , 向 量 学 是 某 种 与 传统 的 解析 几何 , 即 坐标 几何 , 相对 立 的 东 
西 , 应 该 独立 于 它 来 展开 论述 , 而 且 甚 至 可 看 成 是 坐标 几何 的 基础 . 因而 这 正好 是 
与 几何 的 不 变量 理论 的 处 理 相对 立 的 , 而 这 种 不 变量 处 理 的 方法 是 我 们 所 主张 的 ， 
这 里 坐标 的 采用 是 通过 以 代 换 群 为 媒介 与 可 移动 性 的 空间 观 相 联 系 的 ， 这 种 对 立 
的 做 法 是 在 英国 产生 的 , 在 那里 辩论 中 所 表述 的 “poor old Cartesian with his axes 
(可 怜 无 用 的 老 笛 卡 儿 和 他 的 那些 轴 )” 发 挥 了 持久 的 影响 中 

现在 我 们 还 得 来 谈 谈 意 大 利 的 数学 家 了 . 人 们 可 能 从 一 开始 就 以 为 , Gragmann 
的 教义 一 旦 被 人 们 所 承认 , 只 要 在 意大利 人 们 对 几何 的 演绎 和 逻辑 的 推理 这 二 者 的 
欣赏 和 趣味 非常 普及 , 那 它们 一 定 会 找到 知音 . 这 样 一 来 就 有 了 Peano 在 1888 年 
发 表 的 值得 注意 的 教科 书 :《 Calcolo geometrico secondo I’ Ausdehnungslehre di H. 
GraBmann, proceduto delle operazioni della logica deduttiva (通过 演绎 逻辑 的 运算 
进行 的 H. Gramann 的 延伸 学 第 二 版 中 的 几何 计算 ) 》. 

关于 “logica deduttiva (演绎 逻辑 )”, 由 于 我 们 日 常用 语 的 多 义 性 所 导致 的 不 确 
定性 可 以 通过 对 不 同 种 类 的 逻辑 关联 引进 相应 的 公式 符号 来 消除 , 这 一 点 我 们 将 在 
稍 后 的 一 节 中 讲述 .在 此 我 们 仅 指出 , Peano 在 他 的 书 中 只 限于 三 维 空间 , 而 且 
为 了 尽 可 能 迎合 物理 学 家 的 需要 , 他 采用 了 向 量 这 一 类 的 记号 ， 

于 是 在 意大利 从 Peano 学 派 就 走出 来 了 两 位 向 量 学 的 先驱 : Burali Forti (在 
Turin (都 灵 )) 和 Marcolongo (在 Neapel (那不勒斯 )). 我 们 要 感谢 他 们 给 我 们 带 来 
的 两 本 于 1909 年 出 版 的 教科 书 , 一 本 是 《 Elementi di calcolo vettoriale con numerose 
applicazioni alla geometria, alla mechanica è alla fisica matematica (向 量 计算 及 其 在 
几何 , 力学 , 以 及 数学 物理 等 方面 的 各 种 应 用 纲要 ) 》 另 一 本 是 《Omografie vettoriale 
( 即 我 们 的 仿 射 量 ) 》. 新 近 这 两 本 书 被 合 译 成 法 文 出 版 , 书 名 为 《 Analyse vectorielle 
générale (一 般 向 量 分 析 ) 》m . 
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“ 么 模 (unimodular)? 一 一 即 其 代 换行 列 式 Lol = 1 如 果 只 假设 有 


空间 中 的 张 量 和 并 矢 (1913) 有 较 强 的 专著 性 质 . 
Robert Ball 在 1887 年 一 次 关于 螺旋 理论 对 刚体 力学 的 意义 的 有 趣 的 谈话 中 
说 的 (British Association, Manchester). 值得 注意 的 是 , 这 些 先生 们 , 尽管 允许 坐标 原点 具有 优先 
的 地 位 , 可 却 对 使 用 轴 很 忌讳 

0 Klein 已 再 也 不 能 完成 这 一 节 了 . [H] 

4 这 期 间 又 出 版 了 : Marcolongo: Relativit (相对 论 ), 1923. 又 见 第 三 章 的 附注 1. (H.) 
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lsix| # 0, 那么 从 算术 的 理由 考虑 , 最 好 将 不 变量 的 概念 加 以 推广 ; 把 所 有 的 多 项 式 
J(z1,… ,zn) 看 成 是 不 变量 , 借助 (1) R, 它们 满足 条 件 : 


Je, el diir Tn) lsa (p> 0, p HER). 


因而 只 有 在 |si| = 1 才能 得 到 最 贴切 的 不 变量 定义 J(z) Atert, 对 共 变 变量 
(Kovarianten) 和 同步 不 变量 (Simultaninvariant) 也 照 此 处 理 . 如 果 将 (1), Le) 理解 
为 n 维 空间 中 点 的 笛 卡 儿 坐标 , 并 且 把 (1) 式 看 成 是 在 这 个 空间 中 的 点 变换 , 那么 
我 们 特别 有 , 一 个 n 维 多 面 体 的 体积 作为 它 的 顶点 坐标 的 函数 , 是 一 个 对 (1) 式 的 
同步 不 变量 ( 见 83); 在 变换 (1) 式 下 要 乘 以 Jsl, 因而 也 只 有 在 |six| = 1 时 才 保 持 
不 变 . 因此 人 们 也 把 么 模 代 换 称 之 为 “ 保 容积 (inhaltstreue)” 变换 ( 见 W. Blaschke, 
Vorlesungen über Differentialgeometrie (微分 几何 讲义 ) 1. Berlin 1923). 

2.5 页 . 这 一 做 法 绝 非 一 时 之 举 ; 而 是 一 种 将 n 次 型 与 线性 型 的 n KEEB 
的 方法 , 是 这 个 理论 的 最 重要 的 一 种 方法 ; 它 导致 了 符号 演算 (symbolischen Kalkül) 
( 见 前 引 Weitzenb5ck, 2 页 ). 所 以 编者 想 更 详细 地 解释 一 下 

设 5 为 由 (1) 式 诱导 出 的 ax 的 一 般 代 换 和 矩阵 : 


S z v) Ca 


SN1 … SNN 


工 为 当 人 们 将 (u) 按 逆 步 于 (z) 来 做 代 换 时 uu 的 代 换 矩阵 : 需要 证 明 的 是 5 = T. 

为 此 我 们 注意 到 , 这 个 wu 除了 按 T 代 换 外 , 也 一 定 能 按 5 来 代 换 ; 它们 就 
是 可 能 的 数组 ax 之 一 . 于 是 我 们 有 uu = T(wiuh) = Sid) 通过 相 减 我 们 就 得 
到 了 N 个 如 下 形式 的 方程 


0= (Sn, — Ta Juf + (Sta Dain) 
+(Su -Tau ++ (Sin Deh Ui 


如 果 不 是 S = T, 则 在 这 些 方程 中 必 有 一 个 , 其 中 不 是 所 有 uiuh 的 系数 均 为 零 ; 这 
实际 上 就 表示 在 这 些 ww 之 间 存在 一 个 线性 关系 , 因而 也 就 是 在 u, 本 身 之 间 存在 
一 个 二 次 方程 , 这 就 与 ui 是 独立 变量 相 矛 盾 . 

3. 7 页 : 因而 如 六 个 数 pi2,… ,pas 满足 方程 P = 0, 则 必 有 这 样 的 八 个 数 
ënn ya 使 得 有 pa = zi 加 — za, 等 等 . 证 明 见 附注 5. 

4. 10 页 : 这 是 一 个 既 在 不 变量 理论 中 , 又 特别 是 在 几何 中 非常 有 用 的 方法 . 由 
量 从 的 分 量 所 经 过 代 换 的 线性 和 齐 次 性 可 以 推 得 : 
MREP 5,T 的 下 标 均 写成 的 形式 , SAR, SEE — 中 译 者 注 


DL B-E E 


a) 如 果 一 量 从 的 (所 有 ) 分 量 在 任 某 一 坐标 系 中 为 零 , 则 它 恒 等 于 零 ( 即 它 的 
全 部 分 量 在 每 一 坐标 系 中 均 为 零 ). 

b) 如 果 按 照 矩阵 相 加 的 法 则 将 同步 量 从 相 加 , 则 其 和 是 与 相 加 项 同步 的 量 丛 ， 
因此 人 们 “许可”" Bim, 类 似 地 也 “许可 "将 量 丛 与 常数 或 不 变量 相 乘 . 

由 a) 和 b) 得 出 : 如 在 某 一 特定 坐标 系 So 中 两 同步 量 从 的 分 量 相同 , 则 在 任 
一 坐标 系 中 均 如 此 ; 这 样 一 来 , 如 果 有 两 个 量 从 在 So 中 的 分 量 之 差 为 零 , 则 这 个 差 
就 便 等 于 零 . 这 两 个 量 从 就 相等 . 

因此 正如 在 正文 所 述 , 为 了 建立 量 从 之 间 的 方程 , 总 是 要 找 这 样 一 种 坐标 系 做 
基础 , 使 得 量 从 在 其 中 的 分 量 有 最 简单 的 值 . 

5. 10 页 : 在 附注 3 中 所 表述 的 结论 的 证 明 如 下 : 

如 果 pa 不 全 为 零 , 则 它 就 画 出 一 条 直线 : 数 z1,… zay ,ya 应 为 这 条 直 
线 上 的 两 个 点 的 齐 次 坐标 . 这 两 个 点 还 应 该 是 这 条 直线 上 的 不 同 的 点 ; 我 们 可 以 将 
它们 适当 地 选 在 两 个 坐标 平面 上 .于 是 令 za = 0, = 0, 那么 我 们 得 满足 下 述 方 
Lä 


Pi4 = Tiys, P34 = Taya — Tays- 


取 ma d 0 (和 否则 我 们 就 可 以 挑选 另 一 组 坐标 平面 ) 令 zl = 1, 这 时 那 五 个 尚未 定 
的 yaya yazo, za 最 终 就 可 以 由 上 述 头 五 个 方程 唯一 地 来 决定 ， 最 后 一 个 方程 由 
于 P=0 自行 满足 . 

如 果 所 有 的 pu 都 等 于 零 , 则 要 求 pu = zigx — zky 显然 就 可 以 用 任意 的 ri， 
再 配 上 一 个 任意 的 v, 并 令 yi = vr 来 满足 . 

6. 15 页 : 如 果 能 证 明 表达 式 D Dr, 为 不 变量 , 则 由 附注 4 所 并 述 的 原理 
就 可 以 导出 n = 4 时 的 一 般 定理 ; 这 一 点 借助 于 行列 式 乘法 定理 很 容易 验证 . 

7.15 页 : 这 里 “基础 " 一 即 限制 在 保持 这 些 f 不 变 的 代 换 之 下 . 

8. 20 Ti: “连续 性 思想 * — “Hesse-Klein 转换 原理 (Ubertragungsprinzip)” 就 
是 以 此 为 基础 的 . 把 一 形式 的 系数 以 及 一 量 从 的 分 量 理解 为 一 新 的 空间 ,“ 形 式 的 
空间 " 中 的 坐标 . 那么 原始 空间 中 的 每 一 个 点 变换 就 对 应 有 这 个 形式 的 空间 中 的 一 
个 点 变换 . 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 几何 图 像 的 “诱导 代 换 ". 采用 这 个 方法 做 出 了 富 
有 成 果 的 研究 工作 的 有 , 例如 , P. J. Myrberg 的 论文 : 多 个 变量 的 自 守 函数 的 研究 ， 
Acta math. 46, 215-336 页 ,1925. 

9. 22 页 : 对 称 量 从 与 反对 称 量 从 的 区 分 有 基本 的 意义 . 它 表明 , 一 般 类 型 的 线 
性 量 是 可 加 的 , 甚至 在 一 般 情况 下 可 以 由 对 称 的 、 反 对 称 的 等 量 从 组 合 而 成 , 它们 
由 某 种 一 般 性 的 排列 规则 来 标志 ; 所 有 这 些 规则 都 是 真正 的 量 丛 性 质 , 与 坐标 系 无 
关 . 见 : B. v. d. Waerden: 不 变量 理论 的 恒等式 . Math. Ann. (数学 年 刊 ) 95, 1926. 
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10. 26 页 : Klein 对 几何 的 表述 及 计算 始终 保持 着 活跃 的 兴趣 , 而 且 多 次 在 他 的 
文章 和 讲义 中 以 一 种 辩论 的 口气 来 谈论 射影 几何 的 价值 , 谈论 Erlangen 纲领 , 谈论 
向 量 的 书写 方式 以 及 类 似 的 东西 . 

编者 以 为 , 可 以 将 本 书 中 有 关 这 方面 的 大 部 分 内 容 加 以 压缩 , 因为 相对 论 与 微 
分 几何 的 形式 发 展 已 超出 了 Klein 所 预见 的 状态 

删 去 了 这 一 部 分 文稿 的 最 后 一 节 :“§8 统一 向 量 记号 的 现代 研究 ” §1, 82 大 大 
缩短 了 . 83 原来 是 跟随 在 86 之 后 的 . 这 种 安排 完全 只 是 在 讲学 的 自由 形式 范围 之 
内 , 本 书 就 是 从 这 些 讲演 中 成 长 出 来 的 . 

11. 33 页 : 关于 34, 85. 自从 有 了 广义 相对 论 的 渗透 ,用语 已 经 发 生 了 变化 , 因 
为 通过 它 Ricci 算法 已 经 受到 了 比 先前 更 为 强烈 的 关注 ; 向 量 , 张 量 等 等 这 样 一 些 
概念 已 不 再 仅 限于 正 交 群 而 是 通过 Ricci 算法 进入 了 一 般 点 变换 的 微分 几何 学 . 
像 在 $4, 85 中 那 种 对 不 变量 , 向 量 和 张 量 的 计算 方法 从 Ricci 算法 看 来 也 简单 得 多 . 
参见 第 三 章 注释 1. 

12. 36 页 : 推导 : Aix 对 ziyk 一 yzk = Pik 是 递 步 的 . 因为 根据 15 页 公式 (13°) 
屏风 是 不 变量 , pik 的 代 换 是 正 交 的 . 因此 按照 34 页 的 推理 方式 An 对 pu 也 是 
同步 的 , > 入 和 A 实际 上 是 不 变量 , 并 且 和 vx 的 代 换 是 正 交 的 . 
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我 们 开始 要 来 谈 应 用 了 , 这 些 应 用 是 上 一 章 简单 介绍 过 的 理论 新 近 在 力学 与 数 
学 物理 中 所 开发 出 来 的 . 在 此 我 们 要 对 物理 学 家 的 流行 用 语 做 出 让 步 , 也 就 是 始终 
不 再 讲 相对 于 一 给 定 的 线性 的 (后 来 还 有 非 线性 的 ) 代 换 群 的 不 变量 理论 , 而 是 讲 
一 个 群 的 相对 论 . 事实 上 ， 当 我 们 追究 事物 的 根本 时 ,“ 相 对 论 ” 这 个 词 总 是 理解 为 
相对 于 一 个 给 定 的 群 来 讲 的 , 而 只 是 由 于 我 们 语言 的 不 够 准确 , 从 而 有 时 连 有 些 著 
名 的 作者 也 会 这 样 来 理解 , 以 为 它 只 不 过 是 把 运动 理解 某 种 “相对 的 东西 ". 

在 我 们 转向 本 章 的 主角 , Lorentz 群 的 相对 论 之 前 , 我 们 必须 晓得 , 从 力学 ( 特 
别 是 天 体力 学 , 人 们 已 经 把 它 看 成 是 一 切 数学 物理 的 起 点 ) 的 一 开始 , 即 从 Galilei 
和 Newton 竟 定 它们 的 基础 开始 , Lorentz 群 的 退化 形式 是 怎样 以 适当 的 方式 表现 
出 来 的 . 自然 人 们 原来 并 不 知道 这 一 点 . 现在 我 们 在 事后 以 适合 于 我 们 所 熟悉 的 群 
论 观点 来 处 理 天 体力 学 中 的 某 些 主要 定理 , 那 将 是 很 吸引 人 的 事 


A 经 典 天 体力 学 与 Galilei-Newton 群 的 相对 论 


81 M n 体 问 题 的 微分 方程 看 群 的 定义 和 意义 


在 此 我 们 不 打算 从 讨论 惯性 定律 ( 它 是 Galilei 大 约 在 1602 年 建立 的 ) 来 开讲 ， 
也 不 打算 从 讨论 Newton 的 万 有 引力 (《 Philosophiae naturalis principia mathematica 
(自然 哲学 的 数学 原理 ) 》，1687) 来 开讲 , 而 是 直接 就 从 中 间 插 进来 讲 . n 体 问题 的 
微分 方程 , 正如 入 们 在 所 有 的 教科 书 中 所 找到 的 , 它们 是 : 
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这 里 2 是 所 谓 引力 常数 : 
n? = 6 675 - 10-s[cm2 er" - sec™?]. 


我 们 马上 来 着 手 探讨 这 些 方程 如 下 的 问题 : 它们 在 变量 z, y, z, t 的 怎样 的 线性 代 换 
下 保持 不 变 . 

对 物理 学 家 来 说 , 也 许 最 自然 的 是 从 所 谓 量 纲 的 考察 来 开始 ， 方 程 I 在 下 述 
“相似 变换 (Ahnlichkeitstransformation)” 


si Ain WA dAn frt OM 


下 保持 不 变 , 而 且 人 人 都 知道 , 这 在 所 谓 Kepler 第 三 定律 (“行星 运行 周期 的 平方 
正比 于 轨道 长 半 轴 的 立方 ") 上 是 如 何 得 到 明示 的 . 可 是 它 也 表明 , 就 是 这 个 设 定 变 
换 (1) 式 无 法 再 做 进一步 的 推广 , 而 只 要 它 还 显得 是 这 样 , 我 们 在 以 后 就 可 以 把 它 
放 在 一 边 不 管 . 

但 是 显然 还 有 一 些 变换 能 使 我 们 的 方程 保持 不 变 , 它们 是 : 

a) 坐标 系 (z,y,z) 的 一 个 任意 的 平移 : 


Wnth, Vrätën 4 = z4 +E (2) 


b) “围绕 坐标 原点 的 转动 或 还 有 它们 在 “保持 原点 不 动 时 的 翻转 ”, 也 就 是 其 
行列 式 为 +1 或 -1 时 的 正 交代 换 : 


E 


aTi + Dä + Nzi, 
其 = O27i + Bayi + Važi, (3) 
zl = asz; + Bayi + Tazt. 


c) 但 是 除 此 之 外 还 有 含 t 的 代 换 , 即 下 述 平常 的 操作 : 


t=itt+é (4) 


和 下 述 代 换 : 
T=Titet riet z= zi + Est, (5) 


m 这 里 原文 为 = X3t, EAR, SEE. 一 一 中 译 者 注 
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这 个 代 换 意味 着 坐标 系 (z,y, z) 随时 间 匀 速 地 向 前 作 平行 移动 (而 在 变化 (2) R, 
(3) 式 中 时 间 根 本 不 参与 进去 ; 要 想 用 简短 的 话 把 这 里 的 原则 性 的 差异 讲 清楚 , 我 
们 的 语言 又 显得 笨拙 无 力 了 )- 

这 里 公式 (2) 和 (3)( 它 们 每 一 个 都 含有 三 个 独立 参数 ) 合 在 一 起 就 给 出 了 那个 
Ge, 近来 人 们 称 它 为 Buklid ( 欧 几 里 得 ) 群 , 也 就 是 (z,y,z) 坐标 系 的 所 有 全 等 变换 
的 总 体 . 通过 对 (4) RA (5) 式 进 行 运算 , 就 可 以 把 它们 扩大 成 一 个 G1o, 而 这 个 
Gio 人 们 就 称 其 为 Galilei-Newton 群 . 具体 的 做 法 就 是 , WIE FRERE 


om äm 
om E n 
as bs Ys 


是 一 个 正 交 和 矩阵 , 那么 它们 就 可 以 通过 下 述 方程 组 给 出 : 


x4 = aiti + Biyi + Nzi + et + Gi 
map + Bayi + mae + Eat + 2 
24 = asti + fayi + Ma + Eat + Es 
DEES ETH 


但 是 对 这 一 有 十 个 参数 的 群 的 内 在 意义 , 我 们 立即 想 用 语言 来 表达 一 下 , 这 就 
是 , 从 经 典 天 体力 学 (方程 I 是 它 的 最 纯粹 的 表达 ) 只 能 获得 太阳 系 的 这 样 一 些 性 
质 , 它们 相对 于 这 个 群 是 不 变 的 . 这 一 点 , 仅 就 Euklid 群 而 言 , 几乎 从 来 就 不 感觉 
是 什么 特别 的 认识 . 而 代 换 (4) RA (5) 式 则 总 是 有 许多 有 趣 的 东西 . 比如 我 们 可 
以 改变 上 的 符号 , 人 们 称 此 为 运动 的 “可 逆 性 (Reversibilitit)": 我 可 以 将 过 去 与 未 
来 互 换 ; 设想 在 某 一 瞬时 将 所 有 的 速度 反 转 过 来 , 则 物体 就 会 严格 地 沿 着 与 原来 的 
运动 完全 相反 地 运动 . 人 们 已 经 多 次 把 下 面 那 句 话 与 代 换 (5) 式 联系 起 来 : “太阳系 
的 重心 以 一 个 未 知 的 速度 向 着 未 知 的 方向 做 匀速 运动 ` 谈 起 匀速 移动 , 正 是 由 于 
代 换 (5) 式 , 我 们 说 不 出 有 任何 绝对 的 运动 来 . 

匀速 转动 则 完全 是 另外 一 回 事 . 像 下 面 那样 的 正 交 变换 : 


ai =zrcosý+ysiný, y'= -rsin + ycosý, 


其 中 与 + 成 正比 , 恰好 不 出 现在 我 们 的 群 中 . 

我 还 要 顺便 谈 一 下 另 一 点 . 人 们 把 遵从 工 式 的 引力 作用 , 对 比 于 通过 空间 媒体 
传递 的 近 ( 媒 递 ) 作用 (Nahwirkung), 称 之 为 “ 远 (WE) 作用 (Fernwirkung)” 这 
实际 上 意味 着 把 它 的 外 在 的 表现 形式 看 得 过 重 了 . 譬如 我 把 I 式 改写 成 (在 此 我 尽 
可 能 写 得 简短 些 ): 

ms = 一 站， 等 等 
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这 样 一 来 此 处 出 现 的 势能 " 


mm; 
Se Sg (6) 


中 的 每 一 项 都 可 以 解释 为 一 偏 微 分 方程 A = 0 的 “基本 解 (Grundlisung)”. 在 我 
们 把 偏 微分 方程 拉 出 来 的 同时 , 就 到 了 近 作用 理论 的 领域 . 这 不 是 在 逻辑 基础 上 有 
什么 变化 , 而 是 在 心理 上 相伴 的 观念 发 生 了 改变 . 这 对 某 些 目的 , 例如 , 对 实验 工作 
者 或 制造 技术 人 员 , 非常 有 必要 , 但 在 抽象 数学 的 意义 上 来 讲 , 什么 也 没 变 . 

对 于 方程 组 I 来 说 真正 重要 的 , 我 们 认为 , FRE, 在 它们 里 面 时 间 t 不 明 
显 地 出 现 , 它们 所 反映 出 来 的 引力 是 一 种 “瞬时 作用 (Instantwirkung)”, 它 只 与 系 
统 地 瞬时 位 形 有 关 , 看 来 不 是 “推迟 作用 (retardierte Wirkung)”. 这 是 一 个 矛盾 , X 
于 它 下 面 我 们 还 会 反复 谈 到 . 

变量 t 从 Galilei-Newton 群 U 中 已 经 可 以 看 出 , 扮演 了 一 个 特殊 的 角色 . 为 
了 直观 起 见 , 我 们 把 z,y,z,t 解释 成 是 一 个 四 度 延 伸 的 空间 中 的 一 个 点 ; 在 这 个 空 
间 里 那 无 穷 多 个 t = const 的 单一 三 维 空间 族 “一 层 养 一 层 地 堆 装 在 一 起 ”. 今后 
我 们 将 不 再 把 我 们 的 群 中 的 代 换 理解 为 空间 坐标 系 的 变换 ， 而 是 把 它们 看 成 是 在 
坐标 系 保持 不 变 的 情况 下 空间 自身 的 变换 . 因此 任意 一 点 z, y, z, t 无 疑 都 有 可 能 转 
变 到 任 一 其 他 的 点 zy’, z, t, 但 是 t = const， 这 个 流 形 在 此 变换 下 只 变 到 自身 ， 
就 好 像 一 本 书 的 一 页 没有 改变 页 码 (必要 时 也 可 以 反 转 ) 时 那样 . 这 个 群 是 传递 的 
(transitiv), 但 它 不 是 本 原 的 (primitiv)， 这样 一 来 我 们 这 个 空间 就 有 了 一 个 特殊 的 
性 质 . 在 所 有 的 变换 下 (t ta)? 保持 不 变 . 如 果 在 特殊 情况 下 一 开始 就 等 于 零 它 
就 保持 为 零 : 两 个 点 之 间 的 同时 性 的 概念 相对 于 这 个 群 有 某 种 绝对 性 . 

不 难 理解, 这 里 谈 的 这 些 简单 的 情况 , 只 是 为 了 讲 对 此 有 偏离 关系 的 Lorentz 
群 做 准备 . 此 外 , Galilei-Newton 群 中 的 变量 t 拥有 特殊 的 地 位 , 这 一 点 对 力学 的 历 
史 发 展 肯定 起 了 阻碍 的 作用 . 尽管 Lagrange 已 经 把 力学 当成 一 个 四 维 的 几何 , 但 
是 直到 新 近 人 们 才 应 用 了 这 个 观点 . 所 有 老 一 代 的 作者 眼睛 里 只 有 Euklid 群 , 而 
对 于 变换 (4) 式 和 (5) 式 , 尽管 他 们 也 知道 它们 , 则 认为 它们 跟 他 们 没有 什么 关系 . 
因此 在 写 我 的 Erlangen 纲领 的 时 候 , 它们 也 从 我 的 眼皮 底下 汐 走 了 .我 还 清楚 地 
记得 , 我 当时 并 不 是 没有 看 到 Lagrange 的 指示 , 但 是 我 未 能 把 它们 纳入 到 我 的 群 
原理 中 去 中 . 只 是 在 Lorentz 群 出 现 之 后 数学 家 才 得 出 了 对 Galilei-Newton 群 的 正 
确 评价 . 还 有 一 个 极其 值得 注意 的 事情 , 我 们 要 用 一 个 特别 的 例子 来 厘清 . 


站 这 里 原文 将 下 式 中 的 < 误 印 为 一 一 中 译 者 注 

1 我 还 清 清楚 楚 记得 , 从 前 我 总 是 忽视 那个 ( 它 本 身 完全 是 平凡 的 ) 代 换 ! = t+ 6&4, 于 是 对 我 
就 产生 这 样 的 印象 , 即 它 处 理 的 是 z,y,z,t 空间 中 的 一 个 不 可 传递 的 群 ! 因此 这 样 就 自然 建立 不 
了 一 个 真正 的 Ra 的 几何 . 
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82 ”关于 经 典 力学 n 体 问题 的 10 个 通 积分 


在 Jacobi 的 动力 学 讲义 中 (1842 一 1843 年 在 Königsberg 讲授 , 1866 年 由 
Clebsch 编辑 出 版 , 全 集 , 补遗 卷 , Berlin, 1884) — 我 在 这 里 援引 它 是 因为 它 是 大 
多 数 现代 表述 的 典范 , 一 一 一 个 接 一 个 地 推导 了 微分 方程 组 I 的 10 个 通 积分 , 第 
一 个 推导 的 就 是 质心 运动 守恒 这 个 几 通 积分 , 接 下 去 讲 的 是 活力 m 的 积分 , 最 后 讲 
的 是 面积 守恒 这 个 积分 . 

因此 我 们 首先 有 的 就 是 三 个 一 次 质心 运动 积分 ( 即 “ 冲 量 定律 "), 我 把 它们 写 
成 

Dm An, Am dn, P miä = A. (7) 
通过 对 上 式 直接 积分 就 可 导出 三 个 二 次 质心 运动 定律 : 
Das Anti Di, mis äi E Omz =Ast+Bs (8) 
接 下 来 就 是 能 量 守恒 定律 : 
T+U=h Dep zÄ Seid gi 以 及 5 = at ). (9) 
最 后 是 三 个 面积 定律 , 我 也 同样 把 它们 详细 写 出 来 : 


Dm - zti) = C, 
D militi EH Dm 
D milii- nti 


Jacobi 对 这 些 定律 的 推导 只 有 一 部 分 在 现代 的 观点 下 是 系统 化 的 , 这 就 是 指 方 
程 (7) 和 (10), 靠 它们 提取 出 了 无 穷 小 变换 , CIAT Euklid 群 . 通过 总 是 用 字 
母 5 来 表示 无 穷 小 的 增 量 及 无 穷 小 常量 , 则 我 首先 有 无 穷 小 平移 为: 


Zär, y= Öz = Aën, 


其 次 有 无 穷 小 转动 为 : 
y=2-6p | öz=z- x| őz en: v 
ôz = -y -ôp| öz = —zôx | öy = -zw 
这 些 坐 标的 无 穷 小 增 量 Jacobi 是 作为 虚 位 移 引 入 定律 的 , 并 且 正 好 由 此 获得 
了 方程 (7) 和 (10). 而 方程 (8) 和 (9) 自然 就 非常 简单 地 通过 例 行 的 积分 来 得 到 ， 


D 能 量 的 概念 最 初 被 称 为 活力 , 在 Klein 的 时 代 , 它 还 与 能 量 这 个 词 同时 被 人 们 所 采用 . 一 一 
中 译 者 注 
m 这 里 原 书 将 x? 误 印 为 k. 一 一 中 译 者 注 
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但 是 它们 就 是 看 成 与 方程 (7) 和 (10) 相 并 立 的 独立 的 事物 , 而 不 是 被 看 成 与 之 紧 
密 相连 的 东西 . 

与 之 对 立 的 是 , Lorentz 群 的 研究 带 来 了 原则 性 的 重大 进展 , 使 得 能 量 方程 (9) 
必然 与 第 一 质心 运动 定律 联系 到 一 起 了 , 而 第 二 质心 运动 定律 则 会 与 面积 定律 " 
联系 到 一 起 , 相应 的 无 穷 小 变换 就 是 Galilei-Newton 群 中 超出 Euklid 群 的 那 一 部 
分 . 而 且 更 有 甚 者 , 我 们 还 要 把 活力 积分 与 下 述 无 穷 小 变换 

EEN 
相关 联 , 而 与 第 二 质心 运动 定律 相关 联 的 却 是 下 面 三 个 无 穷 小 变换 : 
ör=t-ðe, ðy=t-ðen, dz=t.6ea. 


这 些 合乎 我 的 期 望 的 事 最 近 已 经 由 Engel 以 直接 的 方式 完成 了 ， 遗 憾 的 是 , 我 
不 可 能 在 这 里 复述 Engel 的 这 一 开创 性 的 工作 , 因为 这 样 就 会 离 题 太 远 , 必须 要 去 
谈 Lie 对 这 些 方程 组 的 积分 方法 ,而 这 又 必须 谈 到 某 些 变换 的 连续 群 。 在 当下 的 
讲述 中 我 们 必须 局 限于 : 1， 在 很 后 面 来 验证 , 当 我 们 把 Galilei- Newton 群 看 成 是 
Lorentz 群 的 极限 情形 时 , 就 会 得 出 这 里 所 讲 的 观点 , 2. 在 此 来 验证 , 根据 代 换 (5) 
式 实际 上 在 面积 定律 与 第 二 质心 运动 定律 之 间 就 会 有 一 个 关系 能 成 立 . 

至 于 目前 要 来 谈 的 活力 , 那么 Ignaz Schütz 在 一 篇 发 表 在 1897 年 的 Göttinger 
Nachrichten EH, GAW EMX ( 它 的 标题 是 : 能 量 绝对 守恒 原理 ) 中 , CARN 
述 了 我 们 这 里 所 讲 的 联系 . 在 下 述 公式 中 

BETEN =h 
将 zy, z 代 换 为 =+ eit, y+ Eat, z + eat, 并 要 求 新 的 和 

De EENEG 
对 任意 的 61,e2,es 也 同样 为 常量 , 则 三 个 一 次 质心 运动 定律 ( 冲 量 定律): 
Ke EH DEE 

就 会 自动 地 成 立 . 现在 我 们 用 同一 方法 于 面积 定律 : 

miluzi- zii) = Cu 等 等 
于 是 得 到 等 式 左边 的 补充 项 为 : 


es (Emin tT min) -22 (P miz - Emi) 
UI D Herglotz 的 报告 , Ann. d. Phys. (物理 年 刊 ) (4), 第 36 卷 , 1911, 512—513 页 ( 论 可 变形 物 


体 及 其 他 物体 的 力学 ) 
0I Gött. Nachr. ( 哥 廷 根 通报 ), 1916, H. ( 册 ) 2. 
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尽管 左边 有 了 补充 项 , 我 们 再 次 要 求 它 等 于 常量 (不 论 eicz,cs 如 何 选择 ). 这 就 给 
出 了 如 下 形式 的 方程 : 

P mizi =t) miti + B, 


而 且 如 果 在 此 还 将 》 mz 用 它们 在 第 一 质心 运动 定律 中 的 值 代 入 , 我 们 就 得 到 
了 二 次 质心 运动 定律 , 这 正 是 我 们 要 证 明 的 . 

这 个 进步 超出 了 Jacobi 的 表述 是 显然 的 ， 人 们 会 提出 这 样 的 挑战 : 是 不 是 
有 人 也 许 能 够 发 展 出 Galilei- Newton 群 的 一 个 系统 的 不 变量 理论 (相对 论 ), 就 像 
Burkhardt 的 工作 曾经 能 有 机 会 对 齐 次 正 交 群 所 做 过 的 说 明 那 样 (第 一 章 , B, 86). 
这 里 我 们 把 Study 以 及 Weitzenb5ck 的 工作 也 包括 在 内 外 . 自然 , 不 会 有 人 期 望 
能 由 此 对 n 体 问题 的 实际 处 理会 有 什么 改变 . 不 过 人 们 也 许 能 够 得 到 对 基本 假定 
的 内 在 适当 性 以 及 有 关 变 量 选择 的 了 解 ， 就 像 人 们 从 先前 罗 到 过 的 情形 中 所 感知 
到 的 
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像 在 上 面 A 篇 中 那样 我 们 仍然 不 去 作 通常 那样 的 广泛 讨论 而 是 把 一 最 简单 
的 微分 方程 放 到 首位 , 然后 再 来 追问 , 对 在 其 中 出 现 的 变量 作 怎 样 的 线性 代 换 才能 
使 这 些 方程 保持 不 变 . 总 的 来 说 , 我 们 的 讨论 一 一 包括 我 们 所 引用 的 一 些 历史 性 的 
评论 也 在 内 一 一 主要 是 数学 类 型 的 , 与 物理 的 关系 也 只 是 在 方向 和 兴趣 上 的 . 也 
许 这 样 形成 的 叙述 由 于 其 思路 的 统一 性 , 恰好 符合 物理 学 家 的 口味 


I 导 论 


§1 ”自由 以 太 的 Maxwell 方程 组 


关于 Maxwell 本 人 我 们 已 经 在 第 一 卷 的 第 5 章 中 详细 地 谈 过 了 , 并 且 在 那里 

还 特别 地 指出 了 , 自由 以 太 的 Maxwell 方程 组 一 一 它 将 是 我 们 这 新 的 一 章 全 部 铺 
令 的 起 点 和 基础 一 一 从 数学 的 观点 来 看 , 与 Mac Cullagh 在 1839 年 所 建立 的 方程 
组 是 一 致 的 , 这 是 他 为 他 所 虚构 的 光学 介质 , 在 取 其 为 各 向 同性 时 , 所 建立 的 一 组 
方程 . 我 们 在 此 写 下 这 组 方程 , 其 形式 是 Heaviside 和 Hertz 所 赋予 的 

站 这 里 原文 将 下 述 方程 印 为 : J mizi = t YO miz + B1. 一 中 译 者 注 

Study, E.: Geometrie der Dynamen (动力 学 的 几何 学 ) Leipzig 1903. 一 一 Weitzenböck, R.: 
Über Bewegungsinvarianten ( 论 运动 不 变量 ) Wiener Sitzungsberiichte (维也纳 会 议 文集 ) 1913 及 
以 后 . 


EL EECH 


Heaviside 采用 的 是 向 量 写法 . 两 个 向 量 场 , 它们 的 载体 是 以 太 , 分 别 是 : 电 ( 场 ) 
向 量 EW 和 磁 ( 场 ) 向 量 , 按照 Maxwell 的 记号 , 记 为 pr. 于 是 就 通过 下 述 方程 
组 相互 联系 : 

a) £ =curl H, b) a = —curl E, 
和 它们 在 一 起 , 与 它们 相 容 的 , 还 有 一 对 散 度 条 件 方程 
a) div E=0, b) div H =0. 

Hertz 采用 了 把 分 量 都 写 出 来 的 详尽 的 方式 , 考虑 到 要 进行 个 别 具 体 的 计算 ， 
我 们 在 此 接着 来 讲 一 下 . 他 为 此 采用 了 一 个 左手 坐标 系 . 令 X,Y,Z 为 电 ( 场 ) 向 量 ， 
LM.N 为 磁 ( 场 ) 向 量 . 于 是 我 们 就 有 了 两 列 方程 组 , 每 列 都 有 四 个 方程 : 


18X _8M ON 1ðL _ ƏY o 

ca~ dz y’ EEGEN 

18Y BN ot 18M _ ðZ A 

leg "SE u em Se az’ 

182 ot aM 18N _ ðX or 

äi ën Or’ Fy 

0=?X DF, 82 Re E p OM ER 

ZA Ser dz * y a 

但 是 每 一 列 中 四 个 方程 之 间 的 关系 写 出 来 就 是 : 

20.91.91. 1801 a) 


Or oy z côt 
在 工 和 开 中 我 们 可 以 看 到 , X,Y 2 和 L, M, N 出 现 于 其 中 是 相互 协调 地 配合 
着 的 ， 但 这 仅 限于 对 自由 以 太 的 方程 ， 因 此 我 们 不 会 广泛 地 采用 这 一 相互 协调 地 
配合 . 
我 们 还 要 在 这 里 写 下 几 个 简单 的 公式 , 它们 是 在 我 们 想 通过 对 I 和 II 的 微分 
来 消去 磁 ( 场 ) 向 量 或 电 ( 场 ) 向 量 时 得 出 的 ( 见 第 一 卷 , 244 页 ). 为 此 我 们 将 根 
据 Cauchy 的 建议 提出 一 个 在 下 面 将 经 常 出 现 的 算 子 
1 .02 
B+ + Bz A 
于 是 我 们 就 求 得 了 电 ( 场 ) 向 量 所 满足 的 方程 组 , 它们 在 传统 光学 中 是 众所周知 的 


DOX=0 OY=0, Dë Sz + a toT” (3) 


=0. (2) 


W Electrician (电工 ) 

m 我 不 怀疑, Maxwell 在 选择 这 两 个 记号 时 是 想 与 希腊 字母 Epsilon (e, 其 大 写 为 EI 和 Etal, 
其 大 写 为 H) 相互 对 照 . 于 是 由 Eta 及 其 对 应 的 英文 字母 Etsch 就 变 成 了 我 们 的 物理 学 家 的 德 广 
FHS 
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自然 对 磁 ( 场 ) 向 量 同样 有 : 
Dn OM=0, ON=0; D, DN. EN o, (4) 


到 
但 是 要 拿 我 们 考察 至 今 所 遵循 的 思路 来 间 : 


是 不 是 有 I,y,z,t 的 以 及 X, 2 GZ,M,N 的 这 样 的 线性 代 换 , 使 得 我 们 的 方 
程 组 在 这 种 代 换 下 保持 不 变 ? 


算 子 口 的 形式 给 了 我 们 第 一 个 启发 . 根据 我 们 的 不 变量 理论 的 直觉 , 口 是 下 
述 微分 表达 式 的 伴随 形式 " : 


dei = dz? + dy? + dz? 一 cdt2. (5) 


因此 当 我 们 令 de, dy, dz, dt 经 过 一 个 任意 的 , 但 是 能 将 方程 ds? = 0 变 到 自身 的 齐 
次 线性 变换 时 , 每 一 单个 方程 O = 0 都 会 保持 不 变 . 在 此 我 们 也 (和 先前 在 Galileo- 
Newton 群 时 一 样 ) 忽略 相似 变换 , 而 只 限于 dz, dy, dz, dt 的 那样 一 些 齐 次 线性 代 
换 , 它们 保持 ds? (因而 也 就 保持 口 ) 自身 不 变 . 这 是 一 个 有 六 个 参数 的 群 ， 当 我 们 
作 z,y,z,t 的 相应 的 线性 代 换 时 (这 时 要 附加 四 个 常量 ), 就 会 得 出 一 个 有 10 个 参 
数 的 群 . 这 就 是 Lorentz 群 , 我 们 就 这 样 在 此 与 它 第 一 次 相遇 了 . 

但 是 还 有 问题 , 这 就 是 , 当 我 们 令 z,y, z,t 经 过 一 个 Lorentz PARRI, X, Y, 
Z, L, M,N 该 如 何 改变 的 问题 . 如 果 我 们 只 和 下 面 这 些 方程 打交道 : 

OX=0, OY=0,..., ON=0, 


那么 我 们 还 可 以 令 X,Y, Z, L, M,N 经 过 它们 这 方面 的 一 个 任意 的 线性 代 换 , 从 而 
还 会 有 36 个 参数 进入 我 们 的 视线 . 但 是 我 们 还 成 立 有 散 度 条 件 ; 

ðX ƏY ， 82 un OL, 8M AN 

Sté tech 以 及 二 
最 后 还 有 Maxwell 方程 组 1 和 II 本 身 ， 其 结果 将 是 , X, Y, Z, L, M, N 这 几 个 
量 一 一 在 忽略 相似 变换 , 再 次 把 它 搁置 在 一 边 之 后 对 应 于 z,y,z,t 的 每 一 
Lorentz 代 换 , 必须 经 过 它们 自己 这 方面 的 一 个 完全 确定 的 线性 变换 . 如 果 有 人 想 
通过 直接 计算 Maxwell 方程 组 来 证 明 这 一 点 , 则 首先 就 会 磁 到 错综复杂 的 计算 . 但 
是 在 下 一 节 的 研究 中 我 们 将 一 举 就 达到 目的 , 办 法 就 是 , 我 们 将 随同 Minkowski 一 
道 回 到 Maxwell 方程 组 的 一 个 隐藏 的 对 称 性 上 来 . 


0, 


§2 正 交 形 式 下 的 Lorentz S 
我 们 在 此 一 开始 必须 用 到 的 技巧 就 在 于 引进 一 个 新 的 变量 
ict =! (6) 
mas 
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来 代 蔡 时 间 * 然后 , 为 了 使 微分 方程 中 不 出 现 虚数 , 还 要 令 
iX=U, iY=V, iZ=W. (7) 
于 是 微分 表达 式 ds? 以 及 算 子 O 就 取 如 下 的 简单 形式 : 
ds? = dz? + dy? + dz? + dl?, 
EERE E, E, © 


只 要 Lorentz 群 是 作用 于 微分 dr, dy,dz,dl 上 ,那么 它 就 简化 为 这 些微 分 的 正 交 
变换 . 


但 是 这 时 Maxwell 方程 组 和 II 写 出 来 各 项 的 排列 一 目 了 然 , 如 下 : 


ôN ƏM ,OU op ƏV at 
DË 


Sei M, N 和 U,V, W 是 完全 平等 地 出 现在 其 中 了 . 同时 I I 中 的 四 个 方程 
之 间 的 相互 关系 获得 了 完全 对 称 的 形态 : 

A1. 91, 901, A0). 

e Ta Ta "A (9) 


但 是 在 了 和 IF 中 毗邻 着 的 各 项 安排 得 好 像 是 一 个 反对 称 矩 阵 中 的 各 项 . 
可 是 如 果 我 们 用 下 标 来 区 分 变量 , 那 一 切 就 会 变 得 更 加 清楚 . 我 们 把 zy, z, 


写成 rt 22, 23, 24 


ZY, Zl ~ £1, 12,13, T4 (10) 
并 交替 地 用 
Au, Ma Aan, Aen Aan, A12 
(11) 
及 we, Je, ma na ee An 
来 表示 


U, V, W, L, M, N. 
为 了 提高 我 们 所 希望 的 公式 的 灵活 性 , 还 进一步 规定 : 


A = — Akis pik än Aii = pii = 0. 
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于 是 我 们 的 公式 用 和 x 写 出 来 就 是 : 
BM2  DMa , Aa 


"si Ze + Bza’ Drees "ëss + Ora’ 
A EI ÔA: ð; 
Ut Be t+ Bs 0= a t oa tY De 
o Zar, Ze, e, e Ze, e, e, 


而 用 nx 写 出 来 就 正好 相反 , 为 : 


Öp _ Oe + on 


o. .4 De, Bra , Bms , ma 


0=-+ 


Ze + Ze + Dza’ B72 1 Ze + Ze 
_ Are ma _ en _ Opa . Bt _ Bpa 
| ën" + Oza ` Ze" me = Sa Ze + Br’ 
_ Aen ， äng. , ma _ ps usa, Om 
ðr, + Oza Ze, Ze ` Zen Oza’ 
= Au , äus , äus = pa | fro Ops | 
O= Ge t ëss Të Pn (B+ ës" ës" 


这 两 种 书写 方式 各 有 各 的 优点 . 但 是 对 于 下 面 即将 讨论 的 内 容 来 说 , 我 们 最 好 还 是 
挑选 w am, 我 们 最 后 可 以 把 它们 写成 如 下 的 形式 : 
9 H g 
Cu Sr 对 i=1234 a2) 
我 们 的 那个 定理 说 的 是 什么 , 现在 可 以 这 样 来 讲 了 : 如 果 在 dz 的 正 交 变换 下 A 
和 pwn 像 一 个 相应 的 六 分 量 张 量 的 分 量 那 样 代 换 , 也 就 是 说 像 两 个 设想 的 同步 微分 
数组 dz 和 5z 构成 的 子 行列 式 


dribzk — dën 


那样 代 换 , 则 上 述 方程 组 中 每 一 四 个 方程 的 一 组 保持 不 变 . 
证 明 实际 上 是 以 我 们 先前 所 发 展 的 不 变量 理论 为 基础 的 . 如 An 以 及 uk 均 为 
一 六 分 量 张 量 的 坐标 , uk 为 一 四 维 向 量 的 坐标 , 则 下 述 和 


Lude 以 及 > ui XH i= 1,2,3,4 
本 身 也 是 四 维 向 量 的 坐标 . 如 果 在 此 我 们 选 w 为 算 子 符号 有， 那么 就 立即 得 到 


了 方程 (12) 的 左 侧 . 方程 (12) 是 说 , 这 两 个 由 六 分 量 张 量 es TAR Ae 导出 的 四 
维 向 量 恒 等 于 零 ( 即 其 所 有 分 量 全 为 零 ) 而 这 肯定 表明 它们 在 四 维 向 量 坐标 的 正 
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交代 换 下 是 不 变 的 . 这 是 因为 代 换 对 四 维 向 量 的 坐标 还 是 齐 次 的 , 因而 如 果 在 代 换 
前 所 有 的 坐标 均 为 零 , 那么 在 变换 后 也 会 如 此 . 

这 样 一 来 整个 问题 在 原则 上 就 解决 了 ; 在 下 节 中 还 要 处 理 的 就 只 是 , 将 所 得 的 
结果 转移 到 原始 的 变量 z,y, z,t 以 及 X,Y, 2,L,M,N FE". 


83 ”返回 到 z,y,z,t 


在 我 们 首先 把 z1,z2,z3,z4 再 次 写 为 eu, z,! 之 时 , Lorentz 群 的 代 换 就 将 成 为 
如 下 的 形式 , 其 中 la p y el 为 一 正 交 和 矩阵 : 


于 =oaz 十 记 y 十 位 z 十 6 十 Su 
y = a2 + Bay + z+ Eal + ca, 
z! = asz + Pay + 732+ Eal + So, 
V = asz + Pay + Yaz + eal + sa- 
现在 我 们 在 这 里 把 ! 与 i 换 为 ict 与 ict. 然后 再 要 求 这 样 写 出 来 的 群 , 为 了 与 物 
理 的 应 用 相 适 应 , 所 有 的 代 换 系数 必须 为 实数 , 所 以 我 们 认识 到 , 在 (13) 式 中 的 
enen, 以 及 as, Bi 必须 为 纯 虚 数 . 
此 外 我 们 还 要 按照 (11) 式 给 出 的 规则 将 Ax B U, V, W, L, M, N, 最 后 还 要 
再 将 U,V,W 换 成 iX,iY,iZ. 于 是 我 们 发 觉 X,Y, Z, L, M, N 可 取 成 与 下 述 矩 阵 
de dy dz dt 
Ze öy 5z | 


WEI 


的 两 行 两 列 的 子 行列 式 同步: 


X ~ c(dzôt — ôzdt), Y ~ c(dyôt— 6ydt), Z ~ cldz6t— 6zdt), 
L~ (dyôz — õydz), M ~ (dzőz — ózdz), N ~ (driy— ézdy), 


我 们 就 此 把 所 有 关于 原始 Maxwell FEH IA II 变换 到 自身 的 线性 变换 要 讲 的 都 
讲 到 了 . 
人 们 会 不 自觉 地 回想 起 那个 命题 , 那 是 Jacobi 有 一 次 (1832) 在 就 职 正教 授时 
所 做 的 答辩 中 讲 的 ( 见 第 一 卷 , 114 T ), 它 在 漫长 的 时 间 进 程 中 不 断 地 得 到 证 实 : 
Mathesis est scientia eorum, quae per se clara sunt (数学 是 一 门 自在 明晰 的 科学 ). 
当 人 们 事后 来 考察 其 结果 时 , 的 确 就 是 这 样 . 不 过 历史 的 发 展 , 关于 它们 我 们 现在 
就 要 来 讲 , 却 偏爱 曲折 的 小 路 . 我 们 来 从 一 个 有 关 更 一 般 的 物理 内 容 的 报告 来 开讲 . 
O 更 准确 的 解释 自然 要 证 明 , 如 果 像 在 正文 中 那样 同时 处 置 和 x 以 及 pir, 则 Maxwell 方程 组 
中 的 两 组 四 方程 组 仅 对 dz 的 正 交 变换 保持 为 不 变 . — 此 外 将 和 与 uak 一 并 处 置 相当 于 我 
们 在 引进 Gra8mann 层 量 时 所 讨论 的 那些 pur, qu (第 一 章 , A, 52); 它们 在 此 显得 是 同步 的 ,这 也 


是 因为 他 们 在 正 交代 换 下 同步 与 北 步 的 区 别 消失 了 [ 见 第 一 章 附注 12(H.)]. 
pk, 91 页 . 一 一 中 译 者 注 


(14) 


E B Maxwell 电动 力学 和 Lorentz 群 的 相对 论 6l 


§4” 谈 电学 和 原子 的 概念 在 Maxwell 的 通论 发 表 (1873) 后 的 
发 展 


关于 Maxwell 和 他 的 通论 我 们 在 第 一 卷 的 第 5 章 详细 地 讲 过 了 

Maxwell 在 通论 中 从 头 到 尾 都 是 把 他 的 理论 建立 在 唯 象 的 观点 之 上 , 也 就 是 说 ， 
他 把 以 太 以 及 在 考察 中 出 现 的 物体 看 成 是 连续 体 , 在 其 中 有 一 组 针对 电磁 场 的 特征 
偏 微分 方程 成 立 , 而 且 在 不 同 介质 的 分 界面 上 还 要 满足 一 定 的 边界 条 件 . 在 这 一 表 
述 中 最 后 的 一 环 是 每 一 个 场 的 场 源 , 正好 也 表现 在 这 种 边界 条 件 上 . 

与 唯 象 的 观点 相对 立 的 从 来 ( 自 有 数学 物理 以 来 ) 就 是 那 深 入 的 , 但 在 数学 上 
很 复杂 的 原子 论 的 观点 . 按照 这 种 观点 , 物质 或 电 是 由 非常 小 的 , 分 立 的 粒子 所 组 
成 . 唯 象 物理 的 偏 微分 方程 所 描写 的 只 是 这 些 粒子 的 平均 行为 , 但 是 存在 大 量 这 样 
的 现象 , 对 这 类 现象 这 种 平均 值 不 足以 描绘 了 , 这 时 人 们 也 许 对 这 些 粒 子 要 逐个 地 
追踪 了 ， 

这 两 种 观点 在 19 世纪 的 发 展 过 程 中 , 有 时 是 这 个 , 有 时 又 是 另 一 个 , 处 于 发 展 
的 前 列 . 在 英国 的 数学 物理 中 , 从 Green 到 Maxwell 都 是 唯 象 的 描述 方法 处 于 统治 
地 位 . 但 是 毫 无 疑问 , Maxwell 从 内 心 来 讲 是 一 个 原子 论 者 . 还 在 他 写 通论 之 前 , 他 
就 以 各 种 方式 进行 研究 , 设想 了 一 个 精致 的 内 部 机 制 , 这 一 机 制 有 可 能 成 为 我 们 宏 
观 观察 到 的 电磁 现象 的 基础 . 我 还 记得 他 在 气体 理论 上 的 莫 基 性 的 研究 工作 . 尽管 
Maxwell 在 他 的 通论 中 无 一 例外 地 采用 唯 象 的 描述 方法 , 我 却 从 他 的 气体 理论 中 看 
到 了 他 自觉 地 离 去 . 

实际 上 Maxwell 在 电 的 原子 论 的 观点 上 没有 做 什么 事 , 他 不 可 能 提出 一 个 像 
Wilhelm Weber 从 前 提出 过 的 那样 一 个 理论 , 在 这 个 理论 中 他 令 极 小 的 带 正 电 荷 的 
粒子 与 带 负电 荷 的 粒子 瞬时 相互 作用 . 因为 Maxwell 的 基本 观点 还 是 这 样 的 , 这 就 
是 , 电磁 作用 的 传播 是 需要 时 间 的 . 因此 就 需要 一 个 传递 作用 的 媒介 :“ 以 太 ”. 

电学 的 进一步 的 发 展 成 所 谓 电子 论 , 它 不 是 在 唯 象 论 与 原子 论 之 间 的 对 立 进行 
裁决 , 而 是 在 它们 之 间 进 行 调和 , 这 一 点 现在 是 最 令 人 注目 的 事 了 . 人 们 一 方面 有 
电荷 的 原子 性 的 载体 , 即 带 负电 的 电子 和 带 正 电荷 的 原子 核 , 另 一 方面 则 是 在 自由 
空间 中 的 电磁 场 , 它 传播 电荷 的 物质 载体 之 间 的 相互 作用 . 

这 一 历史 我 们 只 能 在 这 里 大 略 地 描绘 一 下 . 

正如 我 们 在 第 一 卷 中 适当 的 地 方 提 到 过 (230 页 ), 除 此 之 外 Helmholtz 1882 
年 在 他 的 Faraday 演讲 中 对 此 就 强调 地 指出 过 , 电解 的 事实 迫使 我 们 接受 电 的 原 
子 性 组 成 的 观点 . 然后 对 Hittorf 在 1869 年 就 已 经 清楚 地 确立 了 的 阴极 射线 的 现 
象 (由 在 高 度 真空 中 的 放电 所 产生 ) 所 作 的 进一步 研究 也 指出 了 这 个 方向 . 这 样 一 
来 , 电子 论 的 数学 发 展 虽然 是 在 英国 起 步 , 但 是 它 的 真正 先驱 就 越 来 越 是 那个 荷兰 
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人 H. A. Lorentz, 他 的 名 字 将 永远 和 电子 论 的 发 展 联系 在 一 起 , 而 且 特别 是 对 于 我 
们 在 此 要 讲 的 发 展 史 来 说 更 是 处 于 首要 地 位 . 作为 特别 的 历史 文献 , 我 们 在 此 要 给 
出 Wiechert 在 1899 年 出 版 的 Gau8-Weber 纪念 专辑 (Teubner 出 版 社 ) 中 对 事态 
所 作 的 清楚 的 描述 ，( 这 里 要 特别 提 到 Wiechert, 因为 他 独立 于 Lorentz (在 他 之 后 
不 久 ) 提出 了 原创 的 电子 论 的 基本 概念 , 并 且 对 其 发 展 多 有 贡献 .) 作为 发 展 的 一 个 
侧面 , 也 是 作为 这 个 理论 在 Maxwell 的 祖国 进展 的 证 据 , 我 们 要 提出 Larmor 的 书 
《以 太 与 物质 》(Cambridge, 1900). 

总 的 来 讲 这 一 思想 , 就 我 所 知 , 此 后 就 越 来 越 向 前 发 展 , 以 致 认为 这 种 电荷 的 载 
体 也 是 构造 物质 的 最 终 的 砖 块 . 已 经 提 到 过 , 人 们 一 方面 有 带 正 电 的 原子 核 , 原子 
的 质量 主要 都 集中 在 它 上 面 , 而 另 一 方面 , 负电 荷 的 基 元 部 分 却 是 非常 轻 的 电子 站 
然而 , 原子 核 和 电子 的 伸展 的 范围 不 管 怎么 说 与 原子 的 大 小 一 一 即 上 述 两 种 粒子 
之 间 的 距离 — Hit, 小 到 可 忽略 不 计 , 以 致 原子 的 图 像 好 似 一 个 小 型 的 行星 系 
统 . 但 是 电子 与 原子 核 之 间 的 相互 作用 肯定 并 不 严格 遵守 经 典 电动 力学 的 规律 , 以 
致 这 种 情况 已 再 也 不 能 完全 符合 当今 物理 研究 的 现状 外 . 在 宏观 上 经 典 物理 仍然 是 
对 电 现象 的 一 个 非常 好 的 描述 , 可 是 在 原子 的 范围 之 内 就 必定 会 出 现 对 这 个 数学 的 
规定 发 生根 本 偏离 , 而 这 个 数学 规定 是 用 电子 的 假设 来 扩充 Maxwell 理论 而 生成 
的 . 这 些 不 会 妨碍 我 们 在 下 面 的 讲述 中 坚守 经 典 的 Maxweli-Lorentz 理论 , 因而 也 
就 是 坚守 Maxwell 方程 这 个 基础 . 在 后 面 我 们 还 将 追随 Einstein 沿 着 一 定 的 方向 
继续 前 进 . 我 们 的 看 法 应 该 是 这 样 , 不 同 的 物理 理 沦 总 只 能 是 对 事物 真相 的 一 个 
近似 , 而 数学 家 要 做 的 事 , 则 是 就 每 一 种 确定 的 观点 准备 好 追寻 它们 的 后 果 . 
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Maxwell 的 观念 在 我 们 这 儿 , 而 且 总 的 来 讲 在 我 们 大 陆 , 在 一 个 很 长 的 时 间 里 
无 法 真正 生根 , 因为 它 太 违反 传统 的 观念 了 , 它 在 逻辑 上 也 不 是 一 个 自身 完整 的 系 
统 , 而 是 从 各 种 不 同 的 出 发 点 用 演绎 的 手法 来 操作 . 还 有 Maxwell 理论 的 数学 处 理 ， 
多 年 来 都 是 为 英国 人 保留 的 一 块 领地 .关于 Heaviside 我 们 已 经 反复 讲 到 过 了 . 和 
他 并 列 的 几乎 都 是 Cambridge 学 派 的 代表 人 物 . 除 他 之 外 , 我 在 这 里 提 几 个 老 一 辈 
的 人 , 首先 是 Poynting (EF 1852 年 ), J. J. Thomson 和 Larmor (两 个 人 都 是 在 
1857 年 出 生 ). 关于 Larmor 的 《以 太 和 物质 》, 我 们 在 上 面 已 经 讲 到 过 了 . 


M “Electron (电子 )" 这 个 词 是 爱尔兰 数学 家 Stoney 第 一 次 提出 来 的 (R. Irish Transactions (2), 
4,1891). 显然 可 以 这 样 来 理解 : 人 们 在 电解 理论 中 所 考察 的 最 小 的 带电 的 物质 粒子 ,根据 Faraday 
人 们 把 它们 称 为 离子 ( 即 游荡 的 粒子 ). 相应 地 人 们 把 在 现代 电学 中 所 研究 的 最 小 的 带电 的 粒子 
称 为 电离 子 , 于 是 由 此 通过 融合 就 形成 了 “电子 ”这 个 词 . 

咖 见 本 章 末 的 附注 2. (H.) 

Im 这 个 内 容 预定 放 在 第 四 章 的 , Klein 已 不 再 能 最 终 完成 它 了 . 见 编者 前 言 . (H.) 
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上 面 所 描绘 的 这 种 情况 现在 已 经 完全 改变 了 , 因为 Hertz 在 1887 年 成 功 地 用 
实验 证 实 了 在 介质 中 存在 Maxwell 所 假设 的 电 振 动 ". 这 时 对 Maxwell 思想 的 理 
论处 理 也 到 处 都 开始 了 .第 一 个 对 此 给 我 们 作出 了 一 个 完整 描述 的 就 是 Hertz 本 
An. SW Boltzmann 的 激动 人 心 的 演讲 (Vorlesungen über Maxwells Theorie der 
Elektrizität und des Lichtes ( 电 与 光 的 Maxwell 理论 讲义 ), 1891 一 1893) 的 全 部 力 
量 所 感动 , 也 驱散 了 心头 上 的 犹 御 不 决 , Hertz 立即 与 Boltzmann 并 肩 战斗. 纯粹 以 
太 的 Maxwell 方程 组 对 Boltzmann 和 Hertz 来 说 都 一 样 , 以 其 简单 性 成 为 物理 事 
件 的 最 终 的 表达 式 . 他 坦率 地 引用 Goethe 的 话说 “难道 他 是 上 帝 吗 , 那个 写 出 这 
些 符号 的 人 ?” 现在 已 经 有 了 许多 别 的 人 跟 上 来 了 , 我 不 可 能 在 这 里 一 一 讲述 . 但 
是 我 们 必须 提 到 来 自 法 兰 西方 面 的 Poincaré. 我 已 经 在 第 一 卷 的 第 8 章 中 详细 地 
讲 到 过 这 个 卓越 的 数学 家 了 ， 而 且 我 打算 在 本 系列 讲座 的 后 面部 分 还 要 特别 谈 到 
他 在 数学 的 新 近 发 展 中 所 占有 的 独特 地 位 中 . 在 此 关于 他 只 讲 一 讲 , 他 在 1885 ~ 
1896 年 间接 任 巴黎 大 学 数学 物理 的 教 席 , 并 且 由 此 开始 了 不 定期 地 讲授 现代 数学 
物理 的 知识 , 这 些 讲义 以 书籍 的 形式 广 为 传 播 , 以 便 用 他 的 数学 才能 支撑 其 今后 进 
一 步 的 发 展 . 很 难 讲 , 是 他 那 永 无 止境 的 创造 力 , 还 是 那 永 葆 青春 的 感受 力 , 这 二 者 
究竟 是 哪 一 个 更 令 人 赞叹 , 是 他 那 永远 活跃 的 感受 能 力 , 使 得 他 能 够 立即 接受 一 切 
来 自 物 理 方面 的 新 出 现 的 思想 , 并 使 它们 进一步 成 型. 

但 是 作为 这 一 新 思想 领域 内 的 领军 人 物 , 我 们 认为 是 已 在 上 面 提 到 过 的 荷兰 人 
H. A. Lorentz. 1853 年 出 生 于 Arnheim, 出 身 贫困 的 Lorentz 主要 靠 自学 成 才 , 毕竟 
是 受到 了 van der Waals 在 分 子 理论 方面 富有 成 果 的 研究 工作 的 鼓励 , 后 者 ( 生 于 
1837 年 ) 是 第 一 个 使 那个 有 着 古老 农业 国名 声 的 荷兰 恢复 了 出 色 的 物理 研究 . 我 们 
得 知 , 1872 年 他 在 自己 故乡 的 一 所 小 的 夜校 里 当 老师 , 1875 年 获得 博士 学 位 , 1878 
年 就 成 为 van der Waals 在 Leyden 大 学 数学 物理 教 席 的 后 继 者 , 从 1912 年 起 他 就 
是 在 Haalem 地 方 的 Teyler 基金 会 的 理事 , 在 这 里 他 就 能 完全 生活 在 他 的 理论 研究 
之 中 了 . 当 他 在 1900 年 能 够 庆祝 他 获 博士 学 位 25 周年 的 时 候 , 已 经 有 来 自 世界 各 
国 的 研究 者 给 他 带 来 了 一 本 内 容 丰富 的 纪念 册 , 后 来 作为 《Archives Néerlandaises 
(荷兰 文献 档案 集 ) 》 丛 书 第 二 套 中 的 第 六 卷 出 版 . 

Lorents 总 是 从 具体 的 物理 实验 出 发 ,寻求 用 分 子 理 论 的 方法 对 其 作出 解释 . 
因此 他 的 数学 有 点 繁琐 , 和 他 那 对 一 般 的 现象 描述 之 优美 有 点 不 同 . 他 老 是 在 有 小 
Heinrich Hertz, 也 是 生 于 1857 年 , 既是 一 个 出 色 的 理论 物理 学 家 , 又 是 一 个 出 色 的 实验 物 
理学 家 ; 这 样 一 个 出 众 的 天 才 在 37 岁 的 时 候 就 离 我 们 而 去 , 实在 遗憾 . 人 们 将 永远 高 度 评价 
Helmholtz 的 特殊 功绩 , 是 他 把 Hertz 引 上 了 正确 的 道路 . 关于 Hertz 对 发 展 所 作 的 贡献 , 见 其 全 
集 第 1 卷 的 引言 (1895 年 由 Lenard 编辑 出 版 ), 或 者 也 可 以 参阅 Helmholtz 本 人 在 那 本 于 1894 
年 就 已 出 版 的 最 后 一 卷 (包含 有 Hertz 所 写 的 力学 ) 上 所 写 的 前 言 

PI 论 电动 力学 的 基本 方程, 第 【部 (对 静止 物体 ), 自 1890 起 载 Gött. Nachr., 重印 于 Ann. d. 


Phys. u. Chemie N. F. 第 40 卷 , 1890; 第 11 部 (对 运动 物体 ), 第 41 卷 , 1890- 
17 Klein 已 再 也 不 能 完成 这 部 分 了 . (H.) 
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量 出 现 的 时 候 就 立即 按 睾 级 数 展开 , 并 略 去 低 阶 项 , 因此 他 早 就 与 以 他 的 名 字 命名 
的 著名 变换 , 因 其 在 数学 上 的 简单 而 擦 和 肩 而 过 . 由 于 他 如 此 深入 地 揭示 了 它们 的 普 
遍 的 物理 意义 (不 是 讲 电力 的 起 源 ), 因此 他 甚至 成 了 我 们 所 主张 的 相对 论 观点 之 
父 . 但 他 开始 完全 是 从 一 个 绝对 的 , 即 静止 的 以 太 出 发 , 而 通常 物质 的 粒子 以 及 电 
子 就 在 它们 里 面 运动 . 在 这 个 基础 上 来 解释 运动 体 中 的 电 和 光 的 行为 就 是 他 的 初 
R. Hertz 为 此 所 提出 的 起 始 的 原理 不 能 认为 是 已 经 得 到 了 足够 的 承认 . 

Lorentz 已 经 出 版 的 主要 著作 , 在 这 方面 的 我 们 必须 提 到 的 有 : 


1.《La théorie électromagnétique de Maxwell et son application aux corps mou- 
vants (Maxwell 的 电磁 理论 及 其 对 运动 物体 的 应 用 ) 》, 1892 Leyden, Archives Néer- 
landaises, 第 26 卷 . 

2. 用 德 文 写 的 书 : (Versuch einer Theorie der elektrischen und magnetischen 
Erscheinungen in bewegten Körpern (运动 体 中 电 与 磁 现象 的 一 个 理论 的 研究 ) 》， 
Leyden 1895. 

于 此 人 们 还 可 以 对 照 他 在 百科 全 书 (第 V 卷 , 第 二 部 , 第 13, 14 期 ) 上 写 的 两 
BEZ, Maxwells elektromagnetische Theorie (Maxwell 的 电磁 理论 ), Weiterbildung 
der Maxwellschen Theorie: Elektreonentheorie (Maxwell 电磁 理论 的 进一步 发 展 : 电 
子 论 ). 
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在 这 里 我 们 不 打算 讲 实验 的 发 现 , 也 不 准备 讲 测量 , 它们 对 概念 的 发 展 是 具有 
决定 性 的 意义 一 一 这 些 读者 可 以 去 参考 那些 流行 的 书籍 上 的 讲述 一 一 而 是 要 来 
讲 其 数学 表述 的 历史 . 就 我 所 知 , 其 主要 部 分 大 致 可 以 归纳 为 以 下 几 点 : 

1. Voigt: Über das Dopplersche Prinzip ( 论 Doppler 原理 ), Göttinger Nachrichten 
1887. 

在 那 时 , Maxwell 方程 组 尚未 受 人 注意 , 而 是 一 开始 当成 振动 方程 , 用 我 们 的 记 
号 写 出 来 就 是 : 


OX=0, OY=0, OZ=0, (15) 
再 加 上 辅助 条 件 a 
EE as) 


N 就 此 我 要 引用 已 在 65 页 (中 译本 60 页 ) 上 提 到 过 的 , Jacobi 在 1832 年 的 就 职 答辩 中 所 讲 
JUNE, 它 在 这 里 特别 适合 : "科学 的 成 长 非常 缓慢 , 人 们 要 经 历 各 式 各 样 的 错误 之 后 才能 达到 真 
理 ; 所 有 的 事情 , 要 想 发 现 新 的 真理 , 必须 事先 作 长 期 的 、 大 量 的 辛勤 劳动 , 而 后 在 某 个 时 刻 , 在 
幸运 地 得 到 上 帝 的 眷顾 下 , 那个 (新 的 真理 ) 才 旦 现 出 来 - 
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我 们 已 经 指出 过 , 每 一 单个 的 方程 口 = 0 都 可 以 通过 oo7 个 线性 代 换 变 到 自身 , 这 
oo7 个 线性 代 换 可 以 再 要 求 其 代 换行 列 式 等 于 +1 简约 为 cos 个 (只 要 在 进一步 限 
制 的 条 件 下 , 我 们 正好 可 以 由 此 得 到 更 小 的 Lorentz 群 ). 现在 Voigt 也 是 以 co7 个 
代 换 为 基础 , 他 把 它们 限制 到 os 个 的 办 法 是 , 通过 变换 把 从 一 开始 所 采用 的 t 变 
成 以 下 的 形状 : 

t =t- (az +by + c2). (16) 
因此 它 也 仅仅 是 时 间 的 起 点 移动 , 而 移动 的 量 也 只 与 z,y,z 有 关 , 但 是 时 间 的 尺度 
没有 改变 (这 一 点 将 来 对 原则 性 的 概念 很 重要 ). 接 下 去 讲 的 就 是 一 些 特殊 情况 , 在 
这 种 情况 下 人 们 对 涉及 X,Y, 2 与 z,y,z 之 间 的 依赖 关系 作出 适当 的 假定 , 以 使 畏 
助 条 件 (15') 对 变换 (16) 保持 不 变 . 

2. Lorentz 1892 ( 见 上 一 节 末 尾 所 引文 献 )， 在 这 里 位 于 Maxwell 方程 组 之 前 
的 , 除了 z,y,z,t 的 变换 外 , 还 有 X,Y, Z, L, M,N 的 变换 . 但 是 这 里 也 要 用 到 公式 
(16); 从 为 时 间 e 专门 引进 一 个 特别 的 术 诸 :“ 本 地 时 (Oztszeit)”", 就 可 看 出 它 是 特 
别 重要 的 . 和 在 Voigt 那里 一 样 , 单纯 沿 z 轴 方向 的 位 移 受 到 优先 的 考虑 , 于 是 得 
到 z,y,z,t 的 准确 的 代 换 公式 为 


EEN v=- dest, r=- (17) 


(这 里 v 代表 平移 的 速度 , c 代表 光速 ). DR, e 现在 
Lorentz 在 这 里 还 把 上 式 中 的 根 式 用 其 近似 值 1 - 55 来 代替 , 从 而 我 们 得 到 的 还 
只 是 一 个 近似 的 公式 . 

3. 特殊 变换 (17) 式 在 关于 Lorentz 群 的 整个 文献 中 的 地 位 如 此 重要 , 我 们 还 
要 对 它 再 详细 一 点 地 来 谈 一 下 . 自然 用 ! = ict 的 正 交 的 写法 能 提供 最 简明 的 审视 . 
我 们 令 : 


=eosp stsingt |y y 2 
r=-sing-:z+cosp-l 


然后 , 因为 根据 先前 的 约定 , U,V, W, L, M, N 应 与 下 述 矩 阵 : 


(18) 


de dy dz di 
Ze ôy Ae A 
的 子 行列 式 同步 , MARRE 
DT? Det 
V'=cosp-V +sing: N, M'= cosp: M +sing:W, WON 


Ww' =cosp:W —sinp-M, N'=cosp:N sine, 
DE TE. 一 一 中 译 者 注 
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这 里 还 要 将 ! 用 ict; U,V,W 用 iX, iY, iZ RA. 如 果 人 们 想 使 代 换 系 数 都 是 实数 ， 
则 为 了 使 cosp 保持 为 实数 , 而 且 isin 也 为 实数 , 则 必须 令 p = iw. 于 是 yp 的 三 
角 函 数 就 转化 为 w 的 双 曲 函数 : 


有 
cosiw = eof w， isiniw = Gin w, 
Eo? w- Sin? w=1. 
从 而 变换 公式 就 成 为 : 
ai Eelst sën 
i 19, 
t= Se z+eofwt oa 
以 及 
X=X, L=L, 
Y'=€ofw-Y-6Sinw-N, 2Z=Cofw.Z+Ginw.M, a9) 


=6inw-Z+€ofw:M, N'=€of w- N -— Gin w- Y. 
不 过 目前 在 物理 学 家 中 间 双 曲 函数 的 使 用 还 不 普遍 , 于 是 我 们 令 : 


1 
Cofw= Veri 
其 中 q 是 一 个 真 分 数 .于 是 我 们 就 得 到 : 
工 十 cgt 
Vi 


Eit 


= -fo 
Je 


Ginw= 


(20) 


以 及 
X'=X, 
=(Y-gN):Vi-®, M'=(M +42): lé (20') 
Z'=(Z+qM): IC N=(N-qr):Vi-®. 
而 且 如 果 我 们 将 2 2 -q RA, 这 里 的 (20) 式 与 (17) 式 是 不 同 的 , 只 有 这 样 才能 使 
它 的 行列 式 为 + 而 (20°) 却 是 对 Maxwell 方程 组 的 不 变性 必需 的 补充 条 件 . 
我 们 在 以 下 就 简单 地 把 (20) 式 , (20) 式 称 之 为 特殊 Lorentz 变换 . 
4. 不 过 第 一 个 建立 这 组 公式 的 并 不 是 Lorentz, 而 是 Larmor; 参见 我 们 在 本 书 
第 67 页 (中 译本 第 62 页 ) 所 提 到 的 , 他 在 1900 年 出 版 的 《 以太 与 物质 》 一 书 ， 
C 现在 双 曲 余弦 函数 和 双 曲 正弦 函数 分 别 写 作 cosh, sinh. — 中 译 者 注 
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第 167, 174, 176 - 177 等 各 页 . 他 和 后 来 所 有 的 作者 完全 一 样 采用 了 这 样 的 办 法 ， 
在 一 个 沿 z 方向 (以 速度 v) 做 匀速 运动 的 参照 系 上 确立 一 个 静止 坐标 系 , 我 们 求 
出 Maxwell 方程 组 在 这 个 坐标 系 中 的 解 , 为 的 是 好 在 以 后 把 这 个 解 反 推 到 运动 的 
坐标 系 上 去 .但 是 Larmor 所 做 的 这 些 相关 的 研究 没有 得 到 人 们 的 注意 ， 确 切 地 
说 是 , 在 蓬勃 深入 的 发 展 , 这 是 我 们 就 要 来 讲 的 , 开始 来 到 之 际 , 正好 这 时 Lorentz 
独立 重新 发 现 了 整个 方法 (而 此 时 Larmor 却 埋头 于 其 他 研究 之 中 ) (I Verlag der 
Amsterdamer Akademie (阿姆斯特丹 科学 院 年 鉴 ) 第 12 卷 , 1904, 986 - 1009 W). 
至 于 他 在 1892 年 就 已 经 很 接近 了 这 一 点 , 已 经 在 上 面 第 2 点 中 提 到 过 了 . 因此 就 
不 断 有 人 讲 到 这 些 , 从 而 终于 使 我 们 把 他 的 名 字 钉 到 了 方程 组 (20), (20) 上 面 了 . 

5. FJ 1905 年 来 到 了 , 这 一 年 发 表 了 Poincaré 和 Einstein 的 文章 , 这 两 
篇 文章 的 同时 出 现 是 相互 独立 的 , 尽管 二 者 都 讲 和 到 了 “相对 性 ” Zë: 或 者 说 “ 原 
EN 

Poincaré 开始 是 在 巴黎 科学 院 7 月 5 日 的 Comptes Rendus (汇报 ) 上 发 表 了 一 
RIX, “Sur la dynamique de l'électron ( 论 电子 的 动力 学 )”, 后 来 把 它 写成 了 一 篇 
较 长 的 专题 论文 于 7 月 23 日 提交 给 了 在 Palermo 的 Circolo matematico (数学 协 
会 ), 但 拖 到 了 1906 年 才 发 表 (“Sur la dynamique de l'électron ( 论 电 子 的 动力 学 )”， 
Palermo Rend, 第 21 卷 ). 

但 是 Einstein 的 论文 “Zur Elektrodynamik bewegter Körper ( 论 运动 体 的 电动 
力学 )" 编辑 部 是 于 7 月 30 日 收 到 的 , 在 9 月 26 日 就 在 该 刊 的 第 17 卷 ,第 4 期 上 
发 表 了 . 

比较 这 两 篇 如 此 竞相 发 表 的 文章 是 很 有 意思 的 ， 一 一 Poincaré 把 数学 武器 更 
清楚 地 摆 了 出 来 ; 他 指出 , Lorentz 变换 其 总 体 构成 一 个 群 (于 是 他 就 为 它们 创造 
Lorentz 群 这 个 称呼 ); 这 期 间 他 还 利用 了 由 于 选 ict 作为 第 四 变量 等 而 带 来 的 简 
化 . 其 次 , 他 最 先 讨论 了 天 体力 学 , 因而 也 就 是 引力 学 说 , 与 Lorentz 群 的 不 变 理论 
(“相对 论 ”) 相 适 应 的 问题 ， 就 此 他 得 到 的 结果 是 , 与 经 典 的 理论 相 比 , 出 现 的 偏离 
其 数量 级 仅 为 点 , 其 中 v 表 任 意 一 个 所 观察 的 天 体 的 运动 速度 . 经 典 理论 看 来 就 
是 新 理论 在 c = oo 时 的 极限 . 我 们 在 下 面 还 会 回来 详细 地 讨论 这 种 问题 . - 

Einstein 这 方面 则 是 自然 哲学 的 思想 放 在 首位 . 他 指出 , 在 Lorentz 变换 中 包含 了 
对 时 间 概 念 的 一 个 全 新 的 诠释 . 根本 就 不 存在 两 个 事件 的 绝对 同时 性 , 而 只 有 这 样 
一 种 相对 于 某 一 坐标 系 的 同时 性 , 而 这 个 坐标 系 则 是 那 无 穷 多 个 特 选 的 , 等 价 坐标 
系 中 的 任 一 个 . 这 个 年 轻 的 研究 者 对 数学 上 的 瞬时 的 意义 (transienten Bedeutung 
der Mathematik) 的 信任 是 如 此 巨大 , 以 至 于 他 假设 , 一 个 运动 着 的 钟 (因而 也 许 就 
是 一 个 运动 光源 的 振动 数 ) 所 测 得 的 时 间 对 一 个 静止 于 参照 系 z,y, >,t 的 观察 者 来 
说 不 是 
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而 是 
dz? + dy? + dz? 
e _ I t dy? +da? 
Jve SE 


因而 对 一 个 静止 的 观察 者 来 讲 就 走 得 要 稍稍 慢 一 点 , 因为 会 增 大 一 个 量 中 
da? + dy? + dz? 
e EE 

6. 最 后 是 Minkowski 在 1907 — 1908 年 终结 性 的 文章 . 在 他 发 表 的 文章 中 , 最 
重要 的 是 下 面 两 篇, 其 出 版 还 是 他 自己 操办 的 号: 

a) 运动 物体 中 电磁 过 程 的 基本 方程 组 (G6tt. Nachr. 1908, 1907 年 12 月 21 日 
提交 ). 全 集 第 2 卷 . 

b) 空间 和 时 间 (1908 年 9 月 21 日 在 Köln (科隆 ) 召开 的 自然 科学 工作 者 会 议 
上 所 做 的 报告 ). 全 集 第 2 卷 . 

在 论文 全 集中 紧 接 着 这 两 篇 的 还 有 一 篇 由 Born 从 跟著 中 选 出 的 . 

c) 从 电子 论 观点 出 发 推导 基本 方程 组 等 (起 初 刊 于 Math. Annalen 的 第 68 卷 
1910). 

但 是 接 下 来 还 有 出 自 1915 年 出 版 的 、 他 的 演讲 文稿 中 的 一 篇 , 是 他 于 1907 年 
11 H 5 日 在 我 们 Göttingen 数学 协会 上 所 做 的 : 

d) 相对 性 原理 (Ann. d. Phys. (4), 47 或 Jahresberichte der Deutschen Mathe- 
matikervereinigung (德意志 数学 家 协会 年 报 ) 24). d) 中 的 讲述 是 我 最 襄 欢 的 . 因为 
是 给 同行 专家 讲 , 所 以 在 这 里 讲 的 是 他 的 内 在 的 数学 思想 , 特别 是 不 变量 理论 的 思 
想 , 也 就 对 外 敞开 了 , 而 在 a) 中 , 为 了 保证 不 假设 有 特殊 的 预备 知识 , 选择 了 一 种 
冷冰冰 的 讲述 , 它 是 通过 专门 为 此 想 出 来 的 矩阵 算法 来 表述 的 , 这 种 算法 的 外 在 细 
节 是 初等 而 易 接 受 的 , 但 其 内 在 的 形成 机 制 仍然 不 好 理解. 

在 Minkowski 这 里 我 们 有 两 点 : 对 Lorentz 群 不 变量 理论 的 数学 工具 的 完全 党 
握 以 及 用 简洁 的 语言 规定 其 自然 哲学 的 意义 . 就 第 一 点 而 言 , 我 们 预先 指出 , 考虑 到 
我 们 自己 在 前 几 节 所 给 出 的 表述 : 是 Minkowski 第 一 个 清楚 地 认识 到 X, Y, Z, L, M, 

N! Einstein 1879 年 1 月 生 于 Ulm. 他 的 小 学 教育 是 不 正规 的 , 有 时 候 在 瑞士 , 有 一 部 分 是 在 意 
大 利 . 然后 在 Zürich (苏黎世 ) 读 大 学 , 他 以 论 气体 内 摩擦 的 研究 工作 获得 博士 学 位 , 然后 在 Bern 
(伯尔尼 ) 的 专利 局 里 谋 得 一 个 小 的 职位 . 就 是 在 这 里 写 下 了 他 那 1905 年 的 文章 , 这 使 他 获得 了 
在 Bern 大 学 教学 的 职位 , 并 由 此 在 别人 的 帮助 下 直接 被 聘 为 Zürich 大 学 的 编外 教授 . 1911 年 
成 为 Prag (布拉格 ) 大 学 的 正教 授 . 1912 年 转 到 Zürich 工业 大 学 ( 任 正 教授 一 - 中 译 者 注 ). 自 
1914 年 起 他 一 直 是 Berlin 普鲁士 科学 院 的 一 名 受 人 称颂 的 院士 . 和 Hertz 与 Minkowsk 一 样 ， 
Einstein 是 犹太 人 的 后 裔 . -一 . 令 人 惊讶 的 是 , 这 里 有 一 个 好 像 是 天 生 的 奇才 在 正规 的 学 校 之 外 
成 长 , H Poincaré 完全 不 同 . 后 者 在 巴黎 高 等 师范 大 学 的 影响 下 , 在 固定 范围 的 教养 过 程 中 接受 
高 等 教育 . 由 于 这 个 关系 , Einstein 的 数学 知识 一 开始 比较 少 ; 他 是 在 与 其 他 一 些 数学 家 的 交往 中 
逐渐 扩大 他 的 数学 知识 的 . 正 是 由 于 这 样 他 保持 了 本 人 独立 思考 的 原创 性 . 这 对 他 来 说 是 不 是 就 


是 他 的 压倒 性 的 优势 所 在 呢 ? 
12] Minkowski 1909 年 1 月 12 日 由 于 一 次 手术 的 原因 去 世 , 享年 仅 44 岁 . 
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N 是 一 个 六 维 张 量 的 分 量 这 一 本 质 的 , 从 而 充分 理解 了 Maxwell 方程 组 的 内 在 结 
构 " . 此 外 在 下 面 的 讲述 中 我 们 将 由 Minkowski 的 观念 来 引导 , 不 过 遗憾 的 是 , 根 
据 讲述 的 计划 我 们 不 得 不 限于 基本 的 初步 知识 . 

在 外 部 的 形式 上 我 赞同 那 多 次 被 反复 提 到 过 , 也 是 德国 物理 学 家 经 常 读 的 , 由 
Sommerfeld 在 1910 年 所 写 的 评述 : RAHE. 第 I 部分: 四 维 向 量 代数 , Ann. d. 
Phys., (4), 32; 第 II 部 分 : 四 维 向 量 分 析 , 同上 刊物 , 33. 我 们 最 好 还 是 用 我 们 已 经 
熟悉 的 不 变量 理论 的 概念 和 计算 来 代替 Sommerfeld 用 的 几何 类 比 . v. Laue 在 他 
的 书 :《 Das Relativititsprinzip (相对 性 原理 )》( 第 I 卷 , Braunschweig 1911, 第 二 
K 19133) 中 也 已 经 这 样 做 了 , 但 是 我 认为 还 有 许多 地 方 可 以 表述 得 更 精确 些 , 有 
些 地 方 又 可 以 更 简单 些 . 这 一 大 大 的 简化 是 特别 这 样 得 到 的 , 即 我 完全 放弃 讲述 当 
今 的 一 些 实验 以 及 原来 的 那些 三 维 的 理解 如 何 逐 渐 转 化 为 四 维 的 认识 的 , 而 是 从 一 
开始 就 进行 四 维 思想 的 演绎 . 大 家 肯定 都 知道 , 我 们 一 开始 就 可 从 Copernicus (A 
白 尼 ) 的 世界 观 来 展开 , 而 不 必 从 地 心 的 观察 出 发 , 经 过 Ptolemy (OC EE) 的 学 说 
再 上 升 到 它 . 自然 现在 一 多 半 的 天 文学 家 , 他 们 对 哥 白 尼 的 观念 绝对 信服 , 而 且 不 
会 下 大 力气 再 从 那些 详细 的 地 心 观 察 出 发 去 认真 思考 来 得 出 这 个 结论 . 


87 ”关于 新 学 说 的 进一步 的 传播 . 1911 年 及 1909 年 以 后 的 发 展 


所 谓 “新 学 说 " 这 里 是 指 , 必须 将 物理 学 的 所 有 部 分 中 的 Galilei-Newton 相对 
性 理论 换 成 Lorentz 的 相对 性 理论 . 

大 多 数 的 老 一 辈 的 物理 学 家 , 通常 在 与 世 隔 绝 的 时 候 , 都 比较 迟钝 , 这 在 心理 
学 上 是 可 以 理解 的 . 一 个 人 在 几 十 年 内 形成 了 一 定 的 思维 方式 , 难以 突然 转变 , 无 
论 如 何 他 总 是 想 用 那 种 建立 在 他 先前 那些 原则 上 的 方法 去 理解 新 生 的 事物 , 这 就 不 
能 不 导致 各 种 各 样 的 麻烦 产生 . 例如 Lorentz 本 人 就 是 这 样 . 年 轻 的 一 代 就 完全 是 
另 一 样 . 许多 过 去 在 电动 力学 中 显得 复杂 的 东西 , 现在 一 下 子 变 得 简单 起 来 ; 我 将 
来 还 会 多 次 回 到 这 上 面 来 , 而 且 还 会 谈 起 许多 个 人 的 名 字 . 于 是 产生 了 在 各 个 方面 
向 前 推进 的 热情 . 但 是 作为 原则 性 的 进展 我 想 指出 的 是 , Planck 已 经 在 1907 年 成 
功 地 将 热力 学 与 新 观念 联系 了 起 来 , 还 有 就 是 , Herglotz 在 1911 年 以 完整 的 形式 
处 理 了 变形 体 动力 学 , 它 的 基本 原则 已 由 Minkowski 给 出 了 . 


"RE D. Minkowski 在 a) 中 对 这 个 我 们 这 里 称 之 为 六 维 张 量 的 量 用 了 一 个 很 平淡 的 词 : “第 
二 类 向 最 ". 可 是 在 d) 中 相反 他 就 建议 对 它 采 用 一 个 我 感到 完全 适合 的 称呼 “牵引 量 (Traktor). 

"ën 卷 (1921 年 及 1923 年 ) 是 讲 广义 相对 论 的 . (H) (这 部 书后 来 在 1955 年 相对 论 诞生 五 
十 周年 之 际 又 出 了 它 的 第 六 版 , 书 名 也 改 为 《相对 论 》, 仍 分 成 两 卷 出 版 , 第 1 卷 为: 狭义 相对 论 ; 
第 II 卷 为 : 广义 相对 论 . — 中 译 者 注 ) 

IN Sitzungsberichte der Berliner Akademie (柏林 科学 院 报告 ) 1907 = Ann, d. Phys. (4), 第 26 
卷 , (1908). 

HI Ann. d. Phya (4) 第 36 卷 , (1911). 
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可 是 这 些 事情 我 们 在 这 里 也 只 能 顺带 地 谈 一 下 . 对 我 们 来 说 更 重要 的 是 , 要 来 
证 实 大 多 数 的 数学 家 立即 投入 到 了 这 个 运动 中 来 了 , 而 且 要 解释 为 什么 会 这 样 . 在 
一 方面 我 们 对 此 可 这 样 讲 , 那些 经 历 过 非 欧 几何 历练 的 数学 家 , 从 一 开始 就 认为 ， 
Galilei-Newton 群 , 在 它 还 显得 很 值得 期 待 之 时 , 与 Lorentz 群 相 比 , 前 者 是 后 者 
的 极限 情形 , 两 者 的 地 位 应 该 对 调 . 在 这 个 观点 下 就 是 任何 内 在 的 障碍 都 被 消除 了 . 
但 是 更 重要 得 多 的 是 , 数学 家 还 要 求 , 借助 于 他 们 的 不 变量 (或 几何 ) 理论 的 研究 ， 
已 经 准备 好 把 这 一 系列 的 新 思想 , 在 它们 还 处 于 另 一 种 形式 之 中 时 , 不 管 三 七 二 十 
一 , 把 它们 搬 过 来 . 没有 人 像 Minkowski 那样 受到 过 如 此 激烈 的 触动 并 对 由 此 产生 
的 事态 做 过 如 此 高 的 评价 , 他 在 上 面 d) 中 提 到 的 , 在 Göttingen 数学 协会 上 所 做 报 
告 开 讲 时 宣称 : 

“数学 家 为 接受 新 的 扩展 做 好 了 特别 充分 的 思想 准备 , 因为 这 里 涉及 的 是 概念 
驯化 工作 , 这 是 数学 家 早 就 非常 熟悉 的 , 而 物理 学 家 现在 却 发 现 这 些 概念 有 一 部 分 
是 新 的 , 自己 好 像 置 身 于 一 片 未 知 的 原始 森林 中 , 必须 在 一 条 羊 肠 小 道上 吃力 地 穿 
行 , 而 这 时 完全 就 在 他 的 附近 有 一 条 早 就 出 色 地 铺 就 的 大 道 引领 着 数学 家 们 前 进 . 
总 的 来 讲 , 只 要 新 的 原理 的 确 能 够 正确 地 再 现 现象, 那 就 肯定 意味 着 它们 是 一 个 巨 
大 的 胜利 , 这 是 数学 的 应 用 从 来 就 已 经 证 明 过 了 的 . 这 里 所 要 讲 的 是 一 一 用 尽 可 
能 简单 的 话 来 表达 -一 - 我 们 这 个 在 时 间 与 空间 中 的 世界 在 某 种 意义 上 就 是 一 个 四 
维 的 非 欧 流 形 . 数学 家 纯粹 在 他 们 的 想象 中 创造 了 一 个 巨大 的 领域 , 而 且 这 种 想象 
中 的 理想 伙伴 不 论 如 何 , 有 一 天 成 为 完美 的 真实 存在 , 这 将 是 数学 家 的 光荣 , 也 定 
将 引起 其 他 人 的 无 限 惊 吸 .” 

对 Minkowski 的 这 些 话 我 只 能 这 样 来 解释 , 它们 同时 涉及 了 观念 和 先决 条 件 ， 
这 些 概念 和 先决 条 件 是 从 当时 的 表述 中 提取 出 来 的 .它们 也 同时 包含 了 即将 来 到 
的 、 它 们 所 能 达到 的 部 分 ， 即 也 包括 了 将 进一步 提出 的 物理 原理 ， 这 些 后 来 通过 
Einstein 在 1911 年 的 思想 极为 丰富 的 论文 得 到 了 解决 .在 此 同时 Einstein 还 在 
寻求 一 种 能 将 引力 学 说 与 电磁 现象 的 理论 从 内 部 连接 成 一 体 的 形式 体系 , 于 是 他 就 
从 Lorentz 群 的 相对 性 理论 , 因而 也 就 是 从 一 个 参数 个 数 有 限 的 线性 群 的 相对 性 理 
论 , 自发 地 走向 了 包含 全 体 点 变换 的 变换 群 , 因而 按照 Lie 所 引进 的 术语 就 是 无 穷 
的 连续 群 的 相对 性 理论 . 为 了 理解 上 面 所 讲 的 意思 , 我 们 在 后 面 必须 回顾 并 追思 那 
一 特别 深刻 的 思想 , 那 一 Riemann 在 1854 年 的 就 职 演讲 “Uber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zugrunde liegen ( 论 莫 定 几何 学 基础 之 假设 )” 中 所 开创 的 思 
想 . 因为 Riemann 在 该 文中 完全 主要 都 是 由 自然 哲学 的 兴趣 所 指引 , 我 们 在 第 I 卷 
中 已 经 突出 地 讲 过 了 . 

此 外 我 高 兴 地 还 要 提 到 另 一 个 在 我 们 这 个 方向 上 的 进展 , 它 是 由 数学 家 在 1909 
年 所 得 到 的 ， 它 的 出 现 恰好 我 又 可 以 把 它 与 Erlangen 纲领 联系 起 来 .在 讨论 Rs 
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的 , 具有 6 个 参数 的 Euklid ( 欧 几 里 得 ) 群 时 , 在 那里 最 后 谈 到 那个 通过 加 入 取 半 
径 倒 数 的 变换 而 得 到 的 扩张 群 . 这 是 一 个 Gio , 我 后 来 就 把 它 简 单 地 称 为 共 形变 换 
W, 因为 它 包含 了 把 (dr? + dy?+dz?) 变 到 自身 与 一 个 常量 的 乘积 的 空间 变换 的 全 
体 (1845 年 Liouville 就 已 经 认识 到 了 这 一 事实 ). 它们 也 可 以 写成 一 个 齐 次 线性 群 ， 
只 要 我 们 特别 的 令 


以 及 


于 是 它们 就 可 以 通过 &,n,6,p,w 的 那样 一 些 能 保持 下 述 二 次 方程 
DN TEE 


不 变 的 齐 次 线性 代 换 米 表示 ， 所 有 这 些 都 可 以 推广 到 n 维 空间 ; 由 此 就 生成 一 个 
ein. 因而 为 在 Ra 中 为 一 Gusm .一 另 一 方面 众所周知 的 是 , W. Thomson 
在 他 他 第 一 篇 论 文 (1845) 中 深入 广泛 地 应 用 了 以 下 结论 , 即 由 每 ~. Rs 中 的 势 函数 
Vis cl, BIR EIN A 二 0 的 函数 , 通过 坐标 函数 的 反 演 并 除 以 r 可 得 出 
一 个 新 的 势 函数 , 即 Kips 

vama) 


这 个 结果 稍 加 修改 也 可 以 推广 到 任意 维 并 由 此 得 出 整个 相应 的 共 形 群 ， 由 于 这 一 
结果 , 我 想 推荐 分 别 由 Pocke”! 和 Bicherm 写 的 两 本 书 . — 现在 我 们 得 知 , 在 
BIA L KIRA ict 之 后 , Maxwell 方程 组 与 四 维 空间 中 的 势 理论 ( 它 将 由 方程 口 =0 
来 给 出 ) 有 密切 的 关系 . 因而 人 们 几乎 是 不 言 而 喻 就 会 问 , 是 不 是 可 以 通过 巧妙 地 
应 用 zy zl 的 一 般 的 共 形变 换 来 保持 Maxwell 方程 组 不 变 . 尽管 似乎 没有 人 考 
虑 过 这 一 可 能 性 , 直至 1909 年 由 英国 的 数学 家 Cunningham 和 Bateman 完整 地 
加 以 证 明了 ; 特别 是 , Bateman 对 此 给 出 了 一 个 非常 有 趣 的 不 变量 理论 的 发 展 ( 见 
Proceedings of the London Mathematcal Society (伦敦 数学 学 会 会 刊 ) (2), VIN, 1910 
及 以 后 )， 相 应 于 R 的 每 一 个 单独 的 共 形变 换 , 我 们 要 使 X,Y,Z, L, M,N 本 身 
也 经 过 一 个 齐 次 线性 代 换 ,只 是 它 的 系数 不 再 是 常量 , 而 是 z,y, z,t 的 确定 的 简单 
函数 . 
因此 相对 论 的 方法 对 Maxwell 方程 组 来 说 还 有 一 个 远 远 超过 了 Lorentz 群 的 
意义 . 但 是 , 在 纯粹 数学 以 前 的 发 展 与 新 近 物理 学 的 思想 构建 之 间 存在 惊人 的 和 谐 ， 
UT ZÆ 1869 — 1872 年 间 , Darboux, Lie, 还 有 我 本 人 在 这 方面 也 做 了 很 多 工作 ; 见 , 例如 , 在 我 的 
“Vorlesungen über höhere Geometrie (高 等 几何 讲义 )” 第 1 A (Berlin, 1926) 中 的 总 结 性 的 讲述 . 
Ti Über die partielle Differentialgleichung AU +k?U = 0 und ihr Auftreten in der mathematischen 


Physik ( 论 偏 微分 方程 AU + 42U = 0 及 其 在 数学 物理 中 的 出 现 ), Leipzig, 1891. 
13) Über die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie ( 论 势 理论 中 的 级 数 展开 ), Leipzig, 1894. 


2 E e EH 


在 一 个 更 加 广大 的 领域 内 又 得 到 了 新 的 证 明 . 一 一 使 人 感到 奇怪 的 是 , 这 些 研究 如 
上 所 说 的 , 在 我 们 德国 至 今 只 受到 了 很 少 的 注意 , 关于 这 一 点 我 们 将 来 也 只 能 在 适 
当 的 时 候 回 过 来 谈 一 谈 . 


D ”在 正 交 形式 下 Lorentz 群 的 处 理 


我 们 对 Lorentz 群 的 相对 论 的 讲述 将 主动 地 分 为 两 部 分 . 首先 , 为 了 转向 原理 
的 内 在 对 称 性 , 我 们 将 采用 代 换 的 正 交 写法 , 因而 也 就 是 (按照 上 一 部 分 的 82) 从 
zh zz 23,14 等 出 发 . 其 次 我 们 将 对 Lorentz 群 的 一 些 特别 的 实数 关系 进行 计算 , 不 
过 我 们 不 会 从 头 到 尾 都 这 样 做 , 当 为 了 避免 重复 时 就 不 会 , 但 是 在 下 面 第 I 部 及 第 
III 部 整个 的 特点 都 是 这 样 . 


§1 ”相应 四 维 分 析 纲 要 


1. 四 维 “世界 (Welt)” 点 的 坐标 zu, za,za,z4 (或 者 yya äs, ya 等 也 一 样 ), 对 
它们 的 非 齐 次 线性 代 换 写成 


T| = aTi +AT + NTI + Eita ts (i= 1,2,3,4), a) 
构成 一 个 行列 式 等 于 1 的 正 交 矩 阵 , 而 Lorentz 群 为 这 全 部 co 


其 中 ai, Bis Vis 
个 代 换 的 整体 . 

2. 四 维 向 量 , 即 四 个 量 的 量 丛 , 它们 经 受 这 样 一 个 齐 次 线性 代 换 , 这 个 代 换 是 
(1) 式 中 将 ci 排除 后 余下 的 部 分 . 两 行 点 坐标 之 差 就 是 一 个 简单 的 例子 : 


T1 — 1,22 — Y2, T3 — Y3, T4 — Ya, 


而 且 特别 地 还 有 微分 : 
den de, des, dra, 


但 是 下 述 偏 微分 a a së 


Ze," Be! Gen" Ze, 
同样 也 是 (hie FREIER EE RES T ) 
我 们 在 下 面 要 处 理 的 不 仅 有 个 别 的 向 量 , 还 有 向 量 场 . 以 后 我 们 把 四 维 向 量 记 
成 
num, 或 vvv va, 等 等 ， (2) 
这 样 就 可 以 避免 与 点 的 坐标 的 分 量 搞 混 . 在 向 量 分 析 中 出 现 的 最 简单 的 量 , 即 标量 ， 
于 是 就 以 二 次 型 


wird 或 dii (3) 
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以 及 相应 的 极 式 
um wa wa 十 at4 (4) 


呈现 在 我 们 面前 . 于 是 当 我 们 讲 到 一 个 场 u(z) HKEE (Grofdivergenz) 时 , 它 就 
只 不 过 是 (4) 式 的 一 个 特殊 情形 : 
+++ = Div(u); (5) 
3 Oz 


这 里 的 前 置 词 “大 " 是 依 Sommerfeld 的 意见 来 采用 的 , 在 此 以 及 在 今后 类 似 的 情 
况 下 要 记 住 , 我 们 用 它 来 处 理 的 是 有 四 个 , 而 不 是 三 个 变量 的 情形 . 
3. 设 f(z) 为 任 一 标量 , 那么 
ar or ai ar 


EW 
就 是 一 个 四 维 向 量 , 它 是 /的 大 梯度 (Grofgradient). 由 它 可 以 形成 两 个 标量 , 一 个 
OROMO 


PI ES, PIPI 
EMMG 


另 一 个 是 


其 中 后 面 那 一 个 我 们 又 用 
of (6) 
来 表示 . 
4. 六 维 张 量 , 即 6 个 量 A (或 yor 也 可 以 ), 它们 的 代 换 方式 和 下 述 由 两 个 四 
维 向 量 的 分 量 组 成 的 矩阵 
u u mm u 
mn v v u 
的 6 个 子 行列 式 的 代 换 方式 一 样 . 对 和 我 们 有 两 个 不 变量 : 


A = Aalen + Naa N31 + X34》Al2， 
ët 
其 “对偶 张 量 ”uk 就 是 最 一 目 了 然 地 通过 下 述 方程 来 给 出 : 


-BA 
DEE 


(7) 


(8) 


由 此 知 A 取 下 述 值 : 
M = pan + pashai 十 fang. (9) 
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因而 反 过 来 我 们 也 有 : 
m= 10 
" "Be "9 
此 外 我 们 又 可 以 根据 需要 在 式 中 引入 : 
Aki = Aa Mi=0 (11) 


(对 pa 也 可 以 引入 类 似 的 式 子 ) 要 特别 提 一 下 , 在 这 里 指标 自然 通常 取 为 A 
5. 此 外 还 有 一 个 重要 的 六 维 张 量 , 它 由 下 述 矩 阵 得 出 : 
ð ð ð ð 
ðr Se Örs r|, 
u uz us Us 
因而 有 
a2) 
其 中 心 指 任 一 四 维 向 量 . 我 们 把 它 记 为 Rotu, 称 之 为 向 量 场 (u) 的 大 旋 度 (Gropro- 
tation). 
正如 我 们 已 经 在 1 $2 中 指出 的 , 由 一 任意 的 六 维 张 量 Xo 或 ju 及 一 任意 的 
四 维 向 量 uu, 我 们 可 按 简单 的 方式 组 合 出 两 个 新 的 四 维 向 量 : 


A E hum 以 及 d E nam a3) 
E r 
6. 现在 为 了 再 拿 出 一 点 新 东西 来 , 我 们 指出 , 由 坐标 A 可 以 组 合 出 两 类 大 三 
重量 (Grabentripei', 我 们 把 它们 称 之 为 三 维 张 量 (Dreiertensoren). 


这 就 是 , 通过 下 述 两 个 标量 
N+2A 


我 们 就 得 到 两 个 三 元 不 变量 : 
(Ara E A23)? + (Aza + Aaf + (Asa + Ars: 

由 此 得 出 下 述 两 组 量 : 

Au + Aen, Ae + Aar, Asa Am, 

Au — Ae, An — Ja, Asa — A12, 
每 一 组 都 作 三 元 正 交 代 换 (顺便 提 一 下 , 它们 绝 不 是 同步 变量 ); 其 细节 我 们 到 $2 
中 再 回 过 来 谈 . 在 此 我 们 要 记 起 Xix 原来 的 电磁 学 意义 . 我 们 有 

Ms=L, M1=M, M2=N, 

Aua zs LR, M4=iy, Ana zë. 


(14) 
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因此 就 可 以 用 (14) 式 中 的 三 元 量 (Dreiergr58en) 来 作 复数 组 合 
L+iX,M +iY,N+iZ, (15) 
这 些 我 们 在 处 理 Maxwell 方程 组 时 就 已 经 常 引用 过 , 只 是 没有 直接 转 到 这 里 明显 
地 表现 出 来 的 原理 上 来 . 
7. 最 后 是 十 维 张 量 , 这 我 们 在 前 面 (第 一 章 B, $4) 中 就 已 经 提 到 过 . 它 讲 的 是 
任 一 由 一 四 维 向 量 的 坐标 构成 的 二 次 型 的 系数 as 的 总 体 , 因而 它 讲 的 也 就 是 量 丛 
ou, 它们 在 Lorentz 群 下 这 样 来 代 换 , 使 得 
KEEN a6) 
为 不 变量 . 我 们 在 上 面 所 引用 的 地 方 也 已 经 提 到 过 那个 特殊 的 十 维 张 量 , 其 系数 为 
DEET HEH 
8. 有 一 个 简单 的 方法 能 从 一 个 六 维 张 量 导出 一 个 十 维 张 量 . 依据 (13) 式 我 们 


Sr 
EAR 
` 
MHRIS ARVE it, 而 且 即 使 我 们 重复 这 个 代 换 : 


wh = Po Anvi 
得 到 的 仍然 是 一 个 四 维 向 量 . 我 们 把 这 两 个 代 换 结合 起 来 则 得 到 : 


EK 
CX 


而 且 其 中 出 现 的 那 组 系数 , 因为 对 主 对 角 线 对 称 , 是 一 个 十 维 张 量 值得 把 它们 详 
细 写 出 来 . 适当 地 对 指标 排序 , 我 们 得 到 : 

Afa- Aa Ala Aaen a Aradas + Asien Azda 十 Xi3Aa4 
Aenha +AA 一 和 一 入 一 Achen + Aa Aug MN + Aenhag 
Asadar + Asia ` Zeche + Gs 一 和 .一 AB Aa AoA + Asada 
Ae ken + Amien Mads + Ae An ` Au Aua +AA Ai — Afa — As 


我 们 再 在 上 式 中 处 处 都 加 上 La 0. 我 们 就 得 到 下 面 的 矩阵 `, 它 在 研究 A 的 电 
磁场 时 很 有 用 , 为 此 我 们 用 一 个 特殊 的 字母 F 来 表示 : 
Re eg 
E DECH e 
al E ya) SE 
ei IECH 
1 
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其 中 右 下 角 的 项 , 如 我 们 再 把 它 除 以 cz, 并 用 X,Y,Z, L, M,N 写 出 来 就 取 以 下 的 
ÉR: 
Ia (X +Y? +Z? Met, 
这 个 表达 式 ( 取 在 单位 体积 上 的 值 ) 物理 学 家 习惯 上 把 它 称 之 为 比 能 量 (spezifische 
Energie)， 由 此 人 们 对 这 个 十 维 张 量 就 给 予 了 特别 的 关注 (所 以 有 时 就 直接 把 它 称 
之 为 “世界 张 量 "). 因而 比 能 量 相对 于 Lorentz 群 绝 不 是 什么 不 变量 , 而 不 过 仅仅 
是 一 个 十 维 张 量 的 一 个 分 量 . 其 余 分 量 的 物理 意义 我 们 将 在 以 后 再 讲 . 
9. 一 般 来 讲 , 由 一 个 十 维 张 量 的 分 量 aix 及 一 个 四 维 向 量 wx 可 以 下 述 形式 产 

生 一 个 四 维 向 量 

Baam i=1,2,3,4. 

` 


作为 特殊 情形 我 们 又 有 
Bair i 
Sia m 
Ork 


WË (18) 


这 个 向 量 Sommerfeld 称 之 为 十 维 张 量 aik 的 向 量 散 度 (Vektondivergenz)， 对 于 电 
磁场 的 十 维 张 量 F 来 说 可 以 用 Maxwell 方程 组 证 明 它 的 向 量 散 度 恒 等 于 零 (这 一 
点 既 可 以 通过 F 的 构造 规律 看 出 , 也 可 以 通过 具体 计算 来 验证 ). 我 们 将 在 86 PR 
入 讨论 . 


82 再 谈 四 元 数 


本 节 的 讲述 大 部 分 将 以 Minkowski 在 1907 一 1908 年 的 重要 著作 为 依据 . 
Minkowski 在 那里 也 有 时 提 到 可 以 利用 四 元 数 的 表述 形式 , 但 是 看 米 他 可 能 感到 
太 困难 了 . 不 过 我 们 可 以 指明 , 如 何 简单 地 把 理论 的 基本 形式 写成 四 元 数 的 形式 . 

我 们 在 第 en $3 已 经 指出 , 如 何 用 四 元 数 来 表述 行列 式 为 1 的 一 般 正 交代 
换 . 现在 我 们 只 要 青 增加 一 些 新 的 记 法 . 首先 我 们 把 四 维 向 量 (u) 写成 四 元 数 : 


(u) = iu + juz + kus + us. 


再 者 , 我 们 把 一 个 四 元 数 4= ia + jb + ket d 的 系数 平方 和 a? +0? + +d? 记 为 
Nq, 即 q 的 模 (Norm). 这 样 一 来 四 维 向 量 (u) 的 最 一 般 的 么 模 正 交 代 换 , 即 在 正 
交 形 式 中 的 最 一 般 的 Lorentz 代 换 就 可 写成 下 面 的 形式 : 


(19) 


此 处 的 od 为 两 个 任意 的 四 元 数 . 但 是 如 果 我 们 特别 地 令 9 =q, WA No Ne = 
1,aa = ua, 这 样 我 们 就 得 到 了 3 个 变量 wi,wz, us 的 最 一 般 的 三 元 么 模 正 交代 换 的 
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公式 为 : 

(iūı + jūz+ kūs) = gif + juz + kus)q™". (20) 

现在 如 果 还 用 上 一 节 的 三 维 张 量 来 称呼 ， 即 这 样 的 量 从 ， 它 在 四 元 数 的 代 换 


(19) 式 的 作用 下 , 对 u 本 身 则 作用 三 元 正 交代 换 . 这 些 代 换 现在 实质 上 就 由 (20) 式 
来 给 出 . 于 是 我 们 就 求 得 , 在 假设 有 公式 (19) 的 作用 下 , 对 下 述 三 维 张 量 


Aua + Aen, Aza + Asi, Asa 十 Al2， 
其 代 换 为 


Zus + Ma3) +j (Aza + An) + Fan + Jaa) 
= q= (i(Ara + A23) + j (Azs + Aalt iaa + Xlz))g1， (21) 
9 从 其 中 完全 出 局 了 , 而 对 另 一 个 三 维 张 量 
X14 — Azs, Aza — Asn, Asa — Ma2 
相应 地 构造 出 来 的 代 换 则 为 
Ai — Jas) + Ae, — Ka) + Ki — Al 
=a(i(M14 — A23) + Aen — Xai) + Kin — Al". EN 
由 此 也 看 出 来 了 , 在 进行 Lorentz 代 换 (19) 时 , 如 何以 最 简单 的 方式 明显 地 写 出 每 
一 个 An 的 代 换 式 . 但 是 Maxwell 方程 组 本 身 现在 也 可 以 概括 成 简洁 的 形式 . 为 此 
我 们 只 需 构造 下 述 算 符 : 
.| 日 H ð 
Ke tiia tmt Ber = 0 (22) 
于 是 Maxwell 方程 组 的 两 行 就 可 以 写成 下 面 的 简单 形式 : 
{ I0G(Aae + All + Zänn + Xai) Kiss + A12) = 0, 
I (ifra - A23) + jat — As1) + k(Asa - A12))0 = 0, 
这 一 点 可 通过 验算 证 实 . 
但 是 证 明 这 一 方程 组 在 代 换 (19) 或 (21) 与 (20) 作用 下 保持 不 变 这 一 点 不 用 
中 间 计 算 就 可 得 出 . 这 只 要 从 对 称 性 的 考虑 出 发 就 中 够 了 考虑 (19) 式 中 的 因子 
e äu 1. 则 方程 组 1 保持 不 变 , 因为 所 说 的 因子 Jr ETAS o 2M, 
前 另 一个 因子 iO + 2s) +.… 则 根本 不 发 生 故 变 . BEDEA IT 首先 取 下 壕 形 
式 : 


(23) 


q 
dän — A23) + j (A24 — A31) + k(Asa 一 Ale" e 0=0, 
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其 中 符号 0 前 由 水 平 曲 括号 括 起 来 的 最 后 两 项 (人 们 可 按照 四 元 数 乘法 的 结合 律 
把 它们 合 起 来 ) 如 果 今后 将 不 再 考虑 分 母 VNG 的 话 , 将 互相 抵消 , 因而 只 有 前 面 
的 9 作为 因子 出 现 , 于 是 方程 组 的 成 立 不 会 受 影响 . 公式 (19) 还 可 以 再 次 加 以 推 
广 , 这 个 推广 形式 是 我 们 以 后 要 用 到 的 . 在 (19) 式 分 母 上 的 是 下 述 平方 根 式 : 


Vatt Paty + d’). 
为 了 得 出 有 理 的 表达 式 , 我 们 需要 取 下 式 , 看 来 这 也 不 是 什么 约束 条 件 , 令 
at HPH E Hd, (24) 


而 且 也 为 了 用 独立 参数 的 有 理 函 数 来 满足 这 个 条 件 , 我 们 以 表面 上 不 对 称 的 形式 
Ké 


SCH An, Bee SE, dtd o 
H 2 2 2 (25) 
d b +d d 
La Bb, Fäi, =D 
对 应 于 (24) 式 我 们 有 
A142 + BiBs OC DiDa=0， (26) 


因而 这 8 个 量 中 的 一 个 可 以 通过 其 余 7 个 量 表示 出 来 . 如 果 我 们 真 的 这 样 算 , 对 称 
性 就 要 受 损 . 为 此 我 们 要 把 这 8 Mit Ai, , Da 全 都 保留 下 来 , 并 要 求 它们 受到 条 
AE (26) 的 约 东 . 此 外 如 我 们 令 


iAr +jBi + kC, + Di = Quy 
iA2 + jB + bat Dz = Qa, 


我 们 就 将 有 


q = i(A1 + A2) + j(Bı + Ba) + k(C1 + C2) + (Di + Da) = Q1 + Qa, 
q = -i(A1— A2) — j(Bı ~ B2) ~ k(C1 — C2) + (Di ~ D2), 


因而 有 
= (i(A1 — A2) +j(B1 — B2) +k(C1 — C3) + (D1 DT 
= (Qi al 
从 而 公式 (19) 现在 就 可 以 写成 
(DQ1 — Q2) = (Qa + Q2)(u) (27) 


EEGEN 
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(其 中 8 个 量 41,… , Dz, 我 们 已 给 它们 加 上 了 条 件 (26), 显然 是 以 齐 次 出 现 的 , 所 
以 在 我 们 的 公式 中 实质 的 参数 个 数 具有 正确 的 值 6). 顺便 说 一 下 , 从 (19) 式 导致 
(26) 式 及 (27) 式 的 少量 的 中 间 计 算 已 经 在 Cayley 的 原始 著作 中 就 有 了 ; 只 不 过 是 
完全 相反 的 顺序 (所 以 公式 (19) 是 作为 结果 给 出 的 ; 见 Crelles Journal 50, 1855 = 
Cayley EE D 卷 , 202 页 及 以 后 , 特别 是 其 中 的 213 - 215 页 ). 最 后 , 我 们 作出 以 
下 几 点 说 明 来 结束 本 节 : 


1， 如 果 我 们 的 实 系数 线性 代 换 不 是 保持 好 vi vi PE, 而 是 保持 
ër wi WE, 则 必须 把 (27) 式 写成 : 
(aa + lili + jz + kds))(Q — €Q2) 
= (Qı +EQ2)(u4 + eliui + jus + baal, (28) 


其 中 e 就 是 普通 的 虚数 单位 : ez = 一 1. 
但 是 这 时 三 维 张 量 的 变换 公式 (21), (21) 就 要 写成 : 


(Qi — eQ2) (i + cher + Ae + Ea) 十 (Na + eX12)) 


=(i(M14 + eXa3) + j(Xa4 + eier) + Min +E12))(Q1 一 <Qa) (29) 
Dia — ciel + Aen — ha) + Minn — EX12))(Q1 + stil 
=(Q1 + eQa)(i(Ms - Eza) + j (Ana 一 eXa1) + Min — eX12). oi 


2. 我 们 要 来 把 这 几 个 公式 和 前 面 的 那 几 个 综合 起 来 , 办 法 就 是 , 我 们 决定 放弃 
Se), 因为 我 们 还 打算 这 样 来 推广 , 使 得 


drëtt div 


保持 不 变 , 其 中 我 们 取 <? = te. 

就 是 在 这 个 地 方 有 了 这 样 的 可 能 , Lorentz 群 不 仅 在 它 针对 光速 c 的 实数 形式 
是 合理 的 , 而 且 Galilei-Newton 群 也 是 在 c = oo 的 极限 情形 下 平滑 地 过 渡 出 来 的 . 
这 我 们 只 要 在 (28) 式 中 补充 上 e? = 0 的 条 件 , 因而 就 是 这 样 来 算 <, 就 像 人 们 在 对 
待 无 穷 小 时 所 习惯 做 的 那样 . 

由 此 我 们 就 进 和 人 了 所 谓 的 双 四 元 数 (Biguateri5nen) 的 领域 , 这 是 几何 学 家 早 
就 长 期 工作 过 的 领域 只 不 过 是 他 们 自然 不 会 对 uuz us ua 作物 理解 释 , 而 
是 把 它们 看 成 是 三 维 空间 中 的 比例 坐标 (Verhiltniskoordinaten)， 这 样 一 来 , 代 换 
(28), 依据 对 e? 所 派 定 值 的 不 同 , 分 别 给 出 椭圆 的 , 双 曲 的 和 抛物 的 空间 Rs 中 的 
“运动 ”( 我 曾 在 当时 建议 采用 Cayley 对 不 同 种 类 的 射影 度量 所 采用 过 的 名 称 " 来 
称呼 这 些 ; 如 果 有 人 不 按照 大 多 数 人 的 说 法 , 而 根据 Riemann 的 一 般 原理 , 称 之 为 

丫 见 本 书 第 一 卷 , 151 - 155 页 (中 译本 123 - 127 M). 
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正常 曲率 的 或 负 常 曲率 的 , 或 零 曲率 的 空间 , 扯 出 这 种 高 层 的 思想 联系 就 没有 什么 
太 大 的 必要 了 ). 

将 双 四 元 数 分 成 三 类 (分 别 依 据 ez = +1, 一 1 或 0 而 定 ) 这 件 事 , 人 们 习惯 于 
将 其 归结 于 Clifford, 他 在 留 下 的 几 篇 分 别 写 于 1873 年 和 1876 年 的 未 完成 论文 中 
对 此 曾 有 非常 引 人 注目 的 、 但 并 未 结束 的 论述 文集, 第 20 及 42 节 ). 如 何 才能 借 
助 于 已 取 e? = 0 的 (28) 式 来 可 靠 地 掌控 欧 氏 空间 向 各 个 方向 的 运动 , Study 已 经 
作 了 特别 的 研究 (Math. Ann. 39, 1891). 关于 双 四 元 数 — 正好 还 有 在 它们 与 4 
个 变量 的 正 交代 换 的 关系 上 一 一 的 文献 相当 可 观 , 详情 可 在 法 文 的 数学 百科 全 书 
的 条 目 1 5, 由 Study 和 Cartan 写 的 “复数 " 中 查阅 ( 见 其 中 第 35 - 36 W). 
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四 元 数 仅仅 是 一 个 工具 , 利用 它 我 们 能 可 靠 地 把 Maxwell 方程 组 的 对 称 性 再 现 
出 来 . 我 们 已 经 一 再 指出 过 , Maxwell 本 人 在 他 的 通论 一 书 中 根本 就 没有 写 出 过 微 
分 方程 组 , 而 建立 的 是 积分 关系 一 一 这 无 疑 是 一 种 能 够 把 实验 测量 结果 直接 表达 
出 来 的 方法 , 而 且 它 通常 有 许多 优点 , 例如 , 它 能 把 电磁 场 中 出 现 的 不 连续 性 的 情 
形 很 简单 地 包括 进来 , 其 数学 方面 似乎 到 最 近 才 有 了 严格 的 深入 研究 ; 我 要 特别 提 
出 已 经 讲 到 过 的 那 往 Bateman 发 表 在 1909 一 1910 年 的 Proceedings of the London 
Mathematical Society VII (2) 上 的 文章 . 

我 们 还 会 讨论 到 多 重 积分 , 在 本 节 我 们 用 Gra8mann 的 层 量 来 书写 它们 ; 因此 
我 们 要 用 由 微分 构成 的 两 行 矩阵 ; 


de: dz} dea dr4 
dr dn dn dr 


的 子 行列 式 来 给 定 --“ 面 元 "，“ 空 间 元 " 则 通过 相应 的 三 阶 行列 式 , 而 一 “世界 元 ” 
则 通过 四 阶 行列 式 , 等 等 来 给 出 . 在 引进 了 新 的 变量 下 的 积分 的 行为 完全 可 以 和 在 
普通 书写 方式 下 一 样 来 看 待 . 

举例 来 说 , 设 已 给 一 ( 展 布 在 一 任意 的 世界 块 (Weltstiick) 上 的 ) 四 重 积分 , 我 
们 把 它 写成 如 下 的 形式 : 


站 我 还 要 提起 一 个 在 那里 也 只 是 偶尔 提 到 过 的 , 这 样 好 的 无 名 几何 学 家 , Wiesbaden 地 方 的 中 
学 教师 Unverzagt. 远 在 1871 年 他 就 刻苦 地 研究 了 关于 欧 氏 空间 Rs 的 一 般 的 度量 关系 的 四 元 
数 , 取得 了 丰硕 的 成 果 , 并 就 此 写 出 来 一 份 详尽 的 著述 ( 测 角 和 测 长 的 四 元 数理 论 ,， Wiesbaden, 
1876). 其 表述 与 我 们 所 习惯 的 相 比 自然 是 另 一 类 的 , 我 认为 有 点 不 太 灵活 . 看 到 这 样 一 个 无 疑 是 
很 有 天 分 的 人 , 由 于 未 能 得 到 平等 的 机 会 , 就 被 认为 是 一 个 无 能 的 人 , 真是 一 个 翡 剧 - 
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de: des dea dz4 


M asss) 7 Ss (80) 
zl i dr 
现在 我 们 令 , 例如 ， 
Ti = pi(yr, ya Y3, Y4), (31) 


通过 它 可 将 f(z1,z2,73,754) ÆR flv yz yoya). 于 是 就 直接 得 知 , 变换 后 的 积分 
为 : 


dy dy 
alpn pnpa pa) | dn = die 
Mre Il äi bech la — —— dy) (32) 
dëse 8 viet i 
其 中 De es) 为 相应 的 函数 行列 式 ， 如 果 (31) 式 是 一 个 Lorentz 群 的 代 


Ys 
换 , 则 这 个 行列 式 等 于 1, 于 是 这 时 我 们 特别 有 : 如 果 Ton, zl 是 这 个 群 的 
一 个 不 变量 (一 “标量 "), 那么 该 积分 也 是 这 个 群 的 不 变量 . 
HER, 二 重 及 单 重 积分 有 类 似 的 结论 . 一 个 三 重 积分 要 写成 : 


hi h fe 


dr! dra drs dz, 

` 33) 

Was a mm 
wn 


如 这 里 fi, fas for 表 一 向 量 , 则 这 个 积分 就 会 是 Lorentz 群 的 不 变量 一 个 二 重 积 
分 可 以 写成 : 
IK mu 
e 


如 果 其 中 的 fi 是 一 个 六 维 张 量 , 则 这 个 积分 将 是 一 Lorentz 群 的 不 变量 . 但 是 在 
一 般 的 代 换 (31) 之 下 就 会 得 出 : 


(KS (35) 
其 中 pi 用 如 下 的 方式 来 组 成 : 


(ps EE 
Jmn = "äh Aacht (36) 
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(自然 其 中 fa 里面 的 z1,… ,zs 要 用 mn， ,ys 来 表 出 ) 

接 下 来 是 几 个 定理 , 在 三 维 空间 中 习惯 称 之 为 Gaug 定理 和 Stokes 定理 , 它们 
的 更 一 般 的 形式 (对 维 空间 中 的 m 重 积分 ), 例如 , 是 由 Poincaré"! 和 Goursat”! 
建立 的 ， 在 此 我 将 只 限于 讨论 一 下 二 重 积分 的 情形 ， 设 该 积分 是 在 一 闭 曲面 上 取 
的 , 这 个 闭 曲 而 中 包围 着 的 是 一 三 维 空间 部 分 . 展 布 在 此 曲面 上 的 积分 可 用 展 布 在 
此 三 维 空间 部 分 上 的 三 重 积分 来 代替 . 因为 fa 应 为 一 个 六 维 张 量 , 我 们 把 它 写成 
Aen 并 和 前 面 一 样 , 引入 pw A WFR: 


yeu Ce Den e Don 


Lë e ën der Ze er Dar 
de, dzy 
i Lar à M dz, dzz dzs dza |. (37) 
o tn da dz Pn dzs d'ra 
d'a dr d'es d'a 
由 此 推出 , 如 果 在 整个 R 中 下 述 微分 方程 组 成 立 : 
us _ omi Dua _ Kë M 
Ean h Edah > Gk a 


MANER MANEN ERHET. 如 果 Air NI 
续 性 条 件 的 话 "， 逆 结论 也 能 成 立 、 

这 样 一 来 我 们 就 自动 地 得 出 了 Maxwell 方程 组 ， 实 际 上 我 们 在 前 面 是 以 下 面 
的 形式 给 出 Maxwell 方程 组 的 : 


Aen E 
dk =0, 工 2 =0 对 i=1,2,3,4. 


现在 我 们 来 把 它们 换 成 积分 关系 : 
KEE 
T 


(38) 
下 f KEEN 
C 

式 中 的 积分 是 对 任意 的 闭 曲面 来 取 的 . 并 且 如 果 我 们 把 Xix Si 看 成 是 一 个 六 维 
向 量 的 分 量 (并 按 相应 的 规则 变换 ), 我 们 由 此 就 直接 获得 了 Maxwell 方程 组 对 任 
一 Lorentz 变换 的 不 变性 . 但 是 借助 于 不 太 复杂 的 计算 我 们 就 能 发 现 , 我 们 的 方程 
组 对 z1,… ,z4 的 任意 连续 变换 , 因而 也 就 是 对 我 们 在 上 面 (BI. $7, 末尾 ) 所 讲 到 
的 整个 Gis, 保持 不 变 , 但 对 其 他 种 类 的 变换 则 否 . 关于 这 一 点 可 参考 在 79 页 (中 
译本 71 页 ) 上 所 提 到 的 Bateman 的 著作 . 


UI Acta Mathematica 9 (1887)- 
12! Liouville Journal (6), 第 4 卷 , (1908)- 
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84 ”四 维 势 以 及 与 之 相关 的 变 分 定理 


引进 所 谓 四 维 势 (q,9,q,94) 与 前 一 节 讲述 有 直接 的 联系 . 由 于 我 们 对 任 一 
闭 曲 面 所 取 的 不 变 二 重 积分 


f D Mldrid' ze — d'Seel 
所 
等 于 0, 它 对 一 有 边 曲 面 取 积 分 将 等 于 一 沿 该 边缘 曲线 所 取 的 单 重 积分 


J drs + adea + godza EH (39) 

由 此 根据 广义 Stokes 定理 就 得 出 以 下 结论: 可 以 令 
A D E Rotg (40) 
(从 而 Maxwell 方程 组 II 恒 得 以 满足 ). 在 这 里 我 们 还 可 以 在 A, ,94 上 分 别 加 上 


EH ZZ 而 不 会 导 到 Xu 发 生 改变 , 其 中 f 为 z 的 任意 函数 , 但 要 满足 
必需 的 浊 值 性 和 连续 性 条 件 . 由 于 这 一 点 , 我 们 就 可 以 通过 适当 地 选择 这 个 函数 S, 
使 得 4 能 满足 其 大 散 度 为 零 这 样 的 条 件 : 
a 
EE (41) 

这 样 一 来 , 由 于 (40) 式 的 不 变性 , q 对 于 Lorentz 变换 就 具有 向 量 分 量 的 特性 . 

这 个 完美 的 结果 , 它 提供 了 极其 简化 的 形式 , 在 Maxwell 本 人 那里 就 有 了 萌芽 ， 
但 看 样子 其 完全 的 呈现 是 到 了 1898 年 才 由 Liénard 提 了 出 来 《 电 照明 》 第 16 卷 ). 
但 是 自然 还 是 以 非 对 称 的 形式 提出 来 的 , Lorentz 在 他 的 《Enzyklopiidiereferates ( 百 
科 全 书评 论 ) 》V, 14 的 第 4 节 中 也 使 用 过 它 , 当时 他 写 的 是 : 


18a 
(GY, Z) = -7 Frade, 


(42) 
(L, M, N) = rota, 
其 中 a 理解 为 (三 维 空间 中 的 ) 一 个 三 元 的 “向 量 势 ”(ai,az,as), 而 ” 则 为 标量 势 . 
如 果 在 这 里 按 我 们 先前 的 规定 写 下 
iX — Ann, NI en 8 Anne 
L-Ae, Min, Nr 
再 将 zx,y,z,ict 分 别 写 为 zi, rz,za,ri, 并 且 最 后 取 


Q1,02,03,9 = —q1, We (43) 


EI qi, qa, qs 前 的 负 号 对 应 于 这 种 情况 , 即 Lorentz 是 采用 (z, y, 2) 的 右手 坐标 系 , 而 我 们 则 跟随 
Hertz, 用 的 是 左手 坐标 系 
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我 们 就 会 准确 地 回 到 公式 (40). 这 些 对 称 的 公式 自然 是 由 Minkowski 引入 的 ; 请 参 
考 他 于 1907 年 11 月 在 G6ttingen 数学 协会 上 的 讲演 m . 
现在 我 们 把 表达 式 (40) 带 到 Maxwell 方程 组 中 来 . 于 是 我 们 就 得 到 下 述 四 个 


方程 : 
_ Diva 
A 


(44) 
再 借助 于 (41) R, 我 们 就 由 此 得 : 

De = 0. (45) 
电磁 场 的 微分 方程 组 就 此 化 简 到 了 它 的 最 简单 的 形式 . 进一步 的 发 展 是 , 我 们 把 


Maxwell 方程 组 
Oe 


d B= 对 i=1,2,3,4 
与 一 变 分 定理 联系 起 来 . 我 们 要 写 下 : 
But Mdridradradrs = 0P ， (46) 
M E Gugegeg: 
其 中 要 令 
Au zi fo _ ai 
"ës rk 


并 且 要 这 样 来 作 变 分 , 即 让 o, ,qs 作 一 任意 的 改变 5g1,… öga (只 要 它们 在 边 
界 上 必须 为 零 , 这 一 点 在 积分 符号 的 上 下 用 水 平 线 来 表示 这 个 意思 ), 实际 上 我 们 用 
平常 的 法 则 来 求 变 分 5.: 


DÉI i [E (z Cl dridradradze. an 


它 就 立即 导致 了 Maxwell 方程 组 1. 

Maxwell 方程 组 对 Lorentz 变换 的 不 变性 就 再 次 直接 显露 出 来 了 ， 这 是 因为 
Ean 对 这 个 变换 而 言 是 一 个 标量 . 不 过 这 也 能 从 它们 之 间 存在 下 述 微分 关系 : 
D 


Då 2 E 2a) Ae 


EK (中 译本 68 页 )- 
m 请 注意 这 里 与 61 页 (中 译本 57 - 58 页 ) 上 人 人 Ge 和 (4) 在 形式 上 的 相似 性 . (H.) 
包 我 们 又 回 到 了 体积 元 的 通常 的 记号 dzl - dz2… 
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直接 看 出 来 . 而 且 如 果 我 们 在 % 上 增加 一 个 任意 的 E? Au 仍然 保持 不 变 . 相应 
地 我 们 将 变 分 (47) 式 中 的 An, 写 为 Si 则 得 到 下 述 恒 等 方 程式 : 


UI 


借助 于 分 部 积分 的 变形 可 得 对 任意 的 5f 有 : 


UD A D £ Cl BECH) 


由 此 就 得 到 了 所 述 的 关系 式 . 将 这 里 的 完全 对 称 的 变 分 定理 与 我 们 在 第 一 卷 , 第 5 
章 中 根据 Mac Cullagh 所 讲 的 非 对 称 的 结果 做 一 对 比 , 是 很 有 意思 的 . 为 了 得 到 最 
后 的 结果 , 在 我 们 至 今 的 讲述 中 只 假定 了 g = 0 (这 实质 上 没有 什么 限制 , 而 只 不 
过 是 让 dg, A, 5gs 显现 出 来 ). 

当 涉 及 引进 新 变量 时 , 变 分 定理 就 特别 有 用 . 这 个 法 则 我 们 将 来 在 证 明 Maxwell 
方程 组 对 z1,… ,z4 最 一 般 的 共 形变 换 , 即 起 如 下 作用 的 变换 : 


Wir + da3) dg + + dd) ip #0) (48) 


保持 不 变 , 因而 也 就 是 在 整个 G1s 的 作用 下 保持 不 变 时 , 还 要 用 到 . 变 分 定理 (46) 


Ed 
6 J.A} | dzidzadrsdz =0 
lz d 1dr2adradrs 


在 任意 的 共 形 变换 下 保持 不 变 , 我 们 的 证 明 就 是 简单 地 以 这 一 点 为 基础 的 . 
和 在 (31) 式 中 一 样 , 设 


= psy, ya, ys, ys) 
那么 首先 , 正如 Jacobi 在 当年 讲 到 过 的 , 我 们 要 将 
de des - den dra 代 换 成 D - dy - dyz - dys - dya, (49) 


其 中 D 理解 为 函数 行列 式 


而 这 一 点 我 们 已 经 借助 于 Gra8mann 的 书写 方式 在 (30) 式 , (32) 式 中 作 了 直观 的 
说 明 . 
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剩 下 来 的 还 要 研究 
L5 /a ou 
GEHT 
是 如 何 变化 的 . 
首先 , 对 de; 我 们 有 下 述 齐 次 线性 代 换 
dr; = Za 十 … 十 Gg (50) 
(它们 的 行列 式 刚好 就 是 函数 行列 式 D). 算 子 A , 32. 同样 还 有 q 它们 相 
对 于 de 的 变化 行为 是 送 步 的 (后 者 是 因为 gd.… + zs 是 一 个 不 变量 ). 举 
例 来 说 , 我 们 有 : 
a= Die Die Im 


(其 中 我 们 用 在 a Er Ai 接 下 来 的 就 是 要 计算 变换 
后 的 ,因而 也 就 是 计算 量 
An Dr 28 
äu Our 
DE EE ED 
的 项 刚好 都 互相 抵消 了 . 一 切 运行 得 就 好 像 在 线性 代 换 (50), (51) 中 的 系数 都 是 党 
数 一 样 . 只 要 我 们 还 和 从 前 一 样 , 留 在 初等 不 变量 理论 的 范围 内 : A 的 行为 就 会 和 
由 两 行 对 dz 为 进步 的 量 所 组 成 的 行列 式 一 样 
我 们 甚至 还 是 在 正 交代 换 的 范围 内 , 只 不 过 是 J dz? 借助 (48) 式 , 不 是 变 成 
Dav, 而 是 恰好 变 成 p? Y dy? 稍 加 思考 就 可 见 , 代 换 行列 式 D 这 时 已 不 再 是 
十 1, 而 是 二 pt WER. AC WERT YOA : p, 这 二 者 在 积分 符号 下 出 现 
的 p 的 每 次 互补 ,因而 正好 互相 抵消 , 所 以 积分 在 变换 下 , 除了 可 能 发 生 符号 改变 
外 , 是 不 变 的 . 但 是 如 果 我 们 令 积分 的 变 分 = 0, 这 个 符号 改变 就 没有 什么 意义 因 
而 Maxwell 方程 组 就 实际 上 保持 不 变 . 


(52) 


85 ”我们 的 四 维 分 析 在 具体 问题 上 的 应 用 举例 


作为 保持 Maxwell 方程 组 不 变 的 变换 群 , 我 们 有 : 
1. Lorentz 群 ， 
2. 包含 这 个 Lorentz 群 的 共 形 群 Gis, 

并 且 产 生 了 我 们 可 以 拿 它 们 做 些 什么 用 的 问题 
在 所 有 这 种 应 用 中 对 数学 思想 而 言 呈现 两 个 层次 : 
a) 用 变换 从 已 知 的 关系 中 得 出 新 的 关系 来 ， 
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b) 将 思维 习惯 一 直 发 展 到 抽象 的 级 别 , 这 样 人 们 只 要 知道 , 哪些 是 在 群 的 作用 
下 保持 不 变 . 这 一 发 展 过 程 我 们 已 经 在 第 一 卷 的 第 4 章 中 以 一 新 几何 为 例 讲述 过 ， 
这 一 新 几何 是 由 空间 的 射影 变换 给 出 的 : 那些 训练 有 素 的 射影 几何 学 家 , 把 几何 学 
前 辈 所 完成 的 、 并 把 它们 看 成 是 重要 的 那些 结果 , 认为 都 可 用 射影 变换 得 到 , 它们 
只 不 过 是 自明 的 事 ; 对 于 他 们 来 说 它们 是 同一 个 思想 的 不 同文 本 . 

IER Lorentz 群 在 上 面 所 指明 的 含义 下 的 这 两 个 层次 , 是 我 们 要 从 头 到 尾 讲 一 
下 的 . 原来 一 一 在 Lorentz 本 人 , 以 及 在 Larmor 等 人 那里 一 一 只 是 a) 意义 下 的 
一 种 辅助 工具 , 通过 Poincaré, 以 及 首先 是 通过 Einstein 以 及 Minkowski, 它们 才 变 
成 了 一 种 与 观点 b) 相应 的 “世界 观 ”的 基础 

至 于 谈 到 Gis, 它 可 能 还 没有 吸引 到 太 多 的 注意 . 它 至 今 还 只 是 在 a) 的 意义 
下 被 应 用 着 , 至 于 向 b) 的 过 渡 , 我 曾 就 此 问 过 物理 学 家 , 他 们 的 感觉 是 对 此 彻底 
反对 . 

由 于 本 书 是 一 本 评论 性 质 的 书 , 我 们 今后 也 几乎 只 谈 Go; 在 此 我 不 会 一 开始 
就 许诺 止步 于 传统 的 三 维 情形 , 相反 , 我 们 要 在 一 开始 就 把 四 维 出 发 点 的 全 部 简单 
性 凸现 出 来 . 

在 本 节 中 我 们 来 谈 Lorentz 群 在 a) 意义 下 的 应 用 . 我 在 这 里 只 提出 两 个 问题 ， 
二 者 都 涉及 单个 电子 . 它 的 瞬时 坐标 可 以 用 z1,… ,z4 来 标记 . FE, 为 了 不 至 于 
导致 非 对 称 性 , 我 们 必须 改变 速度 的 概念 (CHAT rs 的 特殊 地 位 ). 我 们 宁可 把 
mr po 对 不 变 弧 长 元 


ds = yda? + da3 + dz di 63) 
来 微分 , 并 将 下 述 微分 系数 的 总 体 : 
(54) 
当做 方向 向 量 ; 自然 这 时 有 
DEE EEN (55) 
如 果 我 们 写 下 在 一 瞬时 适当 的 Lorentz 变换 , 使 得 有 
nm = z4 = 0 以 及 同样 有 式 二 式 二 芭 = 0, 
这 里 我 们 设 取 z4 = +1, 我 们 就 可 以 得 到 对 速度 的 通常 的 理解 . Minkowski 把 这 种 
前 面 三 个 方向 向 量 的 分 量 为 零 的 事 认为 是 : 把 电子 变换 成 静止 . 然后 我 们 来 对 这 样 
一 个 静止 的 电子 求 出 它 的 传统 的 物理 知识 , 即 用 一 个 任意 的 Lorentz 变换 导出 它 的 
普遍 定律 . 
第 一 个 问题 : 一 给 定 电磁 场 对 一 作 任意 运动 的 电子 的 作用 . 
给 定 的 是 Xix, 根据 先前 所 做 的 规定 , 它们 与 平常 用 的 X,Y, Z, L, M, N 之 间 的 
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关系 为 : 
EX Ann EY Änn ef Ann, Iess CH 
L=)s, M=), NA, 
我 们 由 此 来 构造 一 个 四 维 力 ， 即 一 个 作用 在 电子 上 的 四 维 向 量 , 它 的 前 三 个 分 量 
Pi, Pa, Pa 对 应 于 普通 力学 中 力 的 三 个 分 量 , 而 其 第 四 个 分 量 Ps 应 该 这 样 来 算 , 使 
得 在 任何 时 候 都 有 
MP +z2P + T4 Ps + zaPs =0. (56) 
于 是 根据 传统 的 物理 规律 , 一 个 带电 荷 为 e, 静止 于 一 给 定 的 电磁 场 中 的 电子 所 受 
的 四 维 力 就 应 写 为 : 
P=eX, P=ey, P=eZ, Bast (57) 
因而 用 A 来 表示 为 : 
及 = geha, Ps -zeian, Py=-eeM Ps=0. (57°) 
此 外 我 们 提出 一 个 公设 , 认定 对 一 个 运动 中 的 电子 , 它 所 受 的 四 维 力 还 仅仅 只 与 一 
阶 微 商 zi,… ,z 相关 , 而 且 甚至 是 线性 相关 . 这 样 一 来 就 可 以 清楚 地 看 出 , 公式 
(57) 可 以 看 成 是 下 述 一 般 公式 : 


Pi = -eeD Nukzt ,Py = ee Y Auer (58) 
G r 
的 一 个 特殊 情形 . 


到 此 我 们 的 问题 就 已 经 解决 了 ; 但 是 我 们 还 要 对 电子 在 给 定 力 场 中 的 运动 讲 几 
名. 仿照 与 通常 力学 的 对 比 我 们 令 (其 中 m 表示 与 电子 联结 在 一 起 的 惯性 质量 ): 


mz! = P; = —ee D Ais, (59) 
E 


我 们 再 把 这 里 的 和 用 场 的 四 维 势 g 表 出 , 这 些微 分 方程 又 能 优美 地 纳入 一 个 变 分 
定理 的 形式 ( 它 相 当 于 通常 力学 中 的 Hamilton 原理 ) 


gi (z Za Call ds=0 (60) 


a 4 
1 因为 根据 81 页 (中 译本 74 页 ) 的 (13) 式 , 无 论 如 何 (58) 式 都 是 表示 一 个 向 量 ,而且 air, 
E 
是 一 个 不 变量 . 对 于 z4 = rh = ah = 0,24 = 这 个 特殊 参照 系 , 其 分 量具 有 由 (57) 式 所 给 的 值 ， 
因而 有 Sin = 0, 即 (56) 式 得 到 满足. 从 而 (56) 式 在 任何 参照 系统 中 者 能 成 立 | 
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(要 进行 变 分 的 是 rs 积分 号 上 的 横 杠 ， 和 以 前 一 样 , 表示 在 积分 限 上 的 变 分 为 零 ). 
实际 上 , 我 们 可 按照 变 分 法 的 一 般 规 则 从 (60) 式 导出 下 述 方程 : 


所 以 我 们 正好 回 到 了 公式 (59). — 因为 zf = 1, 我 们 可 以 将 变 分 原理 (60) 式 
换 成 下 面 的 式 子 , 这 对 某 些 观点 是 有 好 处 的 ， 


gi (Ereg) ds=0. (61) 


这 里 所 有 的 项 都 是 x 的 一 阶 齐 次 项 , 因而 我 们 也 可 以 把 它 写成: 


d (n [Eere Ea) =0. (6r) 


第 二 个 问题 ; 关于 一 个 做 匀 过 运动 电子 的 电磁 场 . 

为 了 避免 并 排 写 太 多 的 下 标 , 我 又 要 回 过 来 把 zi, zz, zs,z4 HR v, y, z, l, 而 且 
al, li 就 直接 写成 m B,mY,6 (自然 这 时 有 a? +P E = 1) 一 个 电子 ， 
如 果 它 在 Rs 中 划 出 一 条 直线 , 我 们 就 说 它 做 匀速 运动 , 因而 这 时 它 的 坐标 就 可 写 
成 以 下 形式 : 

zo 十 sa ia, zeiten 加 十 56. (62) 
确定 场 的 目标 就 是 要 寻求 相应 的 四 维 势 ， 我 们 再 次 将 电子 的 运动 起 点 选 为 坐标 的 
原点 , 并 将 电子 运动 变换 到 静止, 因而 我 们 令 


z0=W=20=lo=0; a=ß=7=0, 6=1. 


在 这 个 坐标 系 中 可 以 把 流动 坐标 记 为 z,5,3,1. 于 是 初等 的 物理 直观 就 告诉 我 们 四 
维 势 如 下 : 


Aen Ach Ach Ar: (63) 

其 中 站 = EI AFE AR e= VI 实际 上 , 由 此 下 述 方程 组 能 成 立 : 
Dé. Da, Divg=0. 
现在 我 们 来 用 91 页 (中 译本 83 页 ) 的 公式 (40) 计算 电磁 场 的 分 量 : 


SA. a , e 
2 -ee= 气 ， Then. Ža -ea 


L=0, M=0, Ñ =0, 
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这 与 传统 的 观点 结果 是 一 致 的 . 
现在 要 来 做 的 就 是 将 四 维 势 (63) 式 推广 到 由 (62) 式 所 表示 的 一 般 情况 中 去 . 
我 指出 解 的 结果 如 下 : 


SE a=- pna, TE oi 
其 中 R 的 表达 式 如 下 : 
R=+V((z — 2} +--+ (l lo)?) — (a(z — zo) + -> +6( o))?. (64') 


其 证 明 只 要 注意 到 , (64) 式 确定 一 个 四 维 向 量 (因为 R 中 的 各 项 都 是 标量 ), 而 
E (64) 式 在 特殊 情况 下 会 过 渡 到 (63) 式 . 此 外 , 正如 入 们 在 特殊 情况 下 容易 看 到 
的 , R 可 以 解释 成 点 z,y,z,l 到 电子 所 画 出 的 世界 直线 (62) 式 的 垂直 距离 

那个 在 世界 直线 上 随机 挑 出 的 点 zo, yo, zo, lo 在 (64) 式 , (64') 式 中 不 起 什么 特 
别 的 作用 . 因为 我 们 可 以 看 出 , R 也 可 以 写成 下 述 形式 : 


R= YF u 


其 中 pow 是 下 述 矩 阵 的 二 阶 子 行列 式 : 


z-z y-w z-% l-b 
a 有 YỌ EI 


当 人 们 用 一 般 的 表达 式 (62) KHB zo, yo, zo, lo 时 , 它们 这 方面 是 肯定 不 会 改变 的 . 
人 们 可 以 利用 这 个 情况 来 进一步 简化 公式 (64), (64). 即 我 们 这 样 来 选 在 世界 
直线 上 的 点 zo,yo, zo, lo, 使 得 有 


(2 — zo)? + (y — yo)? + (2 — 20)? + (l — lo)” = 0" . 


于 是 有 
ea ep 
n=- éch, A är 


(65) 
其 中 
P = (a(z — z0) + ën — yo) + y(z — zo) + AU — lo)). (65) 
这 个 这 样 写 出 来 的 结果 是 那样 一 个 公式 的 特例 , 这 个 公式 是 Liénard F 1898 年 
(《 Eclairage électrique ( 电 照明 ) 》 的 第 16 卷 ), 以 及 独立 于 他 的 Wiechert ( Archives 
Neerlandaises (荷兰 文献 集 )》, 1900, 549 页 ) 对 一 个 任 选 的 (设想 为 点 状 的 ) 电子 的 
四 维 势 所 建立 的 ; 我 们 还 会 回 到 这 个 公式 上 来 (115 页 (中 译本 105 页 )). 


1 由 此 zo, yo, zo, lo 还 有 一 个 符号 是 未 定 的 , 我 们 将 在 下 一 节 来 处 理 这 个 唯一 性 的 问题 . 
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上 面 处 理 的 两 个 例子 可 以 算是 Lorentz 群 Go 在 上 面 用 a) 标志 的 意义 下 的 
应 用 的 例子 ， 如 果 我 们 在 上 面 的 第 二 个 例子 中 , 将 应 用 Gio 代 之 以 应 用 共 形 变换 
群 G1s, 我 们 就 得 到 电子 的 这 样 一 种 运动 情形 ， 这 时 它 在 z,y,z,l 的 R 的 一 个 
圆周 之 上 ， 因 而 在 z,y,z,t 的 空间 中 就 会 在 一 条 双 曲 线 上 运动 , 其 渐 近 线 与 锥 体 
dei + dy? + dz? - Pdt? = 0 的 两 条 母线 平行 . Born 所 讲 的 (一 个 电子 的 ) “ 双 曲 运 
动 " 就 正 是 这 种 情形 . -一 一 指出 这 点 之 后 我 该 就 此 打住 . 


$6 Lorentz 群 的 相对 论 


我 们 现在 要 来 稍微 详细 一 点 地 讲 一 讲 上 一 节 提 到 的 b) 点 了 .( 按 照 b) 点 ) 也 就 
是 说 只 有 那些 对 Lorentz 群 为 不 变 的 结论 才 有 意义 ; 例如 , 一 个 标量 具有 确定 的 数 
值 , 又 如 , 一 个 四 维 向 量 或 一 个 十 维 张 量 恒 等 于 零 , 或 一 个 十 维 张 量 的 向 量 散 度 恒 
GTE, 如 此 等 等 . 物理 学 的 一 切 论断 都 必须 总 结 成 具有 这 一 特质 ， 这 是 相对 论 性 
的 思维 方式 的 本 质 , 我 们 把 这 看 成 是 这 个 理论 的 终极 结论 

可 异物 理学 的 现代 表述 的 发 展 走 得 还 不 够 远 , 以 致 我 们 在 这 里 还 拿 不 出 大 量 的 
例子 

所 以 我 们 在 这 里 只 是 着 重 指出 , 与 传统 物理 的 观念 相对 比 , 那里 作为 标量 出 现 
的 量 , 现在 既 可 能 仍 是 标量 , 也 还 可 能 是 一 个 四 维 向 量 的 第 四 分 量 , 或 还 可 能 是 一 
个 十 维 张 量 的 最 后 一 个 分 量 (正如 只 要 人 们 能 看 到 , 如 果 我 们 令 = 1, Lorentz-Gio 
就 简化 成 Euklid 的 Ge; 一 个 四 维 向 量 的 第 四 个 分 量 以 及 一 个 十 维 张 量 的 最 后 的 一 
个 分 量 从 而 就 会 保持 不 变 ). 

当 我 们 引入 (一 电子 的 ) 质量 m 和 电荷 e 时 , 我 们 是 把 它们 当做 标量 来 引入 
的 , 这 从 上 节 的 (59) 式 就 可 以 看 出 

电磁 场 的 标量 势 (34 中 公式 (42) 中 的 o) 是 四 维 向 量 的 一 个 分 量 , 而 它 的 比 能 
量 ( 即 能 量 密度 ) 则 是 一 个 十 维 张 量 的 一 个 分 量 (我 们 在 §1 的 末尾 已 经 提 到 过 ). 

为 了 使 这 个 特别 重要 的 十 维 张 量 (81 中 的 公式 (17)) 与 传统 物理 的 联系 更 加 清 
楚 地 凸显 出 来 , 我 还 要 把 它 用 分 量 X,Y, Z, L, M, N 写 出 来 , 写 的 时 候 把 最 后 一 行 和 
最 后 一 列 各 项 中 的 因子 ec 分 离 出 来 . 于 是 结果 为 : 


UEL ` vun LN+X2 


D Ët 
M? -Na 一 [2 LZ-NX 
mexr } DEE E 

uns aan 3( 


NY M7 LE NX uxw | SEH 


` ` ` ES 


KE ECH 


KEEN 
dz?,2dzdy, dy’, --- ,dt?. 


我 们 在 (66) 式 中 用 横 隔 线 把 其 中 的 项 这 样 来 相互 分 隔 开 , 为 的 是 这 样 可 以 得 到 它 
们 传统 的 物理 解释 : 

最 后 一 项 的 意义 , 我 们 已 经 说 过 , 一 一 现在 只 是 多 了 个 负 号 一 一 是 比 能 量 . 

最 下 面 的 横行 , 或 最 右边 的 纵 行 ( 列 ) 中 另 三 个 项 , 我 们 把 它们 称 为 电磁 冲 量 
(elektromagnetischen Impuls). 

但 是 头 九 个 项 , 人 们 特别 把 它们 称 为 介质 的 Maxwell 应 力 . 

十 维 张 量 (66) 现在 还 有 一 个 重要 的 性 质 , 即 它们 的 向 量 散 度 恒 为 零 ， 

第 四 横行 现在 可 以 写成 : 

(D -MZ 


e ETH (67) 


ðr Ou 0z ðt Zei 


它 所 表示 的 就 是 Poynting 首先 给 出 的 (Phil. Transactions 1884) 能 量 守恒 定律 : 冲 
量 分 量 被 看 成 是 “能 流 的 分 量 (Strömungskomponenten der Energie)”( 因 此 人 们 也 
把 它 说 成 是 Poynting 流 )- 

但 这 里 也 同时 说 明 ， 这 个 定理 也 只 与 第 四 行 相关 ; 其 他 三 个 则 是 说 对 应 于 
Maxwell 应 力 的 每 一 横行 可 以 看 成 是 每 一 冲 量 分 量 的 “( 冲 量 ) 流 分 量 (Strömung- 
skomponent)”. 因而 能 量 定理 和 冲 量 定理 又 再 度 融 合成 一 个 整体 , 正如 我 们 已 经 在 
A, 82 中 对 经 典 力学 的 领域 所 指出 过 的 那样 

这 一 普遍 的 论述 就 足够 了 ! 我 们 老 一 辈 的 研究 者 , 只 有 靠 着 不 断 的 努力 , 完成 
了 这 个 物理 观念 的 内 在 转变 , 正如 后 来 的 Lorentz 群 的 相对 论 所 达到 的 ; 完全 地 在 
这 个 新 的 思维 方式 下 成 长 则 是 青年 一 代 人 的 任务 了 . 


III 回归 Lorentz 群 的 实数 关系 


现在 我 们 要 来 谈论 , 当 我 们 再 度 把 =,y z, l B z, y, z, ect (此 处 c RIE) 时 所 
必须 作 的 一 些 规定 和 变动 , 并 就 此 限于 只 考虑 z, y, z, t 取 实 数值. 我 们 随 Minkowski 
把 这 些 实数 的 z,y, z,t 总 体 称 之 为 世界 (Welt). 


m 自然 会 问 , 共 形 群 G1s 的 相对 论 是 否 会 对 物理 思想 产生 同样 的 作用 . 我 认为 不 会 . Lorentz 
群 对 经 典 理论 的 Galilei-Newton 群 的 全 部 偏离 , 在 根源 上 与 后 者 还 总 是 有 一 定 的 关联 , 这 种 关联 
从 下 一 点 可 以 最 清楚 地 表明 出 来, 即 后 者 是 前 者 在 光速 提高 到 无 限 大 时 的 极限 情形 ( 见 $2, 87 页 
(中 译本 79 页 ). 而 过 渡 到 共 形 群 Cis 则 要 做 许多 根本 的 改变 . 人 们 只 要 想 一 下 , 群 G1s 的 任意 
一 个 变换 都 被 理解 为 对 半径 取 倒数 , 因而 用 它 就 有 可 能 将 任意 一 个 空间 - BH ro, yo, zo, to 变 
到 无 穷 远 . 一 - 就 这 一 点 (因为 它 取消 了 有 限 远 和 无 限 远 之 间 的 区 别 ), 射影 几何 的 思维 方式 不 
可 能 在 物理 中 真正 扎根 . 
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81 导论 
1. 在 齐 次 Lorentz 变换 下 保持 不 变 的 二 次 型 现在 是 : 
了 = (2 — z0)? + (y — yo)? + (z — zo)? — @(t — to)?. a) 


如 果 我 们 令 V7 表 两 个 世界 点 之 间 的 距离 , 则 对 两 个 无 限 靠近 的 点 的 距离 ds， 
我 们 就 有 
ds? = dz? + dy? + d2? dE (2) 


除了 弧 元 的 长 度 ds 之 外 一 一 与 二 次 型 的 不 定性 相对 应 一 一 我 们 再 以 适当 
的 方式 规定 弧 元 一 个 时 间 段 (Dauer) dr. 我 们 令 : 
dz? + dy? + dz? 
ZE 


dr? = d? — (3) 


2. 同步 变换 和 逆 步 变换 现在 已 不 再 是 完全 一 致 了 . 微分 形式 (2) WER: 
dzd'z + dyd'y + dzd'z — êdtd't (4) 
显然 无 论 何 时 都 是 标量 . 另 一 方面 线性 型 
ud'z + vd'y + wd'z + wd't (5) 


也 会 是 一 个 标量 . 显然 , 和 dz, dy, dz, -cdt 一 样 , u,v,w, 硬 对 de, d'y,d'z,d't™ , D 
而 也 就 是 对 dz, dy, dz, dt, 作 逆 步 代 换 . 对 它们 来 说 , 也 可 以 用 下 述 二 次 式 : 


e 
vrt- (6) 


来 作 基 本 二 次 型 . 与 此 相 适 应 现在 我 们 就 要 处 处 注意 区 分 两 类 (互相 对 偶 的 ) 四 维 
向 量 . 
3. 特别 是 下 述 符号 


叫 自然 我 们 可 以 把 这 个 微分 形式 放 在 首位 , 这 种 写法 更 简捷 ; 但 是 我 要 强调 , 在 Lorentz 群 这 
里 我 们 还 要 与 初等 不 变量 理论 的 代数 原理 , 因而 也 就 是 要 与 GraBmann-Cayley 的 概念 打交道 , 而 
并 不 是 想 要 追随 Riemann 将 一 个 一 般 的 ds? = DD aikdzidzk (其 中 aix 依赖 于 > 的 方式 为 “ 任 
意 ") 置 于 首位 

D Dauer 与 Time 的 概念 不 同 , 后 者 是 瞬时 的 , 但 在 一 些 中 文 文献 中 , 为 了 方便 起 见 , 有 时 也 简 
称 为 时 间 . 一 一 中 译 者 注 

外 这 里 原文 为 dz',dy',dz',dt', 为 了 与 (4) 式 及 (5) È, 以 及 后 面 的 式 子 一 致 起 见 , 改写 如 左 

一 中 译 者 注 
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现在 对 de, dy, dz, dt RRHH. 这 样 一 来 能 从 给 定 的 标量 f 求 导 得 出 的 一 阶 标量 


2 2 2 
(的 -的 :的 -二 的 ， © 

用 口 来 表示 下 述 二 阶 微分 算 子 : 

i e Le 

= + Bi + er ae (8) 

但 第 二 类 向 量 场 的 大 散 度 则 为 : 
EECH 120 paul, (9) 

4. 以 前 的 正 交代 换 


dz = andri 十 an2dz2 + Q13d73 十 an4dT4 


现在 要 写成 下 面 的 形式 : 


d'z = ondr+ady+ aisdz + ecaigdt, 
d'y = andz + andy + oz3dz + ecandt, 
dz = ode + aszdy + assdz + maat, ao) 
_ made touch + assdz 
ec 

因为 我 们 先前 已 规定 只 限于 zy, zt 的 实 代 换 , 所 以 必须 令 asan as 以 及 aa, 
asz, ads 取 为 纯 虚 数 , 而 令 其 余 的 au 取 为 实数 , 这 一 点 只 要 通过 令 dr, dy, dz, dt W 
一 组 特定 的 值 就 很 容易 看 出 . 

用 双 四 元 数 来 独立 地 表达 以 上 所 定义 的 齐 次 Lorentz 代 换 可 以 由 上 一 部 的 82 
如 下 来 做 : 令 


dt 十 aaadt. 


再 令 Q1,Q2 为 实 四 元 数 " : 
Qi=i4i+jipi+kc+D， 
Q2 = iAz + jB2 + kC2 + Da, 


它 还 要 满足 下 述 “ 正 交 性 条 件 ”: 


A,A + BiB + CiCz + D1 D2 =0. 
E Ar ,Da 为 实数 


8 B Maxwell 电动 力学 和 Lorentz 群 的 相对 论 95 
于 是 代 换 (10) 就 可 写成 如 下 的 形式 : 


(dt + elid'z + jd'y + beid — eQ2) 
= (Qı + eQa)(dt + elidz + jdy + kdz)). a) 


5. 现在 我 们 来 谈 四 维 势 qz,gw,gz,ge, 并 由 此 来 写 下 Maxwell 方程 组 . 我 们 这 
个 新 的 9 应 该 看 成 是 第 二 类 向 量 , 因为 我 们 还 有 , 正如 在 91 页 (中 译本 83 页 ) 所 
指出 过 的 , qzdz + qvdy + qzdz + qedt 应 该 是 标量 . 因而 它们 与 以 前 的 qi,gz,ga,g 之 
间 的 关系 为 : 
a=, =R Q= qt= ecg (12) 
散 度 条 件 为 : 
EC E a3) 


电磁 场 的 场 量 这 时 就 由 下 述 矩 阵 的 子 行列 式 给 出 : 


D 
ðr y öz ai 

je 
和 we Se 


注意 到 我 们 已 经 令 
Ms=eX, Ma=eY, M4=eZ, M3=L, Mi=M, N=N, 
所 以 我 们 就 得 到 : 


aa 


如 果 在 其 中 将 (三 维 的 ) 向 量 势 a = (4:,9y,9:) 及 其 “标量 " 势 = D 代入, 则 所 
得 就 与 在 92 页 (中 译本 83 页 ) 上 由 Lorentz 所 给 出 的 公式 一 致 了 (MATENA 
R (43)). 但 是 我 们 新 的 g 除了 满足 (13) 式 外 , 还 满足 下 述 方程 组 : 


Oa =0, Dgy=0, Dg:=0, Oq =0, (15) 
其 中 O 理解 为 算 子 (8) 式 


82 ”几何 的 辅助 概念 


我 们 将 追随 Minkowski, 但 是 又 将 大 大 超过 Minkowski, 用 几何 学 的 辅助 概念 
来 激活 z,y, zt 的 “四 维 世 界 ” 
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a) 代数 关系 号 
1. 相应 于 上 一 节 的 (1) 式 , 有 一 “ 超 锥 体 (Hyperkegel)” 
$ = (2 - z0)? + (y - vo)? + (z — z0}? — è (t — to)? =0 (16) 


从 点 zo, yo,zo,to 伸展 出 来 ，( 在 各 个 不 同 点 上 的 ) MARERE FR 
的 "; 它们 与 我 们 的 四 维 世 界 的 无 穷 远 地 区 Rs 相交 于 同一 个 基本 几何 形体 (fun 
damentalen Gebilde)， 为 了 对 此 作 一 清 荡 的 描述 ,我们 临时 引入 齐 次 坐标 , 即 我 们 
令 : 
D y=, z228, e Dn 
së ër ré Të 
于 是 上 面 提 及 的 几何 形体 就 可 通过 下 述 两 个 方程 的 联 立 来 表达 : 


(17) 


Zb HR+- dën (18) 
用 ( 道 步 ) 平面 坐标 vi, va, va, va vs 来 表示 , 我 们 只 要 用 一 个 行列 式 等 于 零 的 方程 


duu Zu 09) 


就 可 以 了 . 在 这 个 方程 中 出 现 的 正 负 号 的 配合 是 对 所 有 的 实数 关系 都 适用 的 , 相应 
地 我 们 将 把 基本 几何 形体 (18) 称 为 椭圆 体 . 超 锥 体 f= const 包含 了 全 部 这 些 椭圆 
体 , 也 同时 由 它们 来 标记 . 
2. 如 果 我 们 降低 一 维 , 并 且 , 例如 只 局 限于 z = zo, 而 且 把 z, y, t 解释 为 一 Rs 
的 直角 坐标 , 我 们 就 可 以 很 直观 地 来 解释 这 些 东西 . 于 是 我 们 就 得 到 了 一 个 真正 的 
旋转 锥 体 : 
(2 ef + (y — yo)? - P(t — to)? =0. (20) 


CREER t 轴 平 行 , 而 且 , 如 果 我 们 采用 厘米 和 秒 作 基 础 单位 , 那么 我 们 就 可 
说 它 非 常 扁平 ; 这 时 的 光速 c 就 有 “非常 大 的 ” 值 3. 1019cm/sec. 这 对 抽象 数学 来 
说 自然 算 不 了 什么 , 但 在 心理 上 却 非 同 小 可 . 毕竟 因此 不 会 给 我 们 将 c = oo 的 情 
JÉ, 这 时 (20) 式 变 成 计 入 两 次 的 t= to 的 平面 , 看 成 极限 情形 带 来 直观 上 的 困难 . 
3. 通过 这 样 局 限 到 三 维 后 我 们 认识 到 , 有 一 个 特许 情况 与 超 锥 体 (16) 的 母线 


z=zọ+pa, Hief, z=z0+py, t=to+p6 (21) 
EELER LTL Segre 在 Enzyklopädie (数学 百科 全 书 ), 第 3C 卷 ,7 上 所 
写 的 总 结 性 的 条 目 - 
m 也 许 这 里 这 样 来 规定 更 适合 些 : (z -- zo) = a, =- 二 = E -一 中 译 者 注 
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(其 中 应 有 a ++- oi = 0) 相 联系 . 这 样 一 条 母线 对 它 上 面 的 每 一 个 点 也 
是 锥 体 的 母线 . 还 有 , 从 一 条 母线 上 面 的 点 发 出 的 所 有 锥 体 都 沿 这 条 母线 相 切 . 这 
样 一 来 , 我 们 将 母线 上 的 全 部 点 及 对 应 的 , 在 当前 的 情况 下 是 确定 的 , 切 平面: 


Ksa sf men e ei (22) 


集中 到 一 起 , 我 们 就 得 到 了 以 后 要 讲 的 、Lie 称 之 为 带 (Streifen) 的 一 个 最 简单 的 
例子 (一 般 来 说 , 在 带 上 只 有 在 带 曲 线 上 的 点 才能 与 相应 的 切 平面 互 换 ). 

4.， 由 于 在 (16) 式 中 只 有 差 值 (z 一 z0),… , (t - to) 的 平方 出 现 , 坐标 系 的 
zyz t 轴 将 会 与 我 们 的 超 锥 体 的 任意 四 根 “ 共 罗 直 径 ” 相 平行 .显然 这 种 事情 在 
任意 Lorentz 变换 下 不 变 的 , 而 我 们 可 以 选 这 样 个 别 的 Lorentz 变换 , 它 能 将 (16) 
式 的 任 一 共 轮 直 径 四 重组 变 到 与 其 轴 平 行 . 

这 样 一 来 把 那些 从 点 zo, yo, zo, bel 发 出 的 实 向 量 : 


(z ~ zo), (y — yo), (z — zo), (t — to) (23) 


区 分 为 类 空 (raumartige) 和 类 时 (zeitartige) 两 类 , 就 很 重要 . 一 个 向 量 , 如 果 对 它 
有 f > 0 (因而 也 就 是 说 当 它 位 于 锥 体 (16) 之 外 的 “ 平 直 的 ”世界 部 分 ), 我 们 就 称 
它 为 类 空 的 , 如 果 对 它 有 < 0, 我 们 就 说 它 是 类 时 的 . 在 过 滤 的 情形 中 , 这 时 它 位 
于 锥 体 的 母线 之 上 , / = 0, 就 称 之 为 进化 的 (singulir). 如 果 我 们 说 , 超 锥 体 的 四 根 
实 的 共 二 直径 总 是 三 根 为 类 空 , 一 根 为 类 时 , 这 只 不 过 是 二 次 型 的 惯性 定理 的 另 一 
种 表述 而 已 . 

5. 通过 我 们 把 V7 看 成 是 两 个 世界 点 之 间 的 距离 , 我 们 就 来 到 了 一 般 仿 射 度 
量 的 领域 , 于 是 , 一 类 空 向 量 的 “长 度 " 就 是 实数 , 而 一 类 时 向 量 的 “长 度 " 则 是 纯 
虚数 , 而 一 退化 向 量 的 “长 度 "” 则 为 零 . 基本 形体 (18) 式 的 点 与 任 一 空间 中 的 点 之 
间 的 距离 为 2. 从 zo, yo, zo, to 发 出 的 两 个 向 量 , 如 果 它 们 相对 于 (16) RHINE, 即 
如 果 一 个 在 男 一 个 的 极 平面 (Polarebene) 上 , 我 们 就 说 它们 互相 垂直 . 


b) 无 限 小 几何 的 几 个 最 简单 的 基本 式 


1. 现在 我 们 要 假设 z,y, z, t, 和 zo, yo, zo, to 两 者 靠 得 很 近 . 于 是 向 量 (23) 就 要 
用 另 一 个 式 子 : 


dz, dy, dz,dt (24) 
KRE. 二 次 型 (16) 就 变 成 弧 元 的 平方 
dei = dr? + dy? + dz? — cdt?. (25) 


呈 这 里 指 的 是 计划 中 的 第 四 章 , 这 章 没有 完成 . 见 编者 前 言 . (H) 
"ERR rp W lt 疑 有 误 , SEE. -一 - 中 译 者 注 
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如 果 它 结果 为 负 , 那么 我 们 就 像 在 上 一 节 中 所 做 过 的 那样 , 引进 一 个 
da? + dy? + dz? 
"E 

其 中 dr 现在 (按照 Minkowski) 要 叫做 国有 时 间 (Eigenzeit) 的 微分 元 . 我 们 还 要 
规定 , ds 以 及 dr, 在 它们 为 实数 而 又 不 为 零 时 , 总 是 取 正 值 . 自然, 我 们 还 要 将 向 
量 (24), 按照 ds? > 0, < 0 或 = 0 的 不 同情 况 , 区 分 为 类 空 , 类 时 , 或 退化 的 固有 时 
间 元 三 种 . 联系 到 下 面 对 无 限 小 几何 的 讨论 , 人 们 习惯 把 那 种 满足 退化 传播 方向 的 
(24) R: 


at ah ei 


dz? + dy? + dz? — èd? =0 (27) 

的 超 锥 体 叫 做 Monge 锥 , 因为 Monge 在 他 的 那 本 葛 基 性 的 著作 《Application de 

l'analyse à la géometrie (分 析 在 几何 上 的 应 用 ) )" 中 最 早 对 这 类 非 线 性 的 微分 方程 

给 出 了 它们 的 几何 解释 , 自然 是 限于 三 维 的 情形 . 在 下 面 这 个 退化 的 传播 方向 总 是 
要 分 开 来 讨论 . 

2. 对 在 z, y, z, t 的 世界 中 伸展 着 的 任 一 曲线 , 其 上 的 线段, 我 们 要 分 清 它们 是 类 

空 的 , 还 是 类 时 的 , 最 后 还 有 是 不 是 退化 的 ; 对 第 一 种 我 就 可 谈 它 的 长 度 s= J” 


对 类 时 的 段 就 要 谈 它 的 固有 时 7 = Te (其 中 积分 限 可 在 线段 上 任意 取 ). 
3. 曲线 在 其 一 点 上 的 “方向 ”相应 地 可 以 通过 


r-Ẹ, v=#, E DE (28) 
来 确定 , 或 者 也 可 以 通过 
DER? (EE) GE WE (29) 
来 确定 , 这 两 种 情况 取 哪 一 种 , 取决 于 下 面 两 个 式 子 哪 一 个 成 立 : 
EE e. EE (30) 
而 定 . 类 似 地 我 们 还 可 以 用 二 阶 微 商 
SS R zizt (31) 


来 确定 曲线 的 “曲率 (Krümmung)”. 在 此 我 们 有 
DT +z- ee 0 或 ii 


titio, (32) 
`" 最 初出 版 于 1808 年 由 Liouville 主持 的 第 二 版 (= 第 5 版 ), 里 面 除了 有 很 多 另类 的 有 趣 的 
细节 外 , 特别 也 把 Gaus 的 曲面 论 放 进 去 了 , 是 现代 微分 几何 的 圣经 , 巨大 的 发 展 就 是 以 它 为 基 
础 的 , 这 些 所 谓 的 原理 已 为 各 国 所 采用 . 见 第 一 卷 , 77 页 (中 译本 63 页 ) 
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因而 曲线 的 方向 向 量 与 其 曲率 向 量 总 是 互相 垂直 的 - 


人 们 把 下 述 平方 根 
ege E 或 de ZE (33) 


的 倒数 称 之 为 “曲率 半径 ”p. 
4. 还 有 很 重要 的 一 点 , 就 是 我 们 要 深信 , 类 空 世界 直线 与 类 时 世界 直线 同时 又 
是 它 的 测 地 线 (geodiitische Linie), 即 它们 构成 下 述 变 分 问题 
sfa =0 或 afa =0 (34) 
的 解 . 下 面 只 来 对 类 空 曲线 作 此 证 明 的 简单 计算 . 于 是 我 们 将 (34) 式 详细 地 写 出 : 
sf vz t+ cds =0, (35) 


RP z, y, z, t 作为 函数 在 保持 积分 限 固定 的 情况 下 可 以 任意 变动 . 根据 变 分 法 的 法 
则 得 出 


ea 
tt =00,...， 
在 其 中 再 将 (30) 式 代入 , 通过 直接 积分 就 可 得 到 


z =a, y=, =T t=6 


或 者 为 了 与 98 页 (中 译本 89 页 ) 上 的 (62) 式 一 致 起 见 , 写成 
z=ī0+sa, Y=W+sB, z=z%+87, t= to +s" (36) 


对 于 退化 直线 这 个 结论 不 成 立 , 因为 在 进行 中 间 计 算 时 在 分 母 会 遇 到 这 时 为 零 的 表 
达 式 effi d. 当 我 们 在 后 面 尽管 会 直接 把 它 称 之 为 退化 测 地 线 , 那 
它 的 意思 也 就 不 过 是 , 它 构成 在 类 空 测 地 线 与 类 时 测 地 线 之 间 的 一 个 过 渡 . 

5. 考虑 到 后 面 的 讲述 , 我 们 还 要 在 这 里 对 测 地 等 距 (geodiitisch äquidistant) 的 
超 曲面 族 以 纯粹 评注 的 形式 讲 一 下 .Gaug 在 我 们 上 面 提 到 过 的 他 那 本 出 版 于 1827 
年 的 葛 基 性 的 著作 中 已 经 研究 过 这 种 二 维 的 情形 : 它们 的 正 交 轨迹 为 测 地 线 的 曲线 
族 , 也 必定 是 测 地 等 距 的 . Gau8 在 这 里 自然 是 以 一 个 确定 的 ds? 为 基础 的 . Beltrami 
于 1869 年 把 这 个 理论 推广 到 了 n 维 的 , 具有 任意 预先 给 定 的 ds? = 》 aakdridrk 
的 空间 ; 于 是 他 要 处 理 的 族 自然 就 是 (n - 1) 维 的 等 距 流 形 . 在 我 们 的 (25) 式 所 表 


“这 里 原文 中 根 式 中 的 第 4 项 为 -czdtz, 疑 有 误 . 一 中 详 者 注 
站 于 此 现在 自然 要 选 az ++ 了 一 二 1 
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示 的 ds? 中 有 一 个 新 因素 在 里 面 , 这 就 是 它 是 不 定 的 m" , 因而 我 们 必须 预备 为 将 超 
曲面 族 区 分 为 类 空 的 和 类 时 的 , 并 将 此 二 者 之 间 的 过 渡 情形 当做 退化 的 来 加 以 特别 
的 考察 . 从 另 一 方面 来 讲 我 们 的 情形 特别 简单 , 因为 我 们 的 测 地 线 已 经 是 直线 了 . 
这 一 几何 理论 的 核心 意义 在 于 , 曲面 族 : 
F(z,y,z,t)=k (87) 


的 测 地 等 距 的 条 件 是 由 下 述 简单 的 一 阶 偏 微分 方程 来 给 出 : 


(的 (的 (的 -二 (的 -< w 
其 中 类 空 情形 由 K 为 正 来 标志 , 类 时 情形 由 K 为 负 来 标志 (而 K = 0 则 给 出 尚未 


排除 的 退化 情形 ). 正 交 轨迹 从 曲面 F= k 上 的 一 点 到 曲面 F = tr 上 的 一 点 这 一 
段 所 具有 的 长 度 ( 当 它 为 类 空 的 时 候 ) 为 


, pp 
La 


或 者 所 具有 的 固有 时 间 ( 当 它 为 类 时 的 时 候 ) 为 
Ik kl 
FS. 
以 上 结论 我 们 可 以 在 一 个 相当 于 初等 几何 中 的 同心 球 的 这 一 简单 情形 中 看 得 很 清 
楚 , 这 时 的 F E FRA: 


(39) 


D 


(39) 


F = VKI(z — z0)? + (y - vo} + (z — 20}? — e(t — to)’). (40) 


o mann (EVG =e 
显然 上 述 微分 方程 确定 这 样 一 个 超 曲面 


F(z,y,z,t) = 0, (41) 


它 在 它 的 每 一 个 点 上 都 与 从 该 点 发 出 的 Monge 锥 dr? + dy? + dz? 一 c2dt? = 0 相 
切 . 为 了 使 我 们 的 表述 更 接近 Monge 所 给 出 表述 , 我 们 设想 从 (41) 式 解 出 t, 并 写 
为 : 

t- ®(z,y,z) =0. (42) 


D 即 在 有 些 点 上 可 能 为 正 值 , 而 在 另 一 些 点 上 又 可 能 为 负 . 一 一 中 译 者 注 


E B Maxwell 电动 力学 和 Lorentz 群 的 相对 论 101 


然后 我 们 再 令 
Bt_ 
m Set Sen 
于 是 我 们 的 偏 微分 方程 就 写成 : 
DEER (43) 


和 (42) 式 一 样 , t 一 重 (z,y,z) = const 也 是 一 个 解 . 从 点 zo, yo, zo,to 发 出 的 超 
锥 f=0 本 身 就 是 一 个 明显 的 例子 ; 只 不 过 现在 我 们 必须 把 它 的 方程 写成 ; 


同样 , 所 有 那些 与 这 样 一 个 锥 体 (或 者 与 基本 椭 球 体 也 一 样 ) 相 切 的 超 平面 , 也 即 那 
些 具 有 ( 见 上 面 的 方程 (19)) 


=to. (44) 


ngt- Zu 
的 超 平面 
niz + vay + vay + vat + vs = 0 
都 满足 方程 (43). 

我 们 在 下 面 要 用 到 的 一 阶 偏 微分 方程 理论 , 在 三 个 变量 的 情况 下 是 由 Lagrange 
创立 的 , Cauchy (1819) 把 它 推广 到 n 个 变量 的 情形 ， 然 后 由 Monge 最 早 对 三 变 
量 的 情形 导 人 了 它 的 几何 意义 ( 见 98 页 上 所 引 他 在 1808 年 的 著作 ), Lie 大 约 在 
1870 年 以 后 把 它 推广 到 n 个 变量 的 情形 , 从 而 进一步 完善 到 使 他 在 原则 上 不 仅 能 
谈 一 个 积分 流 形 上 的 “点 ”z,y, z,t,…, 而 且 还 能 谈 它 上 面 的 “ 基 元 (Elementen)” 
2 2 加 Pigm… 于 是 对 一 在 积分 流 形 上 所 作 的 “曲线 ”来 说 , 这 就 是 我 们 在 
上 面 所 提 到 过 的 “ 带 *. 

从 我 们 在 此 所 讲 到 的 新 扩张 的 数学 领域 中 , 我们 只 想 一 一 考虑 到 下 面 的 需 
要 讲 一 点 , 确切 点 说 , 讲 一 下 偏 微 分 方程 (43). 这 就 是 (正如 Monge 所 说 的 ) 
特征 理论 , 或 者 用 Lie 的 话 来 说 ,“ 特 征 带 (charakteristische Streife)” 理 论 . 我 们 将 
仍 留 在 4 个 变量 z,y,z,t 情形 内 , 将 已 给 的 一 阶 偏 微分 方程 记 为 


Alz, y, z,t,p,q,r) = 0. (45) 
于 是 要 处 理 就 是 带 了 , 它们 通过 下 述 常 微分 方程 来 给 定 : 


Gm w 
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于 是 “ 带 特征 ”由 此 就 得 到 了 保证 , 显然 它 就 是 
dt — (pdz + qdy + rdz) = 0. 


于 是 就 有 了 下 面 著名 的 定理 : (45) 式 的 所 有 积分 流 形 (一 般 来 说 , 因为 我 们 有 
四 个 变量 , 所 以 是 三 维 的 形体 ) 将 被 co? 个 带 所 覆盖 ; 而 且 , 将 与 任意 给 定 的 超 曲面 
(它们 本 身 在 特殊 情况 下 可 能 简化 成 一 二 维 曲面 , 或 简化 成 一 曲线 或 甚至 一 单个 的 
点 ) 相 切 的 oo? 个 特征 带 组 合 在 一 起 , 就 可 以 直接 得 到 (45) 式 的 所 有 积分 流 形 . 因 
而 一 阶 偏 微分 方程 (45) 的 完全 解 就 可 从 常 微分 方程 (46) 的 解 得 出 . 

不 可 能 在 这 里 来 建立 这 个 理论 的 基础 , 虽然 如 此 , 但 是 可 以 在 偏 微分 方程 (43) 
上 应 用 它们 . 对 于 这 个 方程 的 特征 带 我 们 有 


dz : dy : dz : dt : dp : dq:dr=p:g:r:p +q +r:0:0:0. (47) 


这 里 我 们 还 要 根据 (43) 式 用 二 KRE p +g tr. 因而 par 为 常量 . 为 了 与 前 
面 所 讲 过 的 接轨 , 我 们 令 : 


(48) 


ER ERA 
p= ap dräi 
因而 由 于 (43) 式 有 : aiment 一 c262 = 0. 于 是 进一步 积分 方程 (47) 就 得 到 : 
(t — to) Blt — to) 
Th 


al 
Seat geit 


Se ee wh, (49) 


这 正好 就 是 由 超 锥 体 (16) 及 其 相应 的 切 平面 (22) 的 母线 所 生出 的 带 . 换言之 : 特 
征 线 就 是 退化 直线 (我 们 也 把 它们 称 之 为 退化 测 地 线 ), 而 与 其 点 对 应 的 超 平面 和 
那些 通过 这 些 直线 的 切 平面 共同 组 成 基本 椭 球 体 - 


最 后 我 们 来 把 当前 的 这 个 理论 推广 到 一 般 的 偏 微分 方程 (38). 为 此 , 我 们 就 得 
进入 到 z,y,z,t,u 的 五 维 空间 , 并 着 手 研究 其 方程 为 


u= F(z,y,2,t) (50) 


的 超 曲面 . 我 们 把 F 的 偏 微分 系数 简 记 为 


则 此 微分 方程 在 我 们 面前 就 呈现 为 
dk (51) 
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但 是 要 想得到 相应 的 特征 带 , 就 需 进行 一 定 的 计算 , 概括 如 下 : 


1. 微分 方程 为 : 
ENEE on (52) 
ES 
2. 其 次 , 就 是 我 们 今后 将 常数 7,x,p,o 记 为 -A EEN 
ERREI 
的 参数 , 于 是 有 : 
z=zo+as，Vy=W+Bs，z=z+Ts，t=t 加 +6s，V=tu+VKs (53) 


如 果 我 们 把 含 u 的 方程 弃 去 , 这 就 是 说 , 我 们 把 五 维 空间 中 的 曲线 (53) “投影 " 
到 了 我 们 所 熟悉 的 z.y,z,t 的 四 维 空间 . 于 是 我 们 得 到 的 正好 就 是 方程 (36) 所 表示 
的 “四 维 世界 ”中 的 类 空 或 类 时 测 地 线 m . 因而 这 些 测 地 线 就 可 看 成 是 五 维 空间 中 
的 特征 线 的 投影 . 同时 u — uo 也 只 不 过 就 是 所 考察 的 这 一 段 曲线 的 长 度 乘 以 AN. 

自然 我 们 还 可 以 进一步 扩大 这 种 关系 , 具体 做 法 就 是 , 我 们 把 ,x,p,o 也 看 成 
是 一 个 四 维 空间 , 并 在 其 上 对 方程 (51) 通过 相应 的 特征 带 进行 积分 来 与 b) 中 对 沿 
测 地 线 的 积分 所 作 的 假设 建立 完全 的 联系 . 对 Rs 中 的 流 形 u = F(z,y zt 我们 
总 是 经 常用 它们 在 Rs 中 的 “等 值 面 ", F 沿 该 面 为 常数 , 来 直观 地 加 以 理解 ， 如果 
F 是 方程 (50) 的 一 个 解 , 则 这 些 在 Ra 中 的 等 值 面 就 将 是 测 地 等 距 的 , 等 等 . 在 Ra 
中 来 研究 Rs 中 的 关系 , 就 构成 了 画 法 几何 的 技艺 . 

对 这 些 极 有 趣 的 方面 , 从 这 里 所 讲 到 的 还 可 以 向 各 个 方向 拓展 , 我 不 可 能 在 此 
进一步 追 述 了 . 我 们 将 在 稍 后 对 分 析 力学 的 评述 时 还 会 遇 到 它 ” 


po ”借助 进一步 的 几何 运算 完善 我 们 的 物理 世界 图 像 


为 了 完全 适应 现代 物理 的 观点 , 我 还 要 把 在 上 一 节 中 所 述 向 几 个 方向 作 一 补 
充 . 


a) 物理 基本 概念 更 精确 的 确定 


这 里 要 谈 的 是 有 关 的 两 点 约定 , 尽管 这 两 点 约定 与 我 们 至 今 所 讲 的 是 协调 一 至 
的 , 但 并 不 是 由 它们 来 给 定 的 . 

第 一 点 是 , 物理 学 家 尽管 给 我 们 带 来 了 适应 于 Lorentz 群 的 相对 论 原理 的 、 我 
们 对 空间 与 时 间 观 念 的 全 部 深刻 的 改变 , 但 是 在 单个 的 空间 点 处 , 过 去 与 未 来 的 
区 分 还 必须 坚持 . 更 确切 一 点 说 , 只 允许 有 这 样 的 代 换 (10), 在 其 作用 下 , 在 保持 
zy,z 不 变 的 情况 下 , t 的 一 个 正 增 量 对 应 的 的 增 量 也 是 正 的 , 因而 由 此 系数 aaa 


E 只 不 过 是 这 里 总 是 用 fT 1, 从 而 5 的 意义 要 作 相 应 的 改变 - 
叫 见 67 页 (中 译本 63 页 ) 上 编者 附注 . 
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为 正 ! 这 个 约定 与 相对 论 思想 的 一 致 性 , 这 是 我 们 在 此 所 要 求 的 , 就 在 于 , 那些 由 
(11) 式 所 表示 的 , 其 ass 为 正 的 实 代 换 自身 就 构成 一 个 群 m. 

我 们 还 认识 到 , 事先 限制 was 为 正 , 这 就 相当 于 假设 相应 的 实 Lorentz 代 换 构 
成 一 连续 体 (Kontinuum). 

由 于 这 个 限制 , 每 一 由 在 105 页 (中 译本 96 页 ) 上 的 (16) 式 所 确定 的 , 正如 
Minkowski 这 样 表 达 的 , 锥 体 : 


(2 — z0)? + (y — vo)? + (z — z0)? elt to)? =0 


分 解 为 一 个 前 锥 ( Vorkegel) 和 一 个 后 锥 (Nachkegel) (其 中 头 一 个 属于 “前 世界 (Vor- 
welt)” (t < to), 而 后 一 个 则 属于 “后 世界 (Nachwelt)” (t > to). 但 在 每 一 条 类 时 曲 
线 (最 后 也 是 在 每 一 条 退化 曲线 ) 上 , 我 们 可 以 规定 一 个 正方 向 , 使 得 我 们 能 指出 曲 
线 上 的 每 一 点 从 前 世界 到 后 世界 的 方向 . 
现在 来 讲 对 讨论 到 至 今 的 思想 的 第 二 个 限制 : 取 普 通 物理 中 的 质点 的 概念 ( 它 
在 时 间 流逝 的 过 程 中 , 正如 人 们 所 说 的 , 保持 恒 同 一 一 这 里 谈 的 可 以 是 有 质 质点 ， 
或 者 也 可 以 是 一 个 电子 )， 当 人 们 特别 说 到 这 样 一 个 质点 在 空间 作 任意 运动 时 , 我 
们 现在 就 说 -一 再 次 跟随 Minkowski 一 一 它 在 x,y,z,t 的 四 维 区 域内 画 出 一 条 世 
界线 , 我 们 还 要 进一步 规定 , 用 通常 的 说 法 一 个 质点 的 速度 决 不 会 > c， 这 就 是 说 ， 
世界 线 总 是 类 时 的 , 只 有 在 极限 情形 下 会 是 退化 的 m . 一 一 我 们 必须 建立 这 样 的 图 
像 , 在 四 维 世 界 的 区 域内 有 多 少 不 同 的 粒子 , 就 有 多 少 不 同 的 这 种 世界 线 并 肩 运行 
(互相 不 会 相交 ), 而 一 切 物理 现象 就 是 通过 这 些 世界 线 的 相互 关系 来 表达 . 我 们 由 
此 可 以 坚持 普通 的 因果 原理 (Kausalitätsprinzip). 即 假定 只 有 过 去 能 对 未 来 发 生 影 
响 , 而 不 是 反 过 来 . 于 是 一 条 世界 线 1 上 的 个 别 地 点 只 能 对 另 一 条 世界 线 II 上 的 
那些 在 其 前 锥 内 或 其 上 的 线段 有 影响 . 这 样 一 来 我 们 就 很 容易 证 明 , 在 II 为 类 时 路 
线 时 ，II 上 只 存在 一 个 点 , 能 使 II 在 这 里 与 顶点 在 1 上 的 前 锥 相交 , 如果 我 们 设 
想 我 这 里 回 到 传统 的 说 法 一 一 在 II 的 各 个 不 同 的 点 上 发 出 一 个 作用 , 它们 
用 光速 c 传播 , 那么 在 I 上 只 有 这 个 点 位 能 对 在 I 上 的 点 有 影响 . 因此 Minkowski 
把 II 上 这 个 点 位 称 为 属于 工 的 点 位 的 光 点 (Lichtpunkt). 
“ 熙 这 一 点 在 用 双 四 元 数 来 独立 扒 述 时 就 非常 漂亮 地 出 现 过 , 正如 我 们 在 讲 81 中 的 公式 (1) 时 
就 提 到 过 . 在 那里 系数 ou 显然 具有 值 
A3 + B? +C? + D} + A3 + B3 + C$ + D3 ii 
Weeër 
其 中 的 分 子 (在 Ai,… , 42,… 为 实数 时 ) 就 本 身 而 言 为 正 , 而 分 母 意 为 双 四 元 数 Q + EQ 的 
模 . 现在 我 们 来 作 代 换 的 结合 , 即将 相应 的 双 四 元 数 互相 相 乘 . 在 两 个 四 元 数 相 乘 时 它们 的 模 也 
相 乘 .于 是 由 此 类 推 
中 一 个 质点 z, y, z 的 速度 (在 普通 表示 的 意义 下 ) K, 它 的 世界 线 就 越 平 (Hacher). 世界 线 的 
每 一 段 都 有 它 的 “固有 时 间 (Eigenzeit)* 是 Einstein 的 大 胆 的 思想 指出 , 一 块 与 质点 一 起 运动 的 
手表 所 记录 到 的 时 间 才 是 这 个 轿 有 时 间 . 
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由 我 们 的 物理 观念 与 此 规定 相 结合 而 得 到 的 更 强 的 确定 性 , 我 们 在 此 只 想 用 
它 来 完善 先前 所 提出 的 , 计算 一 个 做 匀速 运动 的 电子 的 四 维 势 这 个 课题 . 该 电子 应 
以 < c 的 速度 运动 . 那么 根据 以 上 所 述 对 每 一 世界 点 z,y,z,t, 它 的 世界 线 上 正好 
有 一 个 属于 它 的 光 点 zo, yo, zo,to (这 里 如 <t). 我 们 还 要 进一步 按 108 页 (中 译本 
98 页 ) 上 的 (29) 式 谈 它 的 方向 向 量 的 分 量 żo, ġo, žo, to (这 对 做 匀速 运动 的 电子 来 
讲 , 自然 在 它 的 世界 线 上 所 有 点 位 它们 都 有 同一 数值 ). 这 里 io 按 新 近 所 作 的 约定 
应 > 0. 相应 的 四 维 势 , 它 在 99 页 (中 译本 90 页 ) 上 公式 (65) 已 能 确定 到 差 一 符 
号 未 定 , 现在 可 写成 


ECH __e% __eio _ eto 
t=-3ap Wé e WE (55) 


其 中 P 总 是 指 下 述 正 的 值 : 


i žo(z — zo) + Wo(y — yo) + io(z ~ zo) 
P = tolt — to) — E) + iolu m) + iolz = 2o), 
实际 上 z, y, z, t 总 是 在 zo,yo, zo, to 的 后 锥 上 . 我 不 打算 谈 验 算 的 细节 , 而 只 是 指出 ， 
这 个 公式 本 质 上 与 当年 (如 99 页 (中 译本 90 页 ) 上 所 述 ) Liénard 以 及 Wiechert 
对 一 任意 的 以 小 于 光速 运动 的 电子 所 建立 的 那个 非 对 称 的 公式 是 一 致 的 ， 人 们 在 
此 和 在 电子 做 匀速 运动 时 的 情况 下 一 样 , 得 到 同一 公式 (55), 这 是 一 个 非常 奇妙 的 
事情 , 如 果 我 们 对 将 在 下 一 节 要 处 理 的 偏 微 分 方程 理论 做 尽 可 能 的 进一步 追究 , 我 
们 就 会 达到 这 个 结果 . 人 们 可 以 参考 , 例如 , 我 们 曾 反复 提 到 过 的 , Sommerfeld 在 
1910 年 的 著作 . 
b) 进一步 的 几何 运算 

理论 数学 家 先前 的 思想 创造 与 今天 数学 物理 学 家 的 必 备 知识 之 间 奇 妙 的 协调 
一 致 已 经 得 到 过 反复 强调 . 我 还 不 得 不 对 两 个 特殊 的 事情 深入 讨论 一 下 , 它们 又 再 
次 证 实 了 这 一 协调 一 致 性 . 这 仍然 是 有 关 几 何 理解 方式 方面 的 , 它们 是 由 Darboux， 
Lie, 还 有 我 本 人 , 其 中 部 分 是 私人 之 间 的 合作 , 于 1869 一 1871 年 所 开创 的 . 人 们 
可 以 参阅 , 例如 , Lie 和 我 发 表 在 Math. Ann. (1871) 第 5 卷 上 的 论文 , 或 者 也 可 以 
参阅 我 的 石 印 本 的 《高 等 几何 讲义 》(1893) 第 1 卷 " 中 的 综述 . 

1. 四 维 世界 z,y, z,t 到 三 维 空间 z, y, z 的 球 上 的 映射 

我 们 简单 地 令 从 点 zo,yo, zo,to 发 出 的 超 锥 体 


(E — z0)? + (y — yo)? + (z — z0)? il - to)? =0 (56) 


与 +=0 的 三 维 空间 相交 . 相交 的 结果 就 是 一 个 以 To, yo, zo 为 中 心 , 以 Ecto 为 半径 
的 球 . 如 果 还 像 在 Lie 的 “ 球 几何 (Kugelgeometrie)” 中 从 头 到 尾 所 做 的 那样 (或 者 


ni 29 页 (中 译本 27 W) 上 的 靶 注 1 
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还 有 Laguerre 和 其 他 一 些 现代 几何 学 家 也 是 这 样 ), 区 分 球 的 正 半径 与 负 半径 (所 
谓 “定向 了 的 (orientierte)” 球 ), 则 这 种 关系 就 是 唯一 的 . 

在 这 个 对 应 原理 下 从 经 过 zo, yo, zo,to 的 世界 线 会 得 出 什么 来 呢 ? 是 一 族 球 , 以 
更 物理 的 方式 来 表述 , 是 一 族 球 形 光波 , 它们 以 一 个 用 任意 的 小 于 光速 的 速度 运动 
的 空间 点 zo,yo, zo 为 中 心 . 只 要 to < 0 (在 过 去 ), 我 们 得 到 的 光波 就 是 向 此 中 心 汇 
聚 的 , 而 在 to > 0 时 , 得 到 的 光波 就 是 由 此 处 (总 是 以 光速 c) 向 外 传播 的 . 在 其 余 
的 情况 下 , 对 to < 0 的 球 以 及 和 对 to > 0 的 球 一 样 , 将 自 相 包 围 (不 会 互相 交 于 实 
点 ). 

有 许多 人 更 喜欢 用 这 个 图 像 代替 那 四 维 的 点 流 形 (zo, yo, zo, to) 来 工作 , Timerd- 
ing 在 1912 年 的 德国 数学 家 协会 年 刊 第 21 期 上 就 提出 过 这 个 建议 . 但 是 Bateman 
在 我 们 于 79 页 (中 译本 71 页 ) 上 已 提 到 过 的 那 篇 1909 年 的 论文 中 就 已 经 用 到 过 
T, 并 且 在 那里 指出 过 , 那些 把 dz? + dy? + dz? - Pdt? = 0 变 到 自身 的 Gis 的 代 
换 , 将 Rs 中 那些 定向 相同 , 互相 相 切 的 球 仍 变 成 这 样 的 球 , 反之 亦 然 . 因此 他 把 这 
种 变换 称 之 为 “spherical wave transformations (球面 波 变换 )” . 

2. Lorentz 群 作为 一 个 更 一 般 的 群 的 特例 

根据 Cayley 在 1859 年 所 提出 的 普遍 基本 原理 , 如 同 我 们 在 第 一 卷 的 第 4 章 
中 见 到 过 的 那些 , 可 以 将 Lorentz 群 及 其 相应 的 “ 仿 射 ”度量 建立 在 对 105 页 (中 
译本 96 页 ) 上 的 (19) 式 所 表达 的 第 二 类 形体 


DT (57) 


的 射影 研究 之 上 . 在 那里 这 些 形体 (因为 我 们 采用 了 5 个 齐 次 变量 ) 是 用 行列 式 为 
零 来 标记 的 , 对 训练 有 案 的 几何 学 家 来 说 , 可 以 毫 无 困难 地 用 下 述 更 一 般 的 形体 
nrg- Ze Bu (58) 

来 代替 它 , 而 (57) 式 则 可 作为 它 在 R= oo 时 的 极限 情形 出 现 . 于 是 我 们 在 齐 次 点 
坐标 中 还 可 以 用 下 述 单一 的 二 次 方程 

CEA (59) 
代替 105 页 (中 译本 96 页 ) 上 的 (18) 式 中 的 两 个 方程 来 作为 基础 . 如果 我 们 适当 
地 选取 距离 的 单位 , 那么 在 相应 的 射影 度量 中 就 可 以 选 下 式 


Eim am + fb — gama 十 REsms (60) 


证 Batenan 是 特别 地 针对 当时 出 现 的 文献 一 般 来 讲 的 . 但 是 他 在 这 里 忽略 了 , 他 所 说 的 球 变换 
从 实质 到 形式 都 是 与 那 Lie 的 球 几何 一 致 的 . 


到 
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作为 “两 点 之 间 的 距离 ", 它 可 以 转化 为 
VDe 
其 中 Den 表示 下 述 二 重 锐 边 的 行列 式 : 


Rarcsin (61) 


(62) 


Ey 
eg šas? 


我 们 在 这 里 引进 公式 (61) 和 (62) 是 因为 他 们 能 最 简单 地 使 我 们 认识 到 , (60) 式 在 
过 渡 到 R = oo 时 能 提供 Lorentz 群 的 距离 的 概念 ， 的 确 是 这 样 , 在 R = co 时 由 
(61) 式 得 
Vm - Gm) + (Gm Gm] + (Cm ` ost Em Em ` en 
Ze ` 
而 且 它 在 用 非 齐 次 书写 方式 下 不 是 别 的 , 只 不 过 是 众所周知 的 表达 式 


{E — z0)? + (y — yo)? + (z — z0)? ~ è (t — to)?. 


Einstein 在 他 最 近 发 表 的 论文 (1917 年 2 月 的 柏林 科学 院 会 议 报告 ) 中 从 宇宙 
学 的 考察 出 发 , 尽管 的 确 尚未 达到 尽善尽美 的 形式 , 但 从 实质 上 来 看 已 经 精确 地 达 
到 了 (60) R" , 要 不 是 这 样 , 这 个 附带 的 解说 我 讲 都 不 会 讲 . 他 就 此 决定 对 Lorentz 
群 的 “世界 观 ” 作 这 样 的 改造 , 认为 这 个 世界 虽然 在 时 间 上 仍然 是 无 限 延 伸 的 , 但 
在 空间 上 则 香 . 但 这 一 点 (60) 式 的 规定 恰好 能 达到 (对 几何 学 家 来 说 我 不 用 解释 ， 
它 实际 上 用 我 的 旧 术语 来 讲 就 是 , 用 一 个 “椭圆 性 的 ” 度量 来 代替 Lorentz 情形 下 
的 “ 双 曲 性 的 ”度量 ). 


PF (da 
84 ”关于 偏 微分 方程 +- E: 的 求 积 简 史 


我 们 已 经 通过 引入 四 维 势 把 Maxwell 方程 组 的 求 积 归结 为 解 下 述 方程 组 : 


Dg: =0. 

中 正如 Klein 本 人 在 这 个 地 方 手写 的 补充 , 这 个 说 法 不 准确 . (60) 式 对 应 的 是 de Sitter 的 设 定 ， 

而 不 是 Einstein 的 ， 见 F. Klein: 论 守恒 律 的 积分 形式 和 空间 上 封闭 的 世界 理论 , om. Nachr 
1918, 394 页 = 全 集 , 第 1 卷 , 586 页 (H) 
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因而 对 我 们 来 说 就 是 要 处 理 下 述 单个 的 方程 


+t aah (64) 


我 们 可 以 把 它 称 之 为 三 维 振动 方程: 它 在 那些 三 维 空间 (各 向 同性 的 ) 介质 的 振动 
问题 中 处 处 居于 核心 的 地 位 . 它 是 在 1795 年 就 已 经 由 Euler 在 研究 声音 的 传播 时 
建立 了 mm . 

对 其 发 展 过 程 作 完整 的 历史 评价 自然 只 有 当 我 们 一 方面 追溯 到 一 维 的 振动 方 


程 
P wë, 
Sa "ae" 
另 一 方面 又 追溯 到 势 的 微分 方程 
要 
Jata tah 


这 才 有 可 能 . 在 这 两 方面 带 来 了 丰富 材料 的 就 是 数学 百科 全 书 第 二 卷 至 今 已 经 出 了 
的 部 分 , 特别 是 出 自 Burkhardt 的 笔下 那 部 分 ; 还 可 以 参阅 Burkhardt 发 表 在 德国 
数学 家 协会 年 报 第 10 卷 , 2, a, b (1908) 上 内 容 广博 的 报告. 

在 这 里 , 这 样 说 吧 , 我 只 能 将 历史 发 展 (至 今 绵延 超过 了 150 年 ) 的 个 人 方面 标 
记 出 来 . 而 在 至 今 我 们 所 谈 的 与 Lorentz 群 相 联系 着 的 理论 方面 , 则 正好 相反 . 在 
后 者 是 纯粹 的 数学 思想 先行 , 而 数学 物理 就 有 了 可 能 采用 现成 的 思想 体系 来 为 它 的 
目的 服务 , 如 果 它 想 经 济 地 从 事 的 话 . 在 我 们 的 偏 微 分 方程 方面 事情 恰好 相反 . 在 
这 里 数学 物理 学 家 自己 创立 了 基本 的 思想 原则 , 而 随后 纯粹 数学 家 才 开始 建立 起 这 
些 原则 得 以 成 立 的 严格 的 条 件 . 

就 方程 (64) 的 积分 理论 而 言 , 我 们 首先 要 讲 它 的 基本 解 , 即 这 样 的 解 , 它 在 
zz 空间 具有 尽 可 能 简单 的 奇 点 , 而 在 无 穷 远 处 的 行为 尽 可 能 地 单纯 , 对 微分 方 


程 
PF PF ar 


KA 
来 说 , 如 给 奇 点 zo,w, zo 配 上 质量 w, 它 的 基本 解 已 知 就 是 


(xo, yo, z0) 
GE 


=0 


其 中 r= y oF ef 设想 质量 还 依赖 于 时 间 , 则 此 解 将 为 


(zo yo,z0;t) 
D 


ES EE 第 1 卷 , 430 页 . 
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作为 (64) 式 的 基本 解 就 由 下 述 只 稍稍 复杂 一 点 的 形式 


e 

BEE 
7 

给 出 , 这 个 解 人 们 今天 称 之 为 扰动 (verzögerte) (推迟 (retardierte)) 势 (在 奇 点 处 呈 

现 出 来 的 质量 刚好 是 存在 于 “先前 " 时 刻 上 一 R 的 质量 ). 这 个 解 在 原理 上 、 在 即将 

提 到 的 Poisson 的 著作 中 就 已 经 有 了 ; 它 的 现代 表述 我 第 一 次 遇 到 是 在 Poincaré 的 

(Electricité et Optique (电学 与 光学 ) 》 的 第 二 版 , Paris, 1901 上 (但 在 该 书 的 455 

页 上 认为 它 是 已 知 的 ). 

有 关 (64) 式 的 积分 理论 的 其 余 方面 , 我 想 举 出 几 点 主要 的 进展 : 


1. 首先 是 Poisson 在 1808 年 至 1819 年 间 的 研究 工作 . 他 首先 得 到 了 一 个 公 
R, 用 于 处 理 在 t = 0 时 在 空间 中 任意 给 定 的 初 扰动 在 时 间 中 的 传播 . 它 是 由 (65) 
式 分 别 对 在 经 + 以 后 所 取 的 微分 系数 时 的 基本 解 求 和 所 得 , 解 中 所 涉及 的 空间 点 
unn WE t- T = 0 , 相应 的 公式 由 两 个 二 重 积分 组 成 由 


2. Poisson 公式 可 以 看 成 是 一 个 特殊 “ 边 值 问题 " 的 解 . 因为 和 E 是 给 定 
HE t = 0 这 个 流 形 上 , 它 可 以 理解 为 + > 0 这 “ 半 个 世界 (Halbwelt)” (用 Minkowski 
喜欢 的 说 法 来 讲 , 叫做 “ 正 半 世 界 (positive Halbwelt)”) 的 边界 , 而 我 们 要 求 的 就 是 
在 这 个 半 世 界 中 的 解 .于 是 一 直 等 了 整整 40 年 , 才 有 Helmholtz 出 来 (“两 端 开口 
的 管 中 空 气 振动 的 理论 "，1859, Crelles Journal, 第 57 卷 ), 在 采用 由 Green 特别 对 
势 论 所 开创 的 方法 之 下 , 着 手 研究 一 般 的 边 值 问题 . 属于 同一 思想 范围 内 , 只 不 过 
是 更 具 明 显 的 四 维特 征 的 工作 有 Kirchhoff 著名 的 对 Huyghens 原理 的 莫 基 性 工作 
(柏林 科学 院 会 议 报告 1882). 它 研究 的 是 确定 在 一 柱状 世界 区 块 内 的 F, 这 个 柱状 
区 块 以 一 任意 的 空间 区 块 为 底 , 全 部 母线 平行 于 t 轴 . 

3. 这 样 一 来 在 上 面 引 用 到 的 Rayleigh 的 《声学 理论 》 就 有 许多 更 进一步 材 
料 . 除 此 之 外 在 那里 研究 了 下 述 三 重 积分 


(65) 


w (zo, Yo,z0,t 
[= dai EN (66) 


这 个 积分 是 展 布 在 任 一 世界 点 z,y,z,t 的 前 锥 上 的 ; 可 以 证 明 (66) 式 满足 下 述 微 


分 方程 : 
PP a A, (67) 
5 


0 它 对 z,y,z,t 来 说 是 “ 光 点 " 
a 它 存在 于 所 有 有 关 数 学 物理 的 书 中 , 例如 , Rayleigh 的 《Theory of sound (声学 理论 ) 》(London 
第 1 版 , 1877/1878, 第 2 版 , 1894) 
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人 们 由 此 可 以 反 向 推出 基本 解 (65) 的 意义 及 其 在 Poisson 公式 中 的 出 现 . (随后 有 
人 在 电磁 现象 中 作 了 同样 的 推进 , 其 中 有 Lorentz, La théorie électromagnetique de 
Maxwell(Maxwell 的 电磁 理论 ), Leyden, 1892.) 

4. 由 2. 中 所 述 还 可 以 作 进一步 的 补充 , 即 由 于 对 声学 的 应 用 很 快 就 提出 了 


F = 9(z,y, 2)e™, (68) 


将 它 代入 (64) 式 就 得 到 只 含 三 个 不 变量 的 偏 微分 方程 : 


2 
至 于 与 此 有 关 的 广泛 的 文献 , 可 参阅 由 我 促成 出 版 的 Pockel 的 专著 《微分 方程 
Au + Xu = 0》(1891), 以 及 Sommerfeld 发 表 在 数学 百科 全 书 第 2 卷 , A 7c (1900) 
上 的 有 趣 的 专题 评述 , 这 期 间 由 于 现代 的 发 展 , 已 经 过 时 了 . 

5. 在 由 此 所 引用 的 文献 中 , 对 边 值 问题 的 处 理 不 仅 应 用 了 主 解 (基本 解 ) (64) 
式 及 其 推广 , 即 在 给 定 区 域内 的 “Green AA”, 而 且 还 扯 上 了 级 数 展 开 的 方法 , 把 
它 应 用 于 (64) 式 , 就 是 对 每 一 个 区 域 , 超越 (68) 式 的 设 定 . 寻求 一 无 限 系列 的 特 解 


F; = pi(z)  xily) "edel: wilt) (70) 
以 便 将 所 要 求 的 解 F 写成 如 下 的 形式 : 
F= Bob, (71) 


法 兰 西 研究 者 Lamé 把 他 自己 毕生 事业 很 大 一 部 分 贡献 给 了 由 此 提出 的 , 这 个 在 当 
时 处 于 众 所 瞩 目的 突出 地 位 的 物理 学 的 偏 微分 方程 问题 . 我 在 后 面 可 以 提出 许多 关 
于 三 维 势 理论 级 数 展开 的 形式 定律 都 与 他 有 关 ; 人 们 可 参阅 B6cher 在 1894 年 所 写 
的 一 本 与 此 有 关 的 书 《 势 论 的 级 数 展开 》 所 出 现 的 级 数 收敛 的 证 明 仍 未 给 出 , 但 
是 这 些 已 由 现代 的 研究 所 完成 . 无 疑 人 们 可 以 用 适当 的 方式 先行 采用 约定 (70) 式 
和 (71) 式 m . 

我 们 还 记得 , 我 们 的 微分 方程 (64) 不 仅 对 有 十 个 元 的 Lorentz 群 的 代 换 保持 
不 变 , 而 且 也 对 那个 有 十 五 个 元 的 群 的 代 换 保持 不 变 , 因此 我 们 有 一 系列 的 方法 在 
手 可 用 来 求 得 (64) 式 的 特 解 以 及 Maxwel 方程 组 的 合适 的 解 " . 

一 订 在 三 维 势 论 的 级 数 展开 中 从 未 用 过 一 般 的 超 几何 函数 , 这 种 孟 数 是 根据 Gaus 和 Riemann 
来 定义 的 , 而 总 是 仅仅 采用 了 它们 的 特殊 情形 和 极限 情形 (SE, Bessel 函数 , 等 等 ) 由 我 在 上 
面 所 提 到 的 公式 可 以 得 出 , 它们 在 对 微分 方程 (64) 所 提出 的 有 相当 意义 的 问题 上 将 会 是 另 一 个 
样子 . 实际 上 , Bateman 在 伦敦 数学 协会 会 刊 系列 2 的 第 7 卷 中 给 出 了 与 此 相关 的 公式 . 

A 研究 这 些 方法 在 对 实际 情形 的 应 用 上 能 达到 多 远 , 以 及 物理 学 家 对 这 种 个 别 的 情形 开拓 到 
TER, 转 到 这 里 来 必定 是 非常 有 趣 的 . 但 是 我 们 不 可 能 在 此 来 探讨 这 些 问题 了 
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85 ”初等 光学 , 特别 是 几何 光学 , 作为 Maxwell 方程 组 的 第 一 级 
近似 
在 本 节 我 将 展开 讨论 , 一 般 光 学 , B Maxwell 方程 组 在 适当 假定 下 的 一 般 积分 


及 其 三 维 解释 , 如 何 过 渡 到 初等 波动 光学 以 及 初等 几何 光学 . 
正如 我 们 直接 指出 过 , 一 般 光 学 与 下 述 微分 方程 : 


Da =0，divg=0 (72) 
HR. 我 们 发 现 如果 我 们 令 
q= eps) (e= CH (73) 


并 认为 此 处 的 “波长 "和 是 个 小 量 , 以 致 在 所 有 出 现 的 方程 中 1/ 低 次 筹 相对 于 其 
更 高 次 的 寡 可 以 略 去 不 计 , 这 时 就 会 过 渡 到 普通 的 波动 光学 . 
这 样 一 来 由 方程 Dgs = 0 得 出 一 个 与 它 一 致 的 方程 : 


ae)? A (3V 

(=) +) +) = 
它 是 110 页 (中 译本 101 页 ) 上 (43) 式 所 表示 的 一 阶 偏 第 分 方程 .如果 p 是 (74) 
的 一 个 解 , 则 下 述 三 维 空间 中 的 曲面 族 


t= p(z,y, z) + const (75) 


对 不 同 的 上 值 描述 了 一 套 波 列 的 光波 . 这 是 一 一 在 基本 的 意义 上 的 一 一 一 组 具 
有 共同 法 线 系 的 等 距离 的 曲面 族 , 族 中 对 应 于 ta 和 ta 值 的 曲面 沿 这 种 法 线 测 得 的 
距离 为 lt — tal. 我 们 把 此 法 线 本 身 称 之 为 属于 此 波 列 的 光线 . 它们 是 奇异 测 地 线 
("特征 线 ") 的 投影 , 这 些 测 地 线 在 z,y, z, t 的 空间 中 获 盖 着 流 形 (75). 
这 就 是 几何 光学 的 工具 ， 为 了 达到 完全 的 波动 光学 , 我 们 从 (72) 式 中 取出 散 
度 条 件 Bo a Se 
ag tag tag ZA (76) 
然后 根据 104 页 (中 译本 95 页 ) 上 的 公式 (14) 来 计算 电 向量 (X,Y, Z) 及 磁 向 量 
(L, M, N). 我 们 求 得 : 


(74) 


Xe (ata), 88, mi 
L= FET aeo) ` Lë = a2), 等 等 . (78) 

由 此 推 得 下 述 恒等式 : 
DE (79) 
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再 借助 (76) 式 同样 有 : 
E (80) 
因而 磁 振动 和 电 振 动 一 样 , 二 者 都 与 波 面相 切 . 此 外 : 
XL+YM+ZN =0; (81) 
两 类 振动 互相 垂直 . 
最 后 我 们 还 算出 : 


X+ Y’ += Duer, E (arara $), (82) 
由 此 按照 100 页 (中 译本 91 页 ) 上 的 (66) 式 得 出 场 的 比 能 量 为 : 
5 Glo ETH 4) wt, (83) 


但 是 Poynting 向 量 (同一 页 (66) 式 ), 由 于 (80) 式 , (81) 式 , 沿 光线 , 自然 是 对 行 波 
来 讲 , 具有 长 度 为 : 
ZS (arara $) wi. (84) 


这 一 切 都 够 简单 的 了 : See 是 因为 我 要 讲 从 (72) 式 到 (74) 式 的 详 
细 的 过 渡 , 这 是 由 Debye 才 引 起 大 家 的 注意 . 


C ”关于 力学 与 Lorentz 群 的 相对 论 的 相 适 应 


在 我 们 对 Lorentz 群 本 身 及 其 对 电动 力学 的 基本 意义 多 少 有 了 一 定 的 认识 之 
后 , 我 们 要 来 关切 ,如 何 将 经 典 力 学 , 根据 我 们 在 A 中 的 考虑 , CE Galilei 
Newton 群 的 相对 性 原理 相 适应 的 ， 改造 成 适应 Lorentz 群 的 相对 性 原理 ， 这 样 
做 的 可 能 性 理论 上 在 于 , 正如 我 们 已 经 提 到 过 的 , 在 c 一 co 时 , Lorentz 群 过 渡 为 
Galilei-Newton 群 . 


81 ”从 Lorentz 群 向 Galilei-Newton 群 的 极限 过 渡 


人 们 通常 习惯 于 联系 着 特殊 Lorentz 变换 来 谈 向 Galilei-Newton 群 的 过 渡 , 这 
个 特殊 的 Lorentz 变换 我 们 在 前 面 ( 72 页 (中 译本 66 页 )) 是 这 样 写 的 : 
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在 此 我 们 即 令 cg = e Z 以 及 区 的 项 , 则 我 们 得 到 : 
Ae yen zer tai w 


这 就 是 一 个 Galilei-Newton 群 的 代 换 . 在 此 我 们 必须 紧 接 着 对 Lorentz 群 的 生成 算 
子 的 完全 系 (ein volles system erzeugender Operationen) 作 相应 的 极限 过 渡 . 我 们 
在 此 可 以 全 部 都 双向 作 这 种 考察 , 办 法 就 是 , 不 是 令 ez = -5 而 是 = 0, 这 样 来 从 
Lorentz 群 的 双 四 元 数 独立 表述 得 出 Galilei-Newton 群 ; 见 87 页 (中 译本 79 页 ) 上 
所 述 . 

因此 , 正如 我 们 已 经 在 前 面 (56 页 (中 译本 52 页 )) 表明 了 , 四 维 世 界 的 Gio 是 
非 本 原 的 , 由 于 在 它 的 作用 下 , 各 流 形 


t = const (2) 


至 多 只 能 在 相互 之 间 互 换 . 先前 通过 dz2? +…' 一 czdt2z = 0 给 出 的 “Monge 锥 " 在 这 
时 变换 成 属于 这 种 流 形 的 、 二 次 计 入 的 成 员 dt? = 0. 于 是 Lorentz 群 的 “ 仿 射 " BE 
量 会 彻底 改变 其 特征 . “基本 椭 球 体 ”在 平面 坐标 (Ebenenkoordinaten) 中 的 方程， 
按照 105 页 (中 译本 96 页 ) 具有 下 述 形式 : 


2 vi 
ttg- A0, 


D 
现在 转变 为 其 行列 式 ( 秩 为 3) 二 重 为 零 的 二 次 方程 : 
vè ++ =O. (3) 
在 点 坐标 (Punktkoordinaten) 中 要 描写 这 一 退化 形体 需要 不 少 于 三 个 的 方程 : 
Sech 6&=0, ++ =O, a) 


这 无 非 就 是 普通 三 维度 量 几何 中 的 球面 圆 当成 四 维 世界 中 的 一 个 形体 来 理解 ， 瞬 
时 所 取 两 个 元 素 之 间 的 “距离 ”的 表达 式 : 


d up tt 


现在 就 退化 为 
tı — to, (5) 


而 且 , 只 有 当 ti 一 to 为 零 时 , 上 述 普通 意义 的 距离 表达 式 : 
E1 — z0)? + (yi — vo)? + (z1 — z0)? (6) 
NEEN Es 疑 有 误 . 一 一 中 译 者 注 
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才 会 保持 住 不 变 的 意义 . 
世界 线 的 观念 , 它们 在 z,y,z,t 的 四 维 连 续 体 中 划 过 , 从 而 具有 一 定 的 前 进 方 
向 的 意味 , 我 们 自然 还 能 保持 住 . 世界 线 元 


de = Vd E 
就 简单 地 为 dt, 从 而 在 一 个 质点 的 “固有 时 (Eigenzeit)” 和 “直接 观察 到 的 时 间 


(Zeit schlechthin)” 之 间 就 用 不 着 再 去 做 什么 区 别 . 世界 线 的 “方向 向 量 (Richtungs- 
vektor)” (108 页 (中 译本 98 页 )), 即 ż,ġ, ż, i, 现在 就 要 换 成 


dz dy dz 


T a ae h (7) 
(同样 ) 曲率 向 量 zi: SE 
de dy Pz 
ESA (8) 


我 已 在 这 一 处 理 中 将 平常 的 表述 作 了 这 样 的 改变 , 使 得 我 把 相应 于 Lorentz 群 的 对 
称 性 的 概念 形成 放 在 首位 . 在 我 看 来 它 比 相反 的 方法 更 方便 , 这 种 与 我 们 相反 的 方 
法 从 传统 的 概念 出 发 , 然后 再 一 个 一 个 地 来 寻求 其 正确 的 Lorentz AR . 


M 也许 我 还 可 忆 率 半径 这 个 标量 概念 上 对 此 作 更 确切 一 些 的 解释 : 我 在 108 页 (中 译本 
99 页 ) 上 已 经 给 出 了 曲率 半径 的 一 个 公式 : 


(9) 


(这 个 p 的 量 纲 是 个 “时 间 ”, 并且 对 一 条 类 时 世界 线 它 将 取 实 值 ). 但 是 取 微 分 的 参数 , 取 的 是 属 
于 这 条 世界 线 的 “固有 时 ". 我 们 引进 另 一 个 参数 来 代 知 它 ,并 将 r y, z, t 对 此 新 的 参数 的 微分 系 
数 暂 时 用 一 撤 表 示 , 这 样 就 要 用 下 述 更 一 般 的 公式 来 代 和 车: 
1_ /Er rm tn (em ty tam ea) 
En (二 二 
(在 参数 为 固有 时 的 时 候 它 就 回 到 (9) 式 ). 现在 我 们 要 这 样 来 选 特别 的 坐标 系 z,y,z,t, 即 取 世 界 
线 在 此 直接 观察 处 的 切线 作为 + 轴 , 因而 为 此 要 假设 vr 为 鹤 (因而 用 我 们 在 96 页 (中 译本 
87 页 ) 上 引用 的 Minkowski 的 说 法 , 也 就 是 “变换 到 静止 "). 这 个 坐标 系 还 可 以 围绕 t 轴 这 样 转 
动 , 使 得 z",y" 也 为 零 . 最 后 作为 世界 线 的 参数 选 如 此 引进 的 坐标 系 本 身 的 + 于 是 有 : 


(10) 


而 由 (10) 式 就 成 为 
= ay 


此 处 EE 是 我 们 直接 观察 的 质点 的 、Minlossk DÉEN R (Ruhcbeschewnigung) 于 是 
这 个 雪 达 式 就 被 许多 作者 所 采用 在 我 看 来 , 开始 就 提出 公式 (9) 及 00) 更 令 人 信服 得 多 . 


us 
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82 ”单个 质点 的 动力 学 
我 们 这 样 来 阐述 单个 质点 的 动力 学 , 完全 和 我 们 已 经 在 96 页 (中 译本 88 页 ) 
上 在 讨论 电磁 场 对 一 个 电子 的 作用 时 所 做 的 那样 , 办 法 就 是 , 赋予 点 一 个 标量 m 作 


为 其 质量 , 设 有 一 “四 维 力 ” 
Pas Py, Pa, Pa 


作用 于 其 上 , 这 个 力 是 一 个 同步 向 量 "i ， 
(12) 


my = Py, 


mi=P., mř= P. 


mz#= Pa, 


因为 有 下 述 方程 成 立 : 
SEN ER 
我 们 必须 设想 力 分 量 恒 受 着 相应 的 条 件 
zPr +yPy +iP: — eiP = (13) 
的 约束 : 因而 四 维 力 总 是 (在 我 们 的 度量 的 意义 下 ) 垂直 于 质点 的 方向 向 量 . 
我 们 要 设法 让 方程 (13) 恒 等 地 成 立 , 办 法 就 是 , 我 们 在 接受 对 电子 有 效 的 那些 
公式 下 (97 页 (中 译本 88 页 )), 只 是 现在 引进 六 个 纯粹 形式 的 量 ，X, Y Z, MN, 


它们 还 只 依赖 于 质点 的 z,y,z,t, 于 是 有 : 
SE + Xi 


(14) 


Be SE 
特别 地 , 如 果 我 们 引进 一 个 四 维 势 , 那么 这 六 个 量 , 也 像 那里 那样 , 就 可 以 表述 
为 一 四 维 势 的 大 旋 度 . 在 以 z,y, z, t 为 基础 之 上 , 表达 这 六 个 量 的 公式 , 如 同 已 经 在 
104 页 (中 译本 95 页 ) 给 出 的 , 是 这 样 : 
Lët, Lë _16q _ Lë = 13a Lë 
和 y= GEN Zeg Er as) 
BEE ôt Og: _ am 3 
Kiel e VT 
"Erën, 请 见 167 页 (中 译本 151 页 ) 上 的 附注 1 mi 
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但 是 从 一 开始 就 要 求 4y 1 0, 也 像 在 Maxwell 方程 组 的 情形 那样, 还 要 接受 条 
件 Oq: Divg = 0, 看 来 就 没有 必要 了 . 此 外 , 我 们 还 可 以 将 方程 (14), (15), 和 
在 97 页 (中 译本 88 页 ) 上 一 样 , 综合 成 一 个 “Hamilton 原理” 


(Fer -+(iP +EP: +IP +iP)) dr=0, Dei 


也 要 加 上 那 时 所 说 的 限制 
无 论 如 何在 这 些 公式 中 最 重要 的 就 是 那 并 列 的 四 个 坐标 的 运动 方程 (12)， R 
们 将 
mz,my, mi, mt (17) 
称 之 为 四 个 动量 分 量 , 于 是 我 们 就 可 以 从 (12) 式 读 出 四 个 冲 量 定理 : 
d(mż) = Pedr, d(my)=Pydr, d(mi)= Fe, d(mi)= Pidr, (18) 


从 中 我 们 看 到 了 在 力学 中 有 效 的 惯性 原理 的 准确 的 表达 . 其 中 头 三 个 自然 对 应 于 普 
通力 学 的 三 个 冲 量 定理 ; 现在 最 值得 高 度 关注 的 是 , 这 第 四 个 定理 在 极限 过 渡 到 普 
通力 学 时 就 直接 给 出 活力 m 定理; 从 而 这 最 后 一 个 定理 与 我 们 已 经 在 前 面 57 页 
(中 译本 53 页 ) 上 处 理 过 的 通常 冲 量 定理 本 质 上 是 相同 的 , 都 是 由 同一 个 自然 根源 
得 出 的 . 计算 过 程 非常 简单 . 我 们 将 此 新 的 (第 四 个 ) 冲 量 定理 写成 


ayp rr Z] 万 
a UE h-z ZE a9 


dz dy dz RE Y i gm 
(其 中 , ży, i MENEE, 表示 T a E , 相反 , au 则 表示 一 :Wm 这 - 


者 之 间 的 转化 只 要 利用 关系 dr? = d? EE wun 现在 我 们 让 
平方 根 作 级 数 展开 , 则 有 : 


(= +i +i?) 
3 


a D = (Pade + Pydy + Pade) 0 +) (20) 


现在 这 里 所 有 用 .… 表示 的 项 在 c = co 的 极限 过 程 中 都 可 以 赂 去 , 而 z,y,z 就 过 
渡 到 z/,y,z, 这 样 一 来 实际 上 就 得 出 了 通常 的 活力 定理 : 


hs 
DE = Pedz+ Pydy + Prdz. (21) 


这 三 个 冲 量 定理 同时 与 能 量 定理 合并 在 一 起 , 我 们 在 101 页 (中 译本 93 页 ) 上 
已 经 在 Maxwell 方程 组 的 领域 内 碰 到 过 . 
M 活力 (lebendige Kraft), 现在 通称 为 能 量 , 所 以 这 里 指 的 就 是 能 量 定理 . 一 一 中 译 者 注 
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但 是 对 于 力学 的 历史 的 理解 来 说 有 一 个 值得 注意 的 结局 . 二 百年 来 , 在 笛 卡 儿 
学 派 与 莱 布 尼 蒋 学 派 之 间 为 究竟 是 “运动 的 量 ", 还 是 “活力 " 是 更 重要 的 基本 概念 
这 个 问题 , 爆发 了 激烈 的 争论 , 因而 用 现代 的 方式 来 说 , 就 是 在 冲 量 定理 与 能 量 定 
理 这 二 者 之 间 究 竟 是 谁 更 有 优先 地 位 . 现在 我 们 知道 , 这 根本 不 是 一 个 要 争论 的 问 
题 , 其 实 争论 的 双方 是 一 回 事 , 只 不 过 是 从 不 同 的 观点 来 看 而 已 . 


§3” 谈 刚体 的 理论 


刚体 的 概念 在 经 典 力 学 中 所 起 的 重大 作用 , 是 不 必 再 多 加 强调 的 . 因此 想 把 这 
个 概念 以 某 种 方式 推广 到 Lorentz 力学 , 是 可 以 理解 的 . 在 许多 物理 学 家 看 来 , 不 
可 能 有 这 种 恰当 的 类 比 物 , 这 当然 几乎 是 显然 的 , 因为 人 们 还 是 认为 刚性 的 概念 是 
与 力 在 物体 内 部 传递 的 瞬时 性 相 联系 的 , 而 这 看 来 与 Lorentz 群 的 相对 性 原理 无 法 
相 协调 . 但 是 这 个 概念 的 转移 的 困难 并 非 首先 就 在 于 力 的 引进 上 , 而 是 在 运动 学 的 
关系 上 就 已 经 有 了 . 在 我 看 来 , 厘清 这 一 点 , 并 继而 探讨 达到 建立 一 个 类 比 物 做 细 
致 研究 是 有 用 的 . 

经 典 力学 的 刚体 是 一 开始 就 同时 存在 的 一 群 点 , 它们 可 以 经 过 任意 一 个 Galilei 
Newton 变换 而 保持 它们 之 间 的 距离 不 变 . 这 种 变换 的 数量 , 如 我 们 所 知 , H o0, 
但 是 由 于 对 其 点 假设 了 在 开始 位 置 的 同时 性 , 在 四 维 世界 z, y, z, t 中 作为 基础 的 刚 
体 还 只 有 oo7 个 位 置 可 取 . 实际 上 对 那些 原先 就 在 同一 时 刻 t 的 点 在 相关 代 换 (54 
DER (中 译本 50 页 )) 中 呈现 的 三 组 量 : 


ett, sat+é2 cst 十 53， 
它们 自 来 就 具有 相同 的 t, 会 聚集 成 相同 的 三 个 单项 . 由 此 得 出 , 流 形 : 
t=to (22) 
在 下 述 三 重 无 限 的 Galilei- Newton 变换 
T =z +e(t— to), 
+e2(t — to), 


z' =z + ex(t — to), 
=t 
下 , 是 逐 点 保持 不 变 的 . — 在 不 再 考虑 时 间 t 时 , 我 们 这 里 所 提 到 事实 在 传统 力 
学 中 通常 就 说 成 是 , 刚体 具有 6 个 自由 度 . 
现在 从 概念 上 来 讲 , 这 一 点 很 清楚 : 在 Lorentz 群 这 里 不 存在 与 此 直接 相似 的 
东西 . 因为 一 个 保持 流 形 (22) 逐 点 不 变 的 代 换 必定 有 下 述 形式 


seg Y=Y, 7=z, t=6 


(23) 
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(22) 式 在 任意 的 Lorentz 变换 下 还 能 过 渡 到 oot 个 位 置 
oer Bay + Yaz + Eat + sa = 0 (24) 


上 . 如 果 我 们 把 刚体 定义 成 位 于 (22) 式 或 (24) 式 中 的 质点 系 , 在 其 上 作用 上 全 部 

Lorentz 代 换 , 那么 它 就 必然 会 在 z,y, zx,t 的 世界 取 oo1? 个 不 同 的 位 置 . 因而 事 

情 根本 不 同 , 只 是 还 留 下 一 个 问题 , 就 是 我 们 是 否 能 够 对 作用 于 单个 刚体 的 Lorentz 

代 换 再 加 上 一 些 限制 条 件 , 使 得 能 在 这 个 较 狭 意义 的 运动 学 上 保持 住 一 定 的 类 似 

性 

在 这 个 “狭义 运动 学 " 中 , 人 们 考察 的 是 一 些 由 col 个 位 置 的 族 , 这 co: 个 的 

位 置 是 一 个 刚体 可 以 依次 取得 的 位 置 . 为 了 得 到 一 个 直观 图 像 , 我 们 来 考察 一 条 世 
界线 , 这 条 世界 线 是 由 刚体 中 单个 的 点 在 这 种 “运动 ”中 所 描绘 出 来 的 

KR 图 1 所 示 是 在 下 述 简化 假设 下 的 情况 ， 即 设 所 有 这 

种 世界 线 都 在 z,t 平面 内 , 其 中 画 了 两 条 这 样 的 世界 线 . 

于 是 立即 就 可 看 出 来 — 我 们 现在 是 在 Galilei-Newton 

群 中 由 于 物体 的 刚性 , 在 水 平方 向 测 得 它们 之 间 的 

距离 是 相等 的 , 而 这 个 等 距 性 是 它们 唯一 必须 满足 的 条 

TO AF 现在 这 一 点 可 以 用 一 种 相当 巧妙 的 方式 表示 出 来 , 使 


图 1 得 有 可 能 加 以 推广 . 在 Lorentz 群 的 世界 z,y,z,t 中 , 任 
意 两 个 方向 , 如 果 满足 下 述 条 件 : 
PPAT fratri Em (05) 


我 们 就 说 它们 互相 垂直 . 在 c= oo 时 上 式 就 过 渡 为 平常 的 方程: 
dtdt=0 (26) 


(这 在 几何 上 也 是 很 清楚 的 , 只 要 我 们 从 Lorentz 世界 的 Monge 锥 过 渡 到 Galilei- 
Newton 世界 中 的 双重 计 入 的 平面 += 如 上 去 即 可 ). 因而 在 后 一 种 情况 下 可 以 说 这 
两 个 方向 互相 垂直 , 如 果 其 中 一 个 有 + = const ( 即 其 中 一 个 在 图 中 沿 水 平方 向 ). 在 
这 种 表达 方式 的 意义 下 我 们 可 以 说 , 在 Galilei-Newton 情形 中 , 一 刚体 上 任意 两 点 
的 世界 线 是 正 交 等 距 的 . 

DI Æ Galilei-Newton 情形 中 , 刚体 的 世界 线 与 流 形 + = const 之 间 形成 的 夹 角 必须 直接 设 定 为 
= 香 则 就 可 以 取 任 意 值 . 因为 对 Lorente 群 来 讲 两 个 传播 方向 夹 角 的 表达 式 为 : 

did't — dzd'z — dyd'y — dzd'z 
VE Ee CEA 

它 对 c= oo 及 dtdt=0 来 说 是 不 定 的 - 
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这 一 表述 自然 是 有 高 度 的 任意 性 , 但 是 为 了 在 Lorentz 群 的 情形 下 来 定义 可 动 
的 刚体 却 与 它 有 关 . 

这 首先 是 由 Born 在 1909 年 提出 来 的 (Ann. d. Phys. [4] 30), 随后 由 Ehrenfest 
(Physikalische Leitschr. X, 1909) 以 及 Herglotz 与 Fritz Noether (Ann. d. Phys. [4] 
31, 1910) 从 Born 的 这 个 原则 出 发 推出 了 更 详细 的 结果 . 如 果 刚 体 中 点 的 世界 线 在 
Lorentz 情形 下 也 是 “法 向 等 距 的 (normal äquidistant)” 那么, 正如 Herglotz 特别 
指出 的 , 对 于 刚体 的 运动 来 说 还 可 能 有 两 种 情况 : 


(a) 刚体 在 四 维 世界 中 一 系列 无 限 多 的 位 置 变更 由 同一 个 无 限 小 的 Lorentz 变 
换 重 复 作用 而 生成 . 
(b) 刚体 中 不 同 点 的 世界 线 在 每 一 瞬时 都 是 垂直 地 从 承载 着 它 的 线性 流 形 走出 
来 
谈 到 (a) 我 们 可 以 举 螺 旋 运 动 为 例 : 
T = cosw z — sinw- y, 
inw -T+ cosw y, 


(w 为 一 参数 ) (27) 


t=t. 

于 是 从 三 维 来 理解, 这 是 刚 休 绕 z 轴 作 匀速 “转动 (通过 坐标 变换 自然 可 以 用 任 
意 一 根 直 线 来 代替 这 个 转轴 )， 与 此 相反 , 我 们 的 刚体 却 做 不 了 加 速 转动 , 因而 就 做 
不 了 从 静止 开始 的 转动 , 因为 它们 的 点 的 世界 线 会 是 间距 不 断 增 大 的 如 旋 线 , 就 不 
可 能 是 法 向 等 距 的 (我 们 可 以 通过 验算 证 实 这 一 点 ). 

情形 (b) 更 有 趣 , 我 们 把 它 称 之 为 法 向 运动 在 处 理 它 时 我 们 仍 将 采用 “ERX 
坐标 " 

z,y,z,l = ict, 

并 且 在 书写 表达 式 和 作 图 时 把 它们 看 成 好 像 是 实 的 一 样 , 尽管 这 样 做 会 使 一 些 细节 
变 得 模糊 . 

图 2 仍 可 解释 为 那 种 其 中 y 和 z 为 常数 的 情形 .因而 作 图 平面 为 z,1 平面. 于 
是 刚体 中 单个 点 的 世界 线 以 某 个 直线 族 的 正 交 轨迹 出 现 , 即 它们 是 属于 某 一 预先 给 
定 的 渐 届 线 的 渐 伸 线 

不 论 (a) 和 (b) 涉及 的 流 形 如 何 , 运动 (a) 只 有 eco 种 一 因为 要 通过 Lorentz 
群 的 基础 无 限 小 变换 来 确定 整个 运动 过 程 ; 一 但 是 在 法 向 运动 的 情况 时 , 当 刚体 
中 任意 一 个 点 的 世界 线 任意 给 定 后 , 运动 就 确定 了 - 

为 了 看 出 这 一 点 , 我 们 再 次 来 考察 一 个 图 , 不 过 这 回 是 在 zy,1 空间 (图 3). R 
们 首先 是 有 世界 线 PP', P'O, 然后 是 承载 着 刚体 的 点 的 、 作 为 其 法 平面 的 线性 流 

中 指 经 过 这 三 点 的 世界 线 . 一 中 译 者 注 
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Æ (24). 这 样 一 来 , 所 有 其 余 的 世界 线 (因而 也 就 是 整个 刚体 的 运动 ) 就 是 作为 这 
样 给 出 的 线性 流 形 的 法 向 轨迹 来 得 到 . 


E 


这 里 “法 向 运动 ” 是 以 其 一 般 特征 来 确定 的 ; 我 们 还 要 考察 它 的 无 穷 小 变换 以 
及 由 这 些 无 穷 小 变换 所 生出 的 有 限 变换 . 

我 们 可 以 取 刚体 的 瞬时 位 置 在 1 = 0 之 内 . 这 样 每 一 个 点 就 将 垂直 地 从 ! = 0 
中 跑 出 来 , 因而 也 就 是 对 它们 来 说 有 5z = 0, ôy = 0,6z = 0. 于 是 无 穷 小 变换 如 下 
(如 果 我 们 还 同时 设法 使 它 为 一 正 交 变 换 ): 


了 =z+0+0+6cl rä 
v =0+y+0+õe2:1+0, 
z=0+0+z+6ea:1+0, 
V = -6elz 一 jcz.y 一 5cs-z 十 1 十 cd 


由 于 这 里 有 四 个 无 穷 小 增 量 (de, de, Aen, ósa) 可 供 支配 , 我 们 可 以 说 : 在 情形 (b) 
中 刚体 在 无 穷 小 位 移 下 有 三 个 自由 度 . 

LES 现在 很 容易 产生 错误 的 判断 以 为 刚体 在 有 限 位 移 中 只 

E 能 取 oot 个 位 置 . 但 并 非 如 此 . 更 确切 地 说 , 它 能 达到 所 有 

由 Lorentz 变换 所 生成 的 位 置 . 由 于 我 在 文献 中 没有 见 到 有 

AE Fo ”专门 谈 这 一 点 的 , 所 以 我 来 对 此 作 稍 微 更 深入 一 点 的 讨论 ， 


(28) 


为 此 我 们 来 借助 图 4. 
图 4 我 首先 要 说 : 我 能 够 (通过 一 法 向 运动 ) 将 ! = 0 的 任 
一 点 P 送 到 任 一 点 P, 并 同时 将 通过 P 的 “平面 "! = 0 
送 到 通过 P 的 平面 E. 为 了 达到 这 个 目的 我 只 要 通过 P 作 一 条 任意 的 、 与 1= 0 
垂直 的 曲线 一 一 CE P 垂直 进入 E 并 将 此 曲线 取 为 P 的 世界 线 . 但 是 还 
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可 以 做 得 更 多 ! 依靠 着 在 出 线 PP' 选择 上 的 巨大 的 随意 性 我 还 可 以 将 在 1 二 0 中 
过 点 的 水 平 经 线 送 到 在 平面 E PEE P 点 的 水 平 经 线 (这 在 图 中 用 在 及 
PP 上 添加 一 个 小 箭头 来 表示 ). 
为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 只 要 能 确认 下 一 点 就 是 够 了 : 即 在 固定 P 的 情况 下 通 
过 一 系列 的 法 向 运动 最 后 运动 到 自身 但 转 过 了 一 个 任意 的 角度 . 
为 了 看 出 这 一 点 , 请 考察 图 5. 它 的 意思 是 : 首 z 
先 以 开始 的 水 平 经 线 PA 为 轴 , 人 平面 1 = 0 绕 它 
转动 到 与 它 原来 的 位 置 相 垂直 ， 再 从 此 处 通过 绕 法 
线 P4' 的 转动 把 它 从 原来 的 位 置 带 到 沿 新 的 水 平 
经 线 PA" 的 方向 并 且 再 一 次 地 通过 转 过 a. 这 回 
可 是 线 轴 PA", 把 它 这 样 地 带 回 原始 的 位 置 1= 0, 
使 得 它 与 之 完全 重合 . H 
对 于 有 限 运动 的 自由 度 与 无 限 小 运动 的 自由 度 Ee 
如 此 地 不 相同 , 不 应 感到 意外 .Hertz 在 他 址 作 力学 一 书 中 (e8 页 (中 译本 63 页 ) 
所 引 ) 对 在 一 因 定 地 基 上 滚动 的 球体 的 相应 问题 作 了 详尽 的 研究 . 它 作 无 限 小 运动 
时 只 有 3 个 自由 度 , 作 有 限 运动 时 则 却 有 5 个 自由 度 . Hertz 把 这 种 行为 用 这 样 的 
术语 来 表示 , 即 把 限制 球 的 无 限 小 运动 的 条 件 说 成 是 非 “完整 约 来 (lolonomj"， 最 
后 , 这 个 事情 是 那些 研究 Pratt 问题 理论 的 数学 家 所 部 瑟 的 .我 以 下 述 条 件 为 基础 
(为 了 仍然 讨论 最 简单 的 3 个 变量 的 情况 ): 


H 


Xdr+Ydy+ Zdz =0, 


所 以 由 于 这 个 条 件 点 z,y,z 只 能 被 束缚 在 某 个 平面 F = const 上 运动 , 如 果 将 上 式 
的 左 侧 乘 以 某 一 M 使 之 成 为 一 个 全 微分 df 的 形式 , 则 要 求 满足 条 件 


I 


香 则 这 个 点 就 可 以 运动 到 空间 的 任 一 点 上 去 了 . 

概括 地 讲 , 与 Lorentz 群 的 假设 能 相 协 调 的 、 刚 体 运动 的 第 二 种 可 能 性 , 即 “ 法 
向 运动 ", 与 有 Galilei-Newton 群 在 场 的 情况 下 刚体 的 运动 没有 什么 相似 的 地 方 . 为 
了 至 少 保证 在 无 限 小 运动 的 一 致 性 , Born 于 1910 年 在 G6ttinger Nachrichten 上 提 
出 了 另 一 个 建议 , 它 可 以 这 样 来 表述 : 

“每 一 个 刚体 都 具有 一 个 中 心 点 Po, 它 的 世界 线 恒 与 包含 这 个 刚体 的 线性 流 形 
(24) EH. 但 是 这 个 刚体 可 以 在 这 个 流 形 的 内 部 绕 此 点 作 任意 的 转动 ” 

如 果 我 们 仍 从 ! = 0 这 个 流 形 开始 , 那么 这 个 定义 就 许可 一 个 具有 7 个 无 限 小 
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增 量 的 无 限 小 变换 : 


EE ET EE 
Ve Beste, 
RE 
t= —õe1 -z — bez - y — ões - z +t + Ôba. 


因此 悖 论 决 非 由 世界 产生 的 ; 因为 物体 在 有 限 的 运动 中 肯定 保留 了 它们 原来 就 已 经 
具有 的 可 以 取 到 oo™ 个 位 置 的 能 力 . 

我 还 不 知道 有 谁 进一步 研究 了 这 个 方法 . 一 般 的 理解 大 多 是 这 样 , 人 们 在 Lorentz 
力学 中 毫 不 犹 珍 地 把 刚体 的 概念 搁 在 一 边 , 而 Hertz 还 把 这 个 概念 作为 他 的 力学 的 
基础 . 人 们 看 到 我 们 的 物理 直观 经 受 了 何等 的 转变 . 


结 R 语 


上 一 节 表 明 , Lorentz 力学 , 比 起 经 典 理论 来 , 还 有 更 多 的 东西 要 去 理解 .在 这 
里 , 但 也 仅仅 是 在 这 里 , 处 处 都 会 出 现 原则 性 的 区 别 , 在 这 些 地 方 对 后 者 对 观念 作 
非 权宜 之 变 是 必要 的 ， 因 此 可 以 要 求 连续 介质 力学 直接 适应 Lorentz 群 ， 但 是 在 
此 我 只 得 限于 重新 指出 Herglotz 论 弹性 理论 的 重要 著作 (Ann. d. Phys. [4], 36, 
1911). 就 这 一 叙述 的 目标 而 言 , 我 们 只 能 局 限于 讲 一 点 力学 的 初等 的 起 步 知识 (有 
如 我 们 已 经 对 电动 力学 已 经 做 过 的 那样 ) 我 们 的 目标 不 可 能 是 替代 数学 物理 的 教 
科 书 . 我 们 宁愿 只 是 这 样 来 处 理 , 使 得 物理 学 家 能 感受 到 , 原来 他 们 在 完成 他 们 的 
现代 思想 时 所 用 到 的 数学 工具 早已 在 19 世纪 的 数学 中 建设 得 很 完备 了 . 


第 二 章 注释 


1. 59 页 : 这 里 有 一 个 在 Ricci 演算 (Riccikalkiil) 普遍 用 到 的 方法 , 叫做 “ 横 
移 (Uberschiebung)” 或 “收缩 (Verjingung)”( 见 205 页 (中 译本 185 页 ) 上 所 引 
Eddington 的 书 ). 
2. 62 页 : 电子 理论 的 方程 可 能 不 是 最 终 正确 的 这 一 点 ， 首 先 从 电子 存在 的 
本 身 不 能 用 旧 的 场 方程 来 解释 就 已 经 看 出 来 了 ， 目 前 人 们 正在 探寻 如 何 来 改变 场 
方程 , 使 得 电子 能 作为 它 的 一 个 特殊 的 解 而 得 出 (Mie, Einstein, Hilbert, Weyl, 
WI W. Pauli jr. 在 他 的 刊 于 Enc. d, Math. Wiss, (数学 科学 百科 全 书 ) 第 V 卷 (19), 749 页 及 
以 后 . 上 的 论 相 对 论 的 条 目 中 对 此 给 出 了 一 个 综述 性 报告 . 此 外 还 有 F. Jüttner: Math. Ann. 第 
87 卷 . 1922; A. Einstein: Berl. Ber. 1922 一 1924; S. A. Eddington: Relativitätstheorie (相对 论 ), 
Berlin 1925. 


(29) 
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Padington)， 可 是 在 这 条 路 上 人 们 并 没有 得 到 什么 令 人 满意 的 结果 ,不 过 这 期 间 
经 典 电子 理论 也 还 是 从 另 一 方面 受到 了 撼动 , 即 受到 了 量子 现象 的 发 现 (Planck 
Einstein) 以 及 随后 对 原子 结构 的 研究 " (特别 是 通过 Bohr 的 研究 ) 的 扰动 . 出 发 
点 就 是 把 一 切 都 更 多 地 放 在 经 奥 力 学 方面 ， 而 不 是 放 在 电动 力学 方面 ,但 是 对 经 
典 力学 还 要 补充 若干 限制 条 件 (量子 条 件 ). 最 近 终于 开始 发 展 出 了 以 建立 对 所 有 
辐射 过 程 及 原子 过 程 的 统一 描述 为 目标 的 量子 理论 "(Heisenberg, Born, Jordan, 
Schrödinger, Pauli, Dirac). 由 于 这 一 发 展 尚 在 进行 之 中 ,而且 电 动力 学 目前 还 没有 
完全 纳入 到 体系 之 中 ,当前 还 不 能 对 此 作 总 结 性 的 评论 . 

3. 75 页 : “商法 则 ”的 推理 方法 (SchluBverfahren). 见 Eddington (205 页 上 所 
引 (中 译本 185 页 )) 的 70 - 73 页 

4. 了 页 :加 369 是 被 许可 的 , 因为 Änn 是 与 前 面 所 给 的 量 同步 的 张 量 . 见 
第 一 章 注释 4. 

5. 82 页 如 果 在 某 处 JO E = 0 (i = ge, 则 我 们 可 以 美人 于 在 


恋 分 法 中 众所周知 的 推导 时 所 做 的 那样 这 样 来 改变 积分 区 域 , 使 得 积分 不 为 零 . 


0 MAPEMA: A. Sommerfeld: Atombau und Spektrallinien (原子 结构 与 光谱 ), 第 4 版 ， 
Braunschweig 1924; M. Born: Atommechanik, Berlin 1925. 

1) 葛 基 性 工作 有 : W. Heisenberg: Zeitschr, f. Phys. (物理 学 杂志 ) 第 33 卷 , 879 页 , 1925; M. 
Born und P. Jordan: Zeitschr. f, Phys. 第 34 卷 , 858 W, 1925; Heisenberg, Born und Jordan: 
Zeitschr. f. Phys. 第 35 卷 , 557 页 , 1926; M. Born: Zeitschr. f. Phys. 第 40 卷 , 167 页 , 1926; 
Jordan: Zeitschr. f. Phys. 第 40 卷 , 809 页 , 1927; E. Schrödinger: 发 表 在 Ann, d, Phys. 上 的 几 篇 
文章 , 还 有 以 书 的 形式 发 表 的 : 波动 力学 文集 . 此 外 , 还 有 P. A. M. Dirac 发 表 在 Proc of the roy. 
soc. of London 上 的 多 篇 文章 . 
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以 二 次 微分 形式 为 基础 的 
解析 点 变换 群 


A 经 典 力学 的 一 般 Lagrange 方程 


引言 


到 现在 为 止 我 们 只 讨论 了 任意 n 个 变量 z1,… ,zn 的 线性 代 换 . 现在 我 们 进 
一 步 要 注视 的 就 是 任意 代 换 : 


= e Dir pr) a) 


其 中 我 们 多 半 是 把 z1,… ,zn 理解 为 在 一 个 n 维 空间 中 的 点 , 这 时 我 们 就 简单 地 
把 (1) 式 说 成 是 点 变换 . 这 时 我 们 对 这 个 变换 的 理解 还 有 选择 的 自由 , 或 者 是 , 把 坐 
标 系 看 成 是 固定 不 变 的 , 而 把 空间 及 置 于 其 中 的 形体 看 成 是 可 变 的 , 或 者 是 , 首先 
是 更 方便 地 把 R, 看 成 是 固定 的 , 而 把 坐标 系 看 成 是 可 变 的 (从 而 (1) 式 可 以 设想 
为 “坐标 变换 "). 

我 们 暂时 把 zi … ,zn 及 yi ,yn 设想 为 实 变量 , 并 且 为 了 简单 起 见 , 只 限 
于 考察 空间 中 的 这 样 一 块 区 域 , 使 得 假设 为 解析 的 函数 ” 在 其 中 处 处 为 正则 , 并 且 
其 函数 行列 式 不 为 零 m .于 是 在 我 们 所 感 兴趣 的 区 域内 代 换 (1) 有 唯一 确定 的 逆 
代 换 , 因而 这 里 群 的 概念 这 样 来 理解 , 即 在 群 中 除了 代 换 (1), 还 总 有 它 的 逆 变 换 存 
在 . 但 是 我 们 在 前 面 考察 的 线性 代 换 群 只 含有 有 限 个 参数 , 而 现在 的 情况 , 一 般 来 
讲 , 则 有 无 限 多 个 . 除了 前 面 提 到 的 那个 限制 外 , 大 多 数 的 情况 下 我 们 不 再 加 任何 
其 他 的 限制 ; 于 是 我 们 可 以 谈 所 有 点 变换 的 群 , 并 经 常 将 它 简 记 为 Go. 


il 请 参见 章 末 的 注释 L (H) 
m EE enn, 则 总 是 默认 为 如 此 . 
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不 过 它 与 = 个 变量 的 线性 代 换 群 有 这 样 的 联系 , 就 是 根据 (1) 式微 分 dz; 按 下 
述 齐 次 线性 代 换 变换 : 


A 
dei = gdn +t gdim 
SE S (2) 
dtn = SCH E 
Ca dn rr By e 


9 _ Op 0 y ap ð 
Bn On Bn: By Ban” 


H 
Se 
由 此 我 们 就 给 出 了 所 有 以 下 研究 的 真正 的 起 点 。 我 们 处 处 都 要 与 线性 代 换 的 不 变 
量 理论 相 联 系 , 但 从 一 开始 就 只 考虑 那些 线性 代 换 (2) 或 (3) 一 其 z 对 mm 
数 行列 式 一 般 不 会 像 至 今 我 们 通常 对 代 换 行列 式 所 假设 的 那样 ,等 于 1 
作为 我 们 的 不 变量 理论 研究 的 合适 对 象 , 除了 任意 的 (在 我 们 的 研究 区 域内 为 
解析 和 唯一 确定 的 ) 函数 Dien, ,zn) 外 , 看 来 首先 还 有 相应 的 微分 形式 


已 (zi 


(3) 


Znidzi ,drn), (4a) 
或 者 还 有 
lui (4b) 

它们 分 别 对 微分 和 微分 符号 为 齐 次 (在 最 简单 的 情况 时 为 齐 次 , A ARENE K 
数 ) 一 一 这 样 一 来 与 此 同时 还 有 更 一 般 的 形式 ， 它们 可 含 多 行 微分 dzi,d'zi,… ,每 
一 行 都 是 齐 次 的 , 以 及 或 含 多 行 微分 符号 r ENEE EH 甚或 
以 适当 的 齐 次 性 同时 包含 这 两 种 符号 - 

以 我 们 的 Go 为 基础 来 系统 地 建立 这 种 形式 的 不 变量 理论 自然 绝 非 我 们 的 意 
图 . 我 们 宁可 局 限于 那 种 比较 简单 的 、 对 数学 物理 有 特殊 意义 的 基本 的 原理 . 在 我 
们 对 其 成 长 过 程 , 我 们 是 如 何 理解 它 的 , 以 及 对 它 的 影响 所 及 以 粗 线条 的 笔触 作 尽 
可 能 的 深入 讲述 之 时 , 我 们 也 希望 这 些 讲述 能 对 更 广 范围 的 读者 也 有 点 用 处 . 我 们 
首先 只 来 研究 单个 的 二 次 微分 形式 : 


KSE (5) 


(在 我 们 的 区 域内 ”ask 是 r1,- ,zn 的 单 值 , 正则 变化 的 解析 函数 ; 同时 这 个 aix 
的 行列 式 不 为 零 ) 在 如 此 限制 的 前 提 下 显然 我 们 就 会 和 在 上 一 章 所 研究 的 连 在 一 


WM 
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起 , 在 那里 下 述 特殊 的 二 次 型 
dei + dy? + d2? 一 czdt2 (6) 


具有 基本 的 意义 . 实际 上 我 们 的 主要 目的 之 一 就 是 毅 述 , 现代 物理 在 最 近 几 年 如 何 
从 与 (6) 式 相 联系 的 、 与 Lorentz 群 相关 的 低级 的 (“狭义 的 ") 相对 论 发 展 到 了 一 
个 高 级 的 (“广义 的 ") 相对 论 , 后 者 是 以 一 个 四 个 变量 的 一 般 二 次 型 为 基础 , 并且 取 
全 体 点 变换 的 群 Go KEHE Lorentz 群 m . 情况 又 再 次 是 这 样 , 即 这 里 所 需 的 数学 
工具 在 主要 的 方面 旱 就 奸 好 了 摆 在 那儿 , 只 不 过 是 通过 新 的 物理 观念 的 构建 得 到 了 
充分 的 利用 . 为 了 盖 明 这 一 点 , 我 们 要 回 到 一 百 多 年 以 前 , 一 直 追 溯 到 Lagrange 在 
他 的 基本 著作 (Mécanique analytique (分 析 力学 ) 第 1 版 , 1788) 讲 分 析 力学 那 部 分 
中 所 作 的 经 典 表述 上 去 . 


81 Lagrange 方程 及 其 Go 群 的 引入 
我 们 将 只 把 那些 我 们 认为 是 主要 之 点 归 到 一 起 作 简洁 的 讲述 . 在 这 些 讲述 中 ， 
我 们 会 采用 现代 的 术语 , 过 到 这 种 地 方 我 们 会 加 以 指明 , 决 不 会 局 限于 Lagrange 本 
人 的 讲述 . 
1. 一 般 Lagrange 方程 涉及 的 是 任 一 质点 系 
me Zi Y ži a) 
它们 可 以 受到 这 样 一 些 “ 条 件 方程 
更 =0， 理 =0… (2) 
的 约束 , 使 得 在 我 们 正好 感 兴趣 的 区 域内 zi,yi, zs 可 以 用 含 n 个 独立 参数 
RE? (3) 


的 正则 解析 函数 来 描述 . 在 (1) 式 的 每 一 个 点 上 作用 着 一 个 力 , HAEN Xi, Yi, Zi 
要 寻求 的 是 , 它们 在 qi,… ,qn 为 时 间 t 的 函数 的 情况 下 所 满足 的 微分 方程 
2. 由 Lagrange 所 给 出 的 公式 , 大 家 都 知道 , 只 要 求 一 方面 将 系统 的 活力 : 


DE EE (4) 
用 qu,de 表示 出 来 , 另 一 方面 再 将 力 在 作用 点 的 虚 位 移 上 所 做 的 功 , 也 就 是 
A= AC (Xibzs Xi + Së, mi 


E EECH 
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RAR J Pu5g。. 于 是 运动 方程 就 简单 地 为 : 


Es 
RES 
åa ar 
ee © 
3. 为 了 评估 这 个 方程 特别 的 有 效 范 围 , 我 们 必须 讲 清 (这 在 Lagrange 那里 令 
人 吃惊 地 未 被 明确 地 加 以 强调 , 而 在 紧 接着 Lagrange 之 后 多 多 少 少 为 人 们 所 知 )， 
就 是 在 用 qa 来 表示 zi, yi zi 的 公式 中 , 除了 qo 外 还 可 能 含有 时 间 t (这 一 点 , 例如 
在 条 件 方程 (2) 中 已 经 包含 了 + 时 就 必定 会 如 此 ) .人们 只 是 在 计算 54 时 才 不 
会 去 一 起 改变 t, 而 是 一 般 来 讲 宁愿 令 : 
54= 》 Pabgo (7) 
但 在 计算 T 以 及 按时 间 所 取 的 微分 系数 ti, i 二 时 , 这 种 对 时 间 的 依赖 性 就 会 显 
现 出 来 . 相应 地 换算 后 的 T, 一 般 来 讲 , 就 会 取 以 下 的 形式 : 
T= 3 Dopoads + E baa (8) 
(其 中 aah, 理解 为 是 qa 的 , 也 是 t 的 函数 ). 其 中 除了 有 42 的 二 次 项 外 , 还 出 
现 了 线性 项 , 于 是 在 计算 方程 (6) 时 就 会 出 来 一 个 附加 项 , 人 们 习惯 于 把 它 以 天 文 
学 家 Clairaut (1742), 或 以 技术 师 Coriolis (1832) 的 名 字 来 给 它 命名 . 
4. 方程 (6) 的 证 明 自 然 可 以 从 用 z,y,z 写 出 的 运动 方程 换算 过 来 得 到 , 人 们 
常常 用 变 分 的 方法 来 代替 上 面 的 做 法 , 我 们 可 以 这 样 来 表述 , 即 令 


Ter +5A)dt =0, (9) 


在 积分 区 间 内 令 ga 作 任 意 的 变动 , 但 在 积分 限 上 保持 不 变 % . 
实际 上 , 在 下 式 


jra J EEEE) w 


其 中 的 第 二 部 分 只 要 通过 众所周知 的 分 部 积分 的 方法 加 以 变形 , 并 将 54 的 定义 式 
(7) 代入 , 我 们 就 从 (9) 式 得 到 了 : 


Si. s) dt=0, a) 


"EERSTEN ERER, A 4 卷 (力学 ) 中 引 论 性 的 条 目 : A.Vo8 有 理 力 学 
的 原理 

名 这 里 原文 为 4 疑 有 误 . — 中 译 者 注 

ni 积分 限 上 的 变 分 为 零 这 一 点 仍然 以 积分 号 上 一 模 杠 来 表示 
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它 就 直接 导致 方程 (6). 
5. 首先 我 们 要 问 , 为 什么 Lagrange 方程 (6) 这 个 量 从 对 参数 go 的 任意 变换 ， 
更 确切 地 说 , 对 在 我 们 的 区 域 中 全 体 正则 、 解 析 的 代 换 Gao: 


n =p (f ,gt), 


(12) 


qn = Pn (Tt dmt), 
t=t 
为 不 变 的 . 我 们 的 变 分 原理 对 此 给 出 了 准确 的 回答 . 在 我 们 的 问题 中 的 T, 从 而 还 
有 67, 另 一 方面 还 有 5A, 从 一 开始 就 看 成 是 给 定 的 , 从 而 也 就 看 成 是 不 变 的 . 我 们 
可 以 得 出 结论 说 , 在 积分 符号 (11) 下 的 积分 核 , 也 就 是 


: (a + n) Slas (13) 


是 一 个 不 变量 . 方程 (6) 的 左边 不 是 别 的 , 只 不 过 是 这 个 不 变量 中 不 同 的 Sga 前 的 
系数 加 个 负 号 而 已 . 现在 我 们 要 把 量 丛 dqa 本 身 按照 前 面 所 讲 的 作 类 比 , 称 其 为 向 
量 . 那么 我 们 的 系数 就 表示 一 个 北 步 的 向 量 , 从 而 方程 量 从 的 不 变性 由 此 就 直 截 了 
当地 确立 了 , 它 就 是 要 求 一 个 北 步 向 量 恒 等 于 零 . 

6. 我 们 想 使 我 们 的 观点 独立 于 其 作用 也 许 还 不 完全 明显 的 分 部 积分 ， 要 做 到 
这 一 点 只 要 把 那 在 分 部 积分 中 要 弃 去 的 项 保留 在 积分 符号 内 ， 即 简单 地 用 下 面 式 


Eé 
ôT- ZS (£ ia) +J Fäi (14) 
prp (13) 式 (因为 66。 fb en (13) 式 是 一 臻 的) 

表达 式 (14) 是 不 变量 , 因为 它 全 部 是 由 ( 群 (12) 的 ) 不 变量 组 成 的 . 

这 样 我 们 就 完全 达到 了 采用 与 Lagrange 在 他 的 《Mecanique analytique (分 析 
力学 )》 第 1 卷 ,第 3 版 ,326 页 "所 采取 的 、 从 上 位 移 原 理 出 发 ,而 不 用 变 分 法 来 
推进 到 他 的 一 般 方程 一 样 的 结论 . 实际 上 , 他 把 由 上 述 原理 所 给 出 的 方程 (这 里 我 
们 保持 了 我 们 的 记号 ) 


JO (Ki — miži) özi + (Yi — maži) by + (Zi — mi) ôz;) = 0 (15) 
直接 改写 成 下 面 的 形式 : 
Dizit Yiy + Ziðzi) — F i (Er (tz + pe + Ss) 


(16) 
E (F E ++) =0, 


ES HEN 
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这 样 它 的 左边 现在 在 概念 上 就 直接 与 (14) 式 一 致 了 .Heun 先生 对 Lagrange 的 分 
析 力 学 有 过 很 大 的 贡献 , 把 从 (15) 式 的 左边 到 (16) 式 的 左边 的 过 渡 直 接 称 之 为 
Lagrange 核心 方程 mn .同时 他 还 对 (16) 式 的 思想 内 涵 作 了 如 下 言 简 意 几 的 诠释 : 
作用 在 系统 上 的 力 所 作 的 虚 功 等 于 “ 虚 的 冲 量 功 ”的 变化 速率 减 去 活力 的 虚 改 变 . 


§2 Lagrange 方程 的 Go 群 和 Galilei-Newton 群 . Coperni- 
cus 坐标 系 和 Ptolemy 坐标 系 


众所周知 , Einstein 提出 了 这 样 的 要 求 , 一 切 自然 定律 都 应 该 给 予 这 样 的 形式 ， 
即 它们 应 该 显然 与 用 来 确定 世界 点 的 坐标 系 的 任意 变换 , 因而 也 就 是 z,y,z,t 的 
任意 变换 无 关 . 前 面 几 节 的 叙述 让 我 们 能 认识 到 , 这 个 要 求 一 一 在 力学 的 领域 
内 -一 已 经 通过 Lagrange 的 一 般 方程 讲 明了 它 能 走 多 远 ，Lagrange 的 原则 一 
方面 已 超越 了 Einstein 的 公设 , 因为 它 不 只 是 研究 单个 的 质点 , 而 是 研究 了 质点 系 ， 
可 是 另 一 方面 他 又 仍然 回 过 去 停留 在 通常 的 描述 中 , 这 就 是 在 方程 (12) 中 时 间 上 
和 通常 一 样 , 没有 一 起 参与 变换 . 把 时 间 t 也 纳入 一 般 的 变换 之 中 实际 上 是 一 个 新 
的 思想 , 这 是 通过 现代 电动 力学 的 Lorentz 群 才 带 来 的 . 抓 住 这 个 思想 的 原则 性 意 
X, 这 是 Einstein 的 独特 贡献 . 但 是 除 此 之 外 , 我 们 也 不 能 忽视 Lagrange 的 功绩 . 
我 们 还 想 力 图 表明 , Lagrange 方程 相对 于 由 (12) 式 所 定义 的 群 Go 的 不 变性 
与 相对 于 Galilei-Newton 群 的 不 变性 相 比 到 底 如 何 , 后 者 我 们 在 前 一 章 中 特别 对 
天 文学 中 的 多 体 问题 解释 过 . 那 时 我 们 是 在 通常 的 天 体力 学 中 的 直角 平行 坐标 系 
一 - 我 们 说 , Æ “Copernicus ( 哥 白 尼 )” 坐 标 系 一 一 中 建立 了 多 体 问题 的 微分 方 
程 : 
EE Re 等 等 an 


像 这 样 的 一 些 方程 在 那个 有 十 项 的 z, z,t 的 线性 代 换 群 (我 们 把 它 叫做 Galilei 
Newton BE) 的 作用 下 保持 不 变 , 但 在 方程 (12) 的 群 Goo 的 作用 下 肯定 不 是 不 变 的 . 
为 了 便于 比较 这 两 个 群 , 我 们 将 在 Galilei-Newton # Gio 中 , 正如 我 们 在 54 页 (中 
译本 50 页 ) 上 定义 它 时 所 做 的 那样 , 将 代 换 t = Er + 8 换 成 恒 等 代 换 . 于 是 就 只 
有 一 个 Ge T, 它 直 接 就 是 由 (12) 式 所 给 出 的 群 Go 的 一 个 子 群 . 

现在 我 们 设想 来 考察 r 个 天 体 , 它们 的 3r 个 坐标 ziy, zi 是 t 和 n= 3r 个 参 
Sa, ,gn 的 函数 . 建立 以 这 些 go 来 表述 的 Lagrange 方程 (6) 特别 简单 , 因为 
在 (14) 式 中 出 现 的 力 的 分 量 允许 以 众所周知 的 方式 用 势能 


U= Ds (18) 


1 见 , 例如, Math. Enzyklopädie IV, 11, 447 页 
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的 偏 微分 系数 RE 来 描述 ; 因此 我 们 也 只 要 把 这 个 U 换算 成 参数 
a 的 函数 , 并 且 取 


bb a9) 


现在 我 们 要 从 不 变量 理论 的 观点 出 发 来 面 对 这 样 的 问题 : 怎么 样 来 理解 , 这 个 
新 的 方程 不 仅 对 我 们 刚刚 所 讲 的 Go 为 不 变 , 而 且 对 (12) 式 的 Go 也 保持 不 变 呢 ? 
显然 只 有 这 样 , 即 除了 A, ,gn 之 外 , 还 要 考虑 T 及 U 和 它们 的 微 商 (只 要 它们 
出 现 了 ) 作对 应 于 方程 (12) 的 变换 . 我 们 所 谓 Lagrange 方程 的 不 变性 并 不 是 直接 
对 方程 (12) 的 Go 来 讲 的 , 而 是 与 “扩张 了 的 ” 群 有 关 , 这 个 群 是 通过 我 们 把 T 
M U 作为 变换 后 ga 的 函数 的 表达 式 加 入 而 生成 的 . 根据 我 们 对 这 些 变换 选择 的 
不 同 , 7 和 U 的 形式 也 不 同 , 而 用 qa, Go 写 出 来 的 方程 同样 也 不 同 . 它们 还 能 显示 
成 一 个 统一 的 Lagrange 方程 的 形式 , 只 是 因为 我 们 在 方程 中 , 除了 qa 外 , 还 引进 
了 符号 和 U. 

从 而 Ge 自然 也 就 保留 了 它 与 Go 并 肩 存在 的 权利 . 如果 将 代 换 用 原来 的 坐 
标 写 出 来 , 一 般 是 这 样 来 表示 : 


Tiyo z = S (Pizh YA). 
再 如 果 , 引进 个 别 具 体 的 参数 系 q 的 公式 是 这 样 : 
Zoy zi = V (tigis sqn); 
由 这 个 方程 组 解 出 的 g,,… , qn 就 可 表 为 : 
qist ,gn = V`} (t21, y1, 21577 fen Yra Zr) + 


于 是 对 这 组 个 别 的 参数 系 gq1,… ,qn 来 建立 的 多 体 问题 的 Lagrange 方程 用 qo 写 
出 来 就 总 是 对 那个 Go 保持 不 变 的 , 这 个 Ge 可 以 用 容易 理解 的 符号 这 样 来 写 出 : 


dis sgn = V1SV (tidis sdh) Di 


可 是 在 Go 这 个 扩大 了 的 区 域内 的 不 变性 , 正如 我 们 已 经 讲 过 的 , 只 有 在 “添加 " 
了 函数 符号 THU 之 后 才 会 出 现 ". 

可 我们 这 里 所 谈 的 整个 事情 可 以 从 一 个 简单 的 例子 得 到 认识 , 这 个 例子 我 们 在 第 一 章 的 22 页 
(中 译本 21 页 ) 之 后 详细 地 讲 过 . 在 那里 谈 的 是 正 交 线性 群 的 不 变量 与 一 般 线性 群 的 不 变量 之 间 
的 关系 . 一 个 正 交 不 变量 (作为 这 种 不 变量 它 只 在 那些 把 z? +… + z3 变 到 自身 的 线性 代 换 下 保 
持 不 变 ) 也 可 看 成 是 一 般 线性 群 的 不 变量 , 条 件 是 , 如 果 我 们 对 所 给 的 变量 组 ( 量 从 ) 还 引入 这 样 
的 二 次 形式 , 它们 是 由 f = 地 + tr 在 任意 的 一 般 线性 变换 下 得 出 的 . 为 了 作 几何 的 解释 ， 
还 要 引进 一 般 的 仿 射 度量 , 或 者 ( 当 我 们 将 比例 =; : z2 : … : zn 解释 为 Rai 中 点 的 坐标 时 ) 引 
进 "射影 ER 当 我 们 从 某 个 代 换 群 的 不 变量 理论 过 渡 到 一 个 包括 它 的 更 大 的 群 上 去 的 时 候 . 
事情 总 是 对 应 地 是 这 样 . 
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与 这 些 讨论 相 联系 的 , 有 一 些 重要 的 历史 回忆 值得 一 谈 . 

观察 天 文学 家 自然 会 用 到 的 、 最 切 近 的 坐标 系 , REI “Ptolemy (HERE) 坐 
标 系 "， 即 观察 者 所 描述 的 天 体 的 高 度 和 方位 角 ， 以 及 天 体 到 观察 者 的 立足 点 处 的 
距离 . 为 了 在 这 样 规定 的 坐标 系 中 写 下 太阳 系 中 不 同 物体 的 运动 方程 , 我 们 只 要 回 
到 我 们 的 Lagrange 方程 的 一 般 形式 上 去 . 结果 自然 比 我 们 上 面 在 Copernicus 坐标 
系 中 所 得 要 复杂 得 多 , 由 此 我 们 可 以 来 衡量 出 Copernicus 取得 了 多 么 大 的 进步 . 他 
本 人 只 很 好 地 感觉 到 了 空间 图 景 的 巨大 简化 , 在 这 个 图 景 中 今后 人 们 就 可 以 将 星体 
的 运动 作 定性 的 分 类 了 . 接着 Galilei 和 Newton 的 研究 工作 表明 , 我 们 因此 还 可 
以 对 现象 , 作用 的 力 , 即 甚至 是 运动 方程 , 以 最 简单 的 方式 来 表述 ， 行 星 扰动 的 学 
说 就 是 从 此 产生 的 . 但 是 由 所 获得 的 动力 学 结论 提出 的 力 随后 走 得 还 要 更 远 , 例如 
只 有 从 这 里 出 发 才能 预言 Foucault ( 传 科 ) 摆 的 现象 . 所 有 这 一 切 只 有 在 我 们 采用 
Copernicus 坐标 系 这 简单 方案 时 才 好 理解 , 而 且 常 常 是 在 事后 为 了 观察 的 目的 起 见 
再 转化 到 Ptolemy 的 坐标 系 上 去 . 

因而 Einstein 的 要 求 或 一 般 Larange 方程 的 意义 不 能 这 样 来 理解 , 似乎 不 管 人 
们 采用 何 种 坐标 系 , 反正 都 一 样 . 如 果 人 们 一 开始 就 知道 一 般 Lagrange 方程 , 又 如 
果 , 后 来 有 人 发 现 , 有 一 个 特殊 的 坐标 系 , 多 体 问题 的 微分 方程 在 这 个 坐标 系 中 取 
(17) 式 的 简单 形式 , 而 且 因 此 由 (20) 式 的 形式 存在 的 Galilei-Newton 群 来 线性 表 
述 , 那 将 也 是 一 个 巨大 的 进步 . 从 一 般 的 观点 来 讲 Copernicus 坐标 系 就 是 通过 这 
一 数学 事实 直接 定义 的 . 


83 ”简化 变 分 原理 , 过 渡 到 几何 
如 果 我 们 设想 , 在 多 体 问题 的 情况 下 , 作用 在 力学 系统 上 的 力 的 分 量 PP 按 方程 
(19) 通过 对 一 个 给 定 的 势能 U ( 它 除了 依赖 于 q1,… ,qn 之 外 , 还 可 能 依赖 于 归 求 
偏 微 商 - 2 来 得 到 , 则 变 分 原理 (9) 就 变 成 了 那个 在 德国 人 通常 称 之 为 Hamilton 
pa MRF: 
HEEN (21) 
如 果 我 们 现在 更 进一步 假设 , 不 论 是 还 是 U, BREA TIR 


了 我 们 已 经 在 第 一 卷 , 第 5 章 中 详细 叙述 过 的 思想 体系 . 活力 了 将 成 为 ja 齐 次 二 
次 型 


ENEE e2) 
同时 作为 Lagrange 方程 的 一 个 推论 , 我 们 还 有 活力 积分 
T+U =h, (23) 


m 要 了 解 原本 的 历史 文献 的 情况 请 参阅 第 一 卷 ,第 5 章 
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借助 于 它 , 我 们 还 可 以 将 方程 (21) 用 Jacobi 变 分 原理 : 
HI VAO Ta =0 (24) 
来 代替 . 这 里 t 还 只 是 形式 地 出 现 . 实际 上 通过 将 dt KARRA, RIRA: 


HOENEN (25) 


因而 , 如 果 我 们 在 这 个 “g 的 空间 " 中 通过 下 式 来 规定 它 的 “ 弧 长 的 微 元 ”ds: 


ds? = D5 oagdgadan, (26) 


那么 我 们 的 系统 在 这 个 “9 空间 " 中 的 轨迹 就 会 与 这 个 空间 中 的 测 地 线 一 致 . 但 是 
沿 测 地 线 经 历 其 上 一 段 所 花 的 时 间 , 根据 (23) 式 (及 (22) 式 ) 由 下 述 积 分 给 出 : 


_/ /Foodaodas _ f de 
=f Sa- T v (27) 
最 后 , 如 果 我 们 再 进一步 假设 U 为 常量 (从 而 在 我 们 的 力学 系统 上 就 不 再 有 “ 力 ” 
的 作用 ), 并 且 为 了 统一 起 见 , 再 令 h 一 U = 1, 我 们 就 会 得 到 与 Riemann 几何 的 完 
全 接轨 . 这 样 一 来 , 在 那 种 其 中 的 弧 元 为 : 


DEE (28) 


的 空间 Ra 中 , 我 们 系统 的 轨迹 与 其 测 地 线 简 直 就 完全 是 一 致 , 而 且 时 间 按 照 (27) 
式 也 直接 与 所 经 过 的 一 段 弧 的 弧 长 一 致 . 

我 们 在 这 里 只 是 复述 了 这 些 完全 已 知事 情 , 为 的 是 从 一 开始 就 表明 , Gaus 和 
Riemann 的 几何 研究 , 现在 我 们 就 要 转 过 来 谈 它 , 是 如 何 地 在 Lagrange 方程 的 肥 
沃土 壤 上 成 长 起 来 的 . 

此 外 我 们 可 以 这 样 来 概括 今后 要 从 事 的 课题 . 假设 在 代 换 (12) 中 出 现 的 t 不 
再 明显 的 出 现 , 则 由 q 生成 的 Ra 中 全 体 点 变换 Co 就 以 公式 


a = pi (hah) 
S (29) 


WOH 


呈现 在 我 们 面前 ， 我 们 将 在 相关 不 变量 理论 的 意义 下 来 研究 二 次 微分 形式 ds? = 
Y aagdqadqs. 这 时 为 了 直观 起 见 可 以 把 ds 解释 为 Ra 中 的 弧 的 微分 . 


ELE 


B 建立 在 Gau8 的 《Disquisitiones circa superficies 


curvas (曲面 理论 的 一 般 研究 ) 》 的 基础 之 上 的 
二 维 流 形 的 内 蕴 几 何 学 
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Gau 的 巨著 , 对 它 我 们 在 第 一 卷 , 第 1 章 已 作 过 前 导 式 的 讲述 , 而 且 它 还 将 成 
为 我 们 做 进一步 展开 讲述 的 起 点 , 从 各 个 不 同 的 方面 来 讲 都 具有 开创 性 的 意义 . 这 
部 著作 , 从 他 大 地 测量 学 的 实际 工作 生发 , 又 经 他 对 我 们 的 空间 本 质 的 哲学 思考 的 
培育 , 给 了 整个 微分 几何 的 理论 数学 方面 以 极其 重要 的 推动 

就 ( Disquisitiones (研究 ) 一 书 的 历史 状况 而 言 , 我 得 借助 于 Stickel 的 、 就 是 在 

现在 看 来 也 是 以 最 准确 的 史料 研究 为 根据 的 著作 来 讲述 . 向 理论 方面 的 发 展 首先 
是 这 样 , 即 Gaus 的 思想 是 与 Monge 从 1800 年 起 在 他 的 《 Application de L'analyse 
à la géometrie (分 析 对 几何 的 应 用 ) 》 中 所 给 出 的 相 联系 着 的 , 正如 Liouville 等 人 在 
1850 年 出 版 的 《应 用 》 一 书 的 第 五 版 所 表明 的 , 其 中 除了 有 Louville 本 人 的 大 量 进 
一 步 的 讲述 之 外 , 还 发 现 有 一 处 附 印 了 Gau8 著 作 的 地 方 ". 于 是 微分 几何 作为 一 
个 独立 的 分 支 就 在 所 有 文明 的 国度 里 得 到 了 精心 的 培植. 在 这 里 我 们 只 要 指出 , 在 
数学 百科 全 书 M, 3 的 有 关 条 目 中 是 如 何 特别 提 到 , 在 接近 19 世纪 林 时 有 那么 多 
的 教科 书 这 一 点 就 是 够 了 : 

1. Darboux 所 著 内 容 丰 富 的 四 卷 本 的 著作 《 Leçon eur la théorie générale des 
surfaces (曲面 的 一 般 理论 讲义 ) 》(Paris 1887—1896 年 ,第 2 版 1914 年 ), 由 同一 作 
者 所 作 的 续篇 《Legons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes 
( 正 交 系 及 其 曲线 坐标 讲义 ) 》 初 版 于 1898 年 , 第 二 版 于 1910 年 出 版 . 

2. Bianchi 的 教科 书 《 Lezioni di geometria differenziale (微分 几何 讲义 ) (Pisa 
1894), 其 德 文 译本 由 Lukat 于 1899 年 出 了 它 的 第 一 版 , 1910 年 出 了 扩充 后 的 第 二 
版 . 

3. Knoblauch 的 《Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flächen 
(曲面 一 般 理论 导论 ) (Leipzig 1888), Æ 1913 年 扩充 成 为 一 本 内 容 广泛 的 著述 
《Grundlagen der Differentialgeometrie (微分 几何 基础 ) yo . 

U Gaus 全 集 ,第 10 $, IV. 

1 见 107 页 (中 译本 98 页 ) 

9 这 期 间 出 版 了 :Blaschke。 Voriesungen über Differentialgeometrie (微分 几何 讲义 ) 第 1 t. 
Berlin 1921; 第 2 卷 , Berlin 1923. (HL) 
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从 这 些 著作 中 所 包含 的 全 部 有 趣 的 课题 之 中 我 在 这 里 只 能 挑 某 些 片 段 来 宣讲 
一 下 . Gaus 在 他 的 著作 中 已 经 将 曲面 的 几何 区 分 为 外 冀 的 (dufere) JLA A t 
(innere) 几何 , 其 中 第 一 种 处 理 的 是 曲面 在 三 维 空间 中 的 形态 , 但 内 萄 几何 只 研究 
那样 一 些 问题 , 它们 在 曲面 的 任 一 “等 距 (isometrische)" 变换 下 保持 不 变 . 人 们 设 
想 曲 面 点 的 坐标 用 两 个 参数 u,v 来 描述 . 于 是 两 个 无 限 靠近 的 曲面 之 间 的 距离 根 
据 Gau8 用 下 式 表示 : 

ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?, a) 


(其 中 等 式 右 侧 的 二 次 微分 形式 是 正定 的 ) 一 一 而 曲面 的 内 蕴 几 何以 研究 所 有 那样 
一 些 关系 为 已 任 , 这 些 关系 在 以 此 ds? 为 基础 的 条 件 下 , 对 参数 u,v 任意 变换 为 不 
变 . 因此 它 就 是 在 上 一 节 末 (133 页 ) 所 提出 的 一 般 问题 在 n = 2 的 这 个 最 低 维 的 
情况 下 的 几何 造型 . 

这 一 几何 发 展 在 我 们 的 描述 下 看 来 真是 新 的 东西 . Gau8 在 这 里 默认 了 所 讨论 
的 是 这 样 一 种 曲面 , 在 其 上 的 每 两 个 点 只 能 用 唯一 的 一 条 测 地 线 (或 者 , 像 他 讲 的 ， 
短程 线 必 ) 连接 起 来 , 然后 推行 这 样 的 思想 , 通过 应 用 这 种 测 地 线 在 曲面 上 这 样 来 
建立 一 种 几何 学 , 特别 是 三 角 学 , 完全 类 似 于 在 平面 上 用 直线 所 做 过 的 那样 . 于 是 
两 点 之 间 的 距离 就 根本 该 由 它们 的 “ 测 地 距离 (geodiitischer Abstand)”, 即 由 连接 
它们 之 间 的 测 地 线 的 长 度 , 来 代替 . 

我 们 还 可 以 将 这 些 盖 述 以 抽象 的 形式 给 出 , 这 就 是 , 我 们 完全 放弃 一 个 在 三 维 
空间 中 展开 的 曲面 的 观念 , 而 把 变量 u,v 径直 解释 为 平面 上 的 坐标 . 然后 我 们 再 把 
(1) 式 看 成 是 我 们 将 在 平面 上 设计 的 一 个 准 几何 (Quasigeometrie) 弧 元 (在 这 个 准 
几何 这 里 就 根本 不 提 三 维 空间 ). 这 时 连接 两 点 之 间 的 测 地 线 就 通过 要 求 沿 固定 在 
这 两 个 端点 之 间 的 曲线 上 的 弧 长 的 积分 / ds 应 为 极 值 (其 -一 阶 变 分 为 零 ) 来 定义 . 


这 样 确定 的 积分 值 就 称 之 为 该 两 点 的 测 地 距离 . 

这 一 本 身 较为 平淡 约定 的 优点 是 , 它 的 特质 , 我 们 在 上 面 称 之 为 内 蕴 的 几何 , 就 
绝 不 会 丢失 . 从 而 我 们 就 能 自由 地 将 ds? 取 为 任意 的 , 也 包括 为 不 定 的 , 微分 形式 . 
稍 后 在 谈 Riemann 的 推广 以 及 物理 学 家 的 新 近 的 发 展 时 我 们 会 用 到 . 如 果 我 们 把 
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理解 为 在 平面 u,v 上 运动 的 、 质 量 为 1 的 质点 的 “活力 ”, 我 们 就 得 到 了 它 与 力学 
之 间 的 关系 

01( 以 任 一 含有 该 曲线 的 曲面 为 基础 的 ) “ 测 地 线 ” 这 个 词 的 使 用 , 根据 Stackel (Leipzig 报告 
1893: 谈 测 地 线 的 历史 ), 最 初 是 由 Liouville (1850) 得 到 广泛 普及 的 , 因而 从 这 个 时 候 起 , CER 
个 时 候 与 实际 的 大 地 测量 学 的 关系 在 Gau8 那里 还 仍然 如 此 活路 ,对 理论 几何 学 家 而 言 却 令 人 人 惊 
讶 地 退 到 了 幕后 
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TEHAT Gaus 的 创新 思想 与 Hamilton 同时 在 “射线 系统 (Strahlensys- 
tem)” 方面 的 工作 (Transactions of the R. Irish Academy, 见 第 一 卷 , 194 页 ) 之 间 令 
人 注目 的 类 似 性 . 早 在 Hamilton 之 前 人 们 就 已 经 知道 , 光线 在 光 密 度 可 以 随 位 置 
作 任 意 变化 的 介质 中 传播 的 路 径 可 以 由 令 沿 光 线 所 取 的 积分 的 一 阶 变 分 为 零 来 确 
定 (Fermat 原理 ). 如 果 我 们 用 ds 表 这 个 问题 中 的 积分 核 , 则 ds? 为 (如 我 们 局 限 
于 各 向 同性 的 介质 ) 想象 到 是 由 空间 坐标 的 微分 dz, dy, dz 组 成 的 某 个 三 项 二 次 微 
分 形式 . 到 此 光学 就 成 了 力学 中 的 最 小 (或 者 如 Hamllton 那样 更 谨慎 地 把 它 称 之 
为 稳定 值 ) 作用 原理 的 一 个 例证 . 但 是 接 下 来 Hamilton 把 沿 光线 所 取 积分 的 值 理 
解 为 它 的 两 个 端点 的 函数 . 这 个 积分 如 何 随 端点 的 移动 而 改变 的 方式 , 他 把 它 称 之 
为 作用 量 的 变 分 原理 中 

这 实际 上 就 是 Gau 在 n = 2 时 所 采取 的 步骤 , 他 在 这 时 将 两 点 之 间 的 测 地 距 
离 置 于 他 的 研究 中 心 . 


§2 ”关于 测 地 线 的 微分 方程 
1. 对 属于 弧 元 (1) 的 测 地 线 我 们 首先 有 变 分 原理 


6 J Edu? + 2Fdudv + Gdv? = 0, 2) 


其 中 当做 独立 变量 的 有 时 可 选 w 有 时 又 可 选 v. 正如 在 145, 146 页 (中 译本 132, 
133 页 ) 上 所 讲 的 , (2) 式 等 价 于 


6 f (Bi? +2Fid + Gi?) dt = D (3) 


于 是 测 地 线 就 可 以 作为 一 个 不 受 力作 用 的 质点 的 轨迹 来 引入 ， 因 而 我 们 就 有 了 两 
个 Lagrange 方程 可 用 来 确定 测 地 线 : 
2d (But+Fo) _ E42Fuid t Gui, 

A W 


atit 95) = Bui? + 2Fyùù + Gut, 


计算 出 来 结果 如 下 : 
2Ei+2Fi+ Eú? Zb + (2F, — Gu)i? =0, 
2Fü + 2Gü + (2F, — Ep) ú? +2Guid + Gut? = 0. 


N 我 在 第 一 卷 的 第 5 章 已 经 详细 地 讲述 过 了 , 而 且 还 特别 地 讲 到 , 他 后 来 对 一 般 力 学 的 贡献 是 
如 何 从 这 个 原理 出 发 来 形成 的 


(5) 
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将 上 述 等 式 左 侧 分 别 乘 以 立 及 证 后 再 相 加 , 就 可 以 得 到 活力 的 守恒 ; 这 样 实际 上 我 
们 会 得 到 
EE 
特别 地 我 们 可 以 令 ( 见 上 面 146 页 (中 译本 133 页 )): 
Eù? +2Fùù + Gù? =1. (6) 


这 样 一 来 时 间 + 就 会 与 测 地 线 的 弧 长 一 臻 , 从 而 对 RAIRE 记忆 让 就 获得 了 一 
个 简单 的 , 纯粹 几何 学 上 的 意义 、 

2 . 在 经 过 所 有 这 些 准备 之 后 , 对 那些 所 谓 的 微 商 不 仅 可 以 方便 地 回归 到 Leib- 
niz 的 写法 D 7. 而 且 还 可 以 用 在 分 母 上 有 de BEREK, TEARS 
分 

DE 


进行 直接 运算 . 这 在 18 世纪 总 是 这 样 做 的 , 而 且 自 从 Gaus 以 后 在 微分 几何 中 已 是 
一 般 通用 了 . 这 不 会 因此 有 损 于 概念 的 严格 性 , 但 却 避 免 了 符号 上 的 一 些 不 必要 的 
麻烦 . 

据 此 我 们 在 方程 (5) 中 用 Ar REK, 并 将 所 得 的 左边 记 为 Wu, 20. 


Dé, = 2Bd2u + Zu + Eudu? + 2Evdudv + (2F, — Gu) dv?, 
2V, = 2Fd2u 十 2GdPu 十 (2Fu — Ey) du? +2Gududv + Gudu? 


这 样 一 来 方程 (5) 在 任 一 点 变换 下 的 行为 , 根据 ASI (141, 142 页 (中 译本 129 页 )) 


可 以 表征 如 下 : 
a) 把 õu, 6v 理解 为 u,v 的 任意 “ 变 分 ", 则 


(7) 


Wubu + obv (8) 


为 一 不 变量 (因而 Vu, Vu HX du, v DOERR, 
b) 我 们 认识 到 这 一 点 最 简单 的 办 法 就 是 , 想到 (8) 式 按照 Lagrange 的 核心 方 
程 也 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


Edu? + 2Fdudv + ea?) (9) 


d(Eduðu + F (duv + õudv) + Gdvév) 一 5 ( s 


c) 测 地 线 的 微分 方程 就 是 说 , 表示 式 (9) 对 任意 选 定 的 du, öv 均 应 为 零 ( 虚 位 
Spa 

d) 正 是 在 这 里 直接 说 出 了 , 在 伴随 有 微分 形式 ds? 之 后 , 测 地 线 就 有 了 与 坐标 
系 的 选择 无 关 的 意义 - 


EL 


83 ”在 不 变量 理论 框架 中 Gau8 曲面 论 中 几 个 最 简单 的 定理 和 
概念 


在 这 里 打算 简短 地 归纳 的 一 些 概念 和 定理 都 是 在 一 些 普通 的 教科 书 中 有 的 . 
1. 会 两 个 同步 向 量 4 和 5 ( 即 du, dv 和 ôu, ôv) 的 不 变量 : 
a) “ 极 式 (Polare)" 


P = Edubu + F (duðv + dvõu) + Gdvõv, WOU 
这 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 可 借助 于 它 表示 如 下 : 


g = arccos z a2) 
b) 相应 地 有 
VEG—F: (duôv — dvôõu) 


sing = Es 
从 而 这 两 个 向 量 所 组 成 的 三 角形 的 面积 由 下 述 重要 的 公式 


2A = y EG -~ F? (duðv — dvõu) (14) 


(13) 


来 给 出 . 
2. 含 一个 逆 步 向 量 的 不 变量 . 我 们 在 此 只 限于 那 种 最 简单 的 情况 , 在 这 种 情况 
中 (除了 ds? 外 ) 还 给 定 了 某 一 个 函数 / (u,v), 于 是 在 这 里 就 可 以 将 

a ar 

ae Se 
想象 为 逆 步 向 量 . 

a) 通常 二 次 型 理论 所 给 出 的 最 简单 的 不 变量 , 后 来 Beltrami (根据 Lame 为 数 

学 物理 所 造 的 术语 ) 把 它 称 之 为 的 第 一 微分 参数 ,是 : 


ar 
E EF Du 
Dun Jr 3 : (EG- F°). as) 
Bf öf 
du a ° 
b) 偏 微分 方程 
Di(f)=1 a6) 


将 曲线 f = C 定义 成 确定 我 们 度量 的 平行 曲线 族 , 其 方式 是 , 使 得 曲线 /= C+ dC 
与 曲线 f = C 二 者 处 处 在 正 交 的 方向 上 互相 拉 开 一 段 等 值 的 距离 dC. 
证 原文 没有 编号 (10) 公式 . 一 一 中 译 者 注 
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c) 如 果 取 曲线 族 uw = C 本 身 作为 这 种 等 距离 的 曲线 族 , 但 是 把 曲线 族 v = C 
取 为 与 前 者 正 交 的 轨 线 , 则 我 们 会 得 到 


ds? = du? + Gdv? (17) 


(Gaup 坐标 ). 

d) 于 是 与 82 的 微分 方程 一 比较 就 得 出 , 曲线 族 v = const 是 测 地 线 . 反之 , 如 
果 作 一 族 测 地 线 的 正 交 轨 线 , 就 会 给 出 一 族 等 距 曲 线 u = const . 

偏 微分 方程 (16) 与 测 地 线 族 之 间 的 这 种 相互 关系 属于 有 关 一 阶 偏 微分 方程 的 
解 与 其 特征 线 之 间 相互 关系 的 一 般 理论 , 正如 我 们 在 本 卷 第 二 章 BII, $4, $5 中 ， 
以 及 在 第 一 卷 , 第 5 章 中 , 从 各 个 方向 所 讲 到 过 的 一 样 . 


84 i Gaus 全 曲率 概念 的 引入 


1. 有 一 个 Gaus 坐标 系 的 特殊 情形 , 它 就 是 从 我 们 的 域 中 任 一 点 O 发 出 的 测 
地 极 坐标 (geoditischen Polarkoordinaten) (p = const 为 从 O 点 沿 “ 极 角 (Azimut)” 
p 发 出 的 测 地 线 , > = const 为 围绕 着 O 点 的 测 地 贺 ). 如 我 们 为 它 设 定 (17) 式 , 则 
我 们 肯定 会 注意 到 , O 是 这 个 新 引入 的 坐标 系 的 奇 点 , 但 是 对 我 们 的 ds? 本 身 来 讲 ， 
容易 理解 不 会 有 奇异 性 . 因此 思考 一 下 就 会 明白 , 在 (17) 式 中 出 现 的 G 在 此 必定 
有 以 下 的 形式 : 
Gi, el =r? tritt ee er lp el, (18) 
其 中 p 为 一 在 原点 邻 域内 按 所 引入 的 变量 展开 的 收敛 宕 级 数 ; 记 它 的 常数 项 为 a 
则 对 小 的 > 取 近似 就 得 到 : 


ds? = dr? + (r? Hart] dp?. a9) 


2. 如 果 我 们 引进 所 谓 的 Riemann 正规 坐标 (Riemannsche Normalkoordinate), 
也 就 是 令 : 


rosp=z, rsinp=y, (20) 
那么 公式 (18), (19) 的 意义 就 会 更 清楚 一 些 . 于 是 由 (18) 式 我 们 得 到 : 
ds? = (dz? + dy?) + P(z, y)(ydz — zdy)?. (21) 
与 近似 的 (19) 式 对 应 地 有 
ds? = (dz? + dy?) + a(ydz — zdy)?™ . (22) 


m 就 是 在 这 一 转 到 正规 坐标 的 换算 中 要 确立 , G(r,y) 必须 具有 在 (18) 式 中 给 出 的 特别 的 形式 
对 一 个 一 般 的 Gtr,y) 我 们 不 一 定 会 有 一 个 在 O 的 邻 域内 同时 为 有 限 和 单 值 的 , 和 我 们 在 (21) 
式 中 所 有 的 那样 的 ds?. 见 W. Blaschke: 微分 几何 讲义 ,第 2 版 , 96-97 页 , Berlin 1924. 
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3. Riemann 正规 坐标 由 它 的 起 点 , 自然 只 能 确定 到 二 者 之 间 可 相差 一 正 交代 
换 ( 即 绕 O 点 的 转动 以 及 对 一 通过 O 的 轴 的 镜像 对 称 ). 但 是 在 这 里 不 变 的 不 仅 有 
dei +dy?, 而 且 还 有 (ydz — zdy)?. 因而 在 (22) 式 中 出 现 的 常数 a 就 有 了 一 个 并 非 
偶然 有 的 特性 : 它 度量 了 在 O 点 最 靠近 的 邻 域内 我 们 的 度量 对 欧 氏 度量 的 偏离 

4. 就 这 样 我 们 要 来 谈 Gouf 全 曲率 (Gaußsche Kriimmamgsmape) T. 实际 上 
它 和 我 们 的 a 只 差 一 个 常数 因子 : 


K = -3a (23) 


(加 上 -3 仅仅 是 为 了 能 与 Gau8 在 外 蕴 几 何 中 对 曲面 原来 采用 主 曲率 之 积 来 定义 
K 相对 接 )， 单 个 点 位 O 处 的 全 曲率 是 直接 以 一 个 只 与 ds? 本 身 有 关 的 、 相 对 于 
WU 的 任意 变换 为 不 变量 的 身份 出 现 . 

5. 我 们 在 这 里 所 讲 的 K 的 引入 和 Riemann 在 1854 年 的 就 职 演讲 中 中 对 n 
维 空间 所 讲 的 是 一 样 的 ， 为 了 进行 全 面 的 比较 , 我 们 还 只 需 注 意 到 , 根据 (14) 式 ， 
(yda - zdy)? 是 那个 三 角形 面积 二 售 的 平方 , 这 个 三 角形 由 顶点 为 0, (dz, dy) 以 及 
由 公式 (22) 所 确定 的 离开 O 点 同样 无 限 靠 近 的 点 (z,y) 所 构成 . 这 一 研究 相对 于 
直接 联系 到 Gau 的 普通 描述 来 讲 的 特点 就 是 , 我 们 根本 不 用 从 u,v 的 二 维 区 域 出 
发, 因而 也 就 根本 用 不 着 把 它 解释 成 为 三 维 空间 中 的 一 个 曲面 .“ 全 曲率 " 的 称呼 并 
未 充分 考虑 到 这 个 情况 , 但 却 容易 引起 误解 . 尽管 如 此 , 由 于 它 已 广 为 传 播 , 我 们 还 
必须 采用 它 . 

6. 从 (19) 式 可 以 很 自然 地 得 出 全 曲率 的 一 个 几何 解释 . 我 们 由 此 可 得 到 一 个 
以 O 为 中 心 , 以 一 个 小 的 r 为 半径 的 圆 的 周 长 为 : 


no f” (r+ g) de= 2er tam, (24) 
因而 
Bal (25) 
考虑 以 后 会 遇 到 要 推广 到 任意 n 的 需要 , 我 们 还 要 把 这 个 公式 写成 如 下 的 形式 : 
al D 


我 们 在 此 还 可 以 很 容易 地 引进 回 的 面积 J Ke d nal 来 替代 圆周 的 周 长 [I 
于 是 我 们 就 得 到 : 
A mr2 十 SS, (26) 


1 EES ILR E. Riemann 全 集 , 第 2 版 , 272 页 . 有 Weyl 注释 的 单行 本 , Berlin. 
1919. 见 本 书 247 页 的 附录 ITIL 


H B SmEmeIpe 141 


rA ES 

e ateliers), en 
这 些 式 子 , 它们 把 (不 同 半径 的 ) 测 地 圆 的 周 长 和 面积 与 有 相同 半径 的 欧 氏 圆 的 周 
长 和 面积 联系 起 来 , 是 大 约 在 1860 年 前 后 由 法 国 的 数学 家 从 Gaus 研究 的 结果 推 
出 来 的 . 最 后 我 们 把 对 整个 圆周 的 积分 改 成 对 一 段 图 弧 的 积分 , 相应 地 把 圆 面积 换 
成 该 圆 弧 所 对 扇形 面积 , 也 能 得 到 相同 的 结果 . 


§5 ”关于 在 任意 给 定 的 ds? 下 全 曲率 K 的 解析 表示 


在 我 们 给 出 了 量 K 的 几何 定义 之 后 , 我 们 要 来 对 一 个 任意 给 定 的 ds? = Edu?+ 
2Fdudv + Gdv? 来 求 它 的 解析 表示 . 

Gau8 本 人 花 了 不 小 的 力气 " ,在 大 量 计算 的 基础 上 求 得 了 下 面 的 公式 (其 中 
除了 E, F,G 之 外 , 仅 含 它们 对 u 和 v 的 一 阶 和 二 阶 微 两 ): 


4(EG— F?}? K = E (E,G, ~2F.G, + G2) 
+F (EsaG, — EvGu — 2E Fy + 4Fu Fy ~ 2Gu Fu) 
+G (EuGu — 2F, Eu EI 
-2 (EG — F?) (Ew — 2Fuv + Guu) 


为 了 理解 这 个 表达 式 的 构造 规律 , 我 们 再 次 转向 Riemann 一 一 这 一 次 是 转向 
他 的 悬赏 应 征 的 论文 , 这 是 他 在 1861 年 向 巴黎 科学 院 提交 的 , 直到 1876 年 才 在 他 
的 全 集 的 补遗 中 发 表 ”; . 其 中 夹 在 一 些 其 他 的 论述 之 中 有 一 段 简洁 的 一 述 , 说 的 是 
如 何 去 为 依赖 于 n 个 变量 的 ds? 去 构造 类 似 的 Km . 在 我 们 暂时 局 限于 n=2 的 
情况 下 , 我 们 将 以 更 宽泛 一 些 的 形式 来 重 现 这 一 阐述 . 
1. 预备 知识 . 为 了 求 得 在 O 处 K 的 值 , 我 们 得 先 作出 从 O 点 发 出 的 全 部 测 
地 线 东 . 但 是 真正 要 用 到 的 只 是 它们 紧 靠 O 的 线段 . 这 一 段 可 通过 8 的 微分 方程 
(5) 及 表达 式 (7) 来 描述 , 我 们 今后 将 和 它们 打交道 . 我 们 从 O 出 发 作 两 个 向 量 , 将 
它们 简 记 为 d 和 5: 于 是 从 O 发 出 的 任 一 向 量 均 可 用 sd+ A4 来 给 出 . 除了 算 符 至 
和 人 2 外 , 我 们 还 要 用 到 算 符 dó = ód. 这 样 一 来 , 由 两 次 连用 向 量 nd + X6 所 产生 
的 二 次 微分 就 记 为 (sd + MX5)2 = kzd2 + 2kMd5 十 X252. 我 们 还 总 是 把 这 些 式 子 一 一 
以 及 所 有 在 下 面 会 用 到 的 类 似 的 式 子 — 理解 为 适当 的 微 商 上 的 分 子 . 在 此 会 引 
Vë Een EE E, 


possitae — (全 集 第 2 版 , 391-404 页 ). 见 本 书 259 页 附录 IV. 
外 全 集 , 第 2 版 , 402, 403 页 


(28) 
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起 混 清 的 只 有 当今 在 考察 多 个 变量 的 微 商 时 所 流行 采用 的 记号 . 例如 , 假设 我 们 有 
一 两 个 变量 4 r 的 函数 , 则 我 们 将 用 此 与 ör 来 表示 t 与 r 的 增 量 , 相应 地 一 阶 
和 二 阶 微 商 写成 : 

SE e dë dë È 

die 以 及 EW 
(关于 在 -多 重 积分 下 出 现 的 微分 符号 我 们 已 经 在 第 二 章 中 作 过 类 似 的 提示 .) 

我 们 把 这 种 写法 用 到 微分 方程 (5): Vu = 0, Ve = 0 中 去 . 这 样 的 话 我 们 把 其 中 

出 现 的 du, dv, du, du 换 成 


(nd + M)u, (xd + A5)v, (xd + Mi)2u(kd+ Aéife, 
我 们 按 xz, KA, A? 的 顺序 依次 令 这 些 项 的 系数 =0. 我 们 这 样 就 得 到 了 6 个 方程 , 我 
们 用 尽 可 能 易于 理解 的 方式 将 它们 缩写 成 如 下 : 


2 EH 
janaa Eu 1 Eë ur EC DG 


DP, — Ev)du? + 2Gududv + Go 
KC E, 


0 = EE 


Edubu + E,(duôv + 5udv) + DP, — Gu)dvôv 
S s 


0 = Y„(d,5) = Edôu + Fdjv+ 


0 = Wu(d,6) = Fdôu +--> , 


a -aui 
TE = Boru+ Por + EZH Euv + (PF, — Owe Air Bëss, 


0= bäi Fut- 

(29) 
这 6 个 方程 合 在 一 起 所 描述 的 , 我 们 可 以 把 它们 称 之 为 从 O 点 发 出 的 测 地 轨迹 
att: 它们 使 得 我 们 能 够 将 6 个 二 次 微分 d'u, dõu, 5u, dv,- 用 4 个 一 次 微分 ， 
Bp du, ôu, dv, 6v 来 表示 . 

在 方程 组 (29) 中 每 次 取 两 个 按 (8) 式 的 模式 结合 在 一 起 , 在 这 同时 我 们 再 引入 
第 三 个 , 仍 为 任意 的 向 量 a 我 们 不 再 要 求 Pu = 0, Ve = 0, 而 是 要 求 dän an 
( 它 对 任意 的 坐标 变换 为 不 变量 ) 对 äu, d'o 全 部 值 均 为 零 . 然后 我 们 再 要 求 , 和 在 
(9) 式 中 那样 , 满足 从 Lagrange 所 得 结果 转化 过 来 的 条 件 , 那么 蔡 代 (29) 式 , 我 们 


癌 这 里 原 书 第 2 式 最 后 一 项 为 G, 第 5 式 最 后 一 项 括号 内 的 F。 前 没有 因子 2, 疑 有 误 , 今 更 
正 . -一 中 译 者 注 
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就 会 有 下 面 三 个 式 子 : 


0 = 2d(Bduiu' + F(duð'v + udv) + Gdvð'v) — 8'(Edu? +2Fdudv + Gdv?), 

0 = d(Eðuð'u + F(5uð'v + 6'udv) + Grën) 
+6(Edud'u + F(duð'v + udv) + Gdvð'v) (30) 
-6'(Bdudu + F(duðv + udv) + Godo5o)， 

0 = 28(Eðuð'u + 2F (õuð'v + Suë) + Gef) — 6'(Edu? + 2Fõuðv + Gëf), 


为 了 一 目 了 然 起 见 , 我 们 用 下 标 来 区 分 不 同 的 变量 和 系数 E, F, G, 例如 就 像 我 们 令 
da2 = Zaire, (31) 


于 是 (30) 式 就 可 写成 : 
0=2d4》 age e — € 》 adridzk, 
0=dD anbrib'ze+5》 aaen — 8 D aikdzibzk (32) 
0= 25》 aakbrib'zke 一 Y aukbribzk: 


上 面 所 引 的 Riemann 方程 就 以 这 种 形式 出 现 (只 不 过 是 在 他 那里 求 和 总 是 从 1 到 
n, 这 种 情况 我 们 会 在 后 面 深 入 讨论 ) 

2. 决定 性 的 结果 

Riemann 在 此 后 构造 了 一 个 由 微分 d, 6 组 成 的 表达 式 , 它 肯定 是 不 变量 , 我 们 
PERAN 


DË Y oaedridrk 一 2d5 > aura, + EK (33) 


这 里 的 每 一 项 是 纯粹 形式 地 来 计算 的 , 这 时 我 们 只 要 利用 运算 d 和 5 之 间 的 可 对 
换 性 就 可 以 了 . 因此 有 , 例如 : 


66 Dadridrk = ô (5 õandzidzr + Do av (ddridrk + dziðdzs)) , 


其 中 dan 我 们 已 令 它 = 并 in ERT, 


我 们 要 认识 到 ， 这 个 表达 式 是 这 样 得 到 的 , 就 是 在 计算 时 所 有 含 三 次 微分 的 项 
例如 aixd55zidzx 都 主动 地 给 路 去 了 . 因此 只 有 一 次 和 二 次 微分 


dee, Ôi, dn, dë, 8’ T; 


给 留 下 来 了 . 
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现在 在 (33) 式 给 那些 二 次 微分 代入 由 方程 (29) 及 (30) 或 (32) 得 出 的 值 . 这 
样 一 来 9 就 会 转变 成 一 个 新 的 表达 式 , 正如 人 们 所 预料 的 那样 , 这 是 一 个 含 一 次 微 
分 dri 的 二 阶 齐 次 式 , 同样 也 是 一 个 含 dr 的 二 阶 齐 次 式 , 我 们 将 它 名 为 (QJ. AN 
也 认识 到 , 如 果 将 d 与 5 分 别 换 成 d+ A5, pud + v6, 则 由 于 O 本 身 的 结构 以 及 方 
程 (29) 到 (32) mm Stu 只 会 改变 一 个 常数 因子 , 即 乘 上 因子 (kz — Ap)?. 
因而 N 以 及 [N] 是 d 与 6 的 组 合体 (Kombinanten) ( 见 11 页 (中 译本 11 页 )). 我 
们 的 结论 是 , (N) 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


图 = Lienen -5zadza)?， (34) 


其 中 等 式 右 侧 方 括号 内 的 量 | 一 一 ] 是 某 个 纯粹 由 ax 以 及 它们 对 z 的 一 阶 微 商 和 
二 阶 微 商 组 合 而 成 . 

3. 随 着 这 个 不 变量 fo 的 构成, 我 们 就 稳 操 胜 券 了 . 

也 就 是 说 , 我 们 知道 了 有 第 二 个 带 有 因子 Le, Ae — Anden 的 不 变量 (组 合 
体 ), 而 这 个 因子 就 是 由 向 量 d,5 所 包围 的 三 角形 面积 的 平方 . 实际 上 按照 $3, (14) 
式 , 用 我 们 现在 的 写法 表示 , 就 有 


au o 


4A2 = (dri5za -5zidza)2 ™ (35) 


an an 


因而 (34) 与 (35) 之 商会 是 一 个 与 d,6 无 关 的 不 变量 . 接 下 来 是 Riemann 的 论断 ， 
认为 这 个 商 与 Gau8 的 全 曲率 只 差 一 个 常数 因子 ; 更 准确 地 说 就 是 有 


EE H (36) 


一 一 由 此 K 构造 规律 就 完全 清楚 了 . 


86 Riemann 公式 的 证 明 以 及 几 种 相应 的 计算 


公式 (36) 的 证 明 用 不 着 对 任意 给 定 的 ds? 来 做 ; 因为 (36) 式 的 右边 无 论 如 何 
是 一 个 不 变量 , 因而 只 需要 在 应 用 Riemann 正规 坐标 的 情形 下 证 明 它 与 在 84 中 也 
是 在 应 用 这 个 坐标 来 定义 的 K 一 致 就 是 够 了 *. 
但 是 这 个 证 明 几乎 不 用 计算 就 可 以 得 到 : 
1 此 外 为 了 与 真正 的 Riemann 结果 保持 一 致 ,我们 还 可 以 这 样 来 写 : 
EN mei 
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a) 由 于 对 从 坐标 原点 发 出 的 测 地 轨迹 形成 的 半球 上 含 z,y 的 高 阶 项 尚未 加 考 
E, 等 于 是 以 84 中 弧 元 的 近似 式 (22) 工作 , 这 个 式 子 用 现在 的 记号 写 出 了 就 是 : 


ds? = dz? + dz} + a (x2dz? side — 27172dr1dr2) . (37) 
b) 于 是 我 们 从 方程 组 (29) 得 知 , 这 种 情形 下 , 二 次 微分 : 
d'en, des, dën, dës, 0°71,6272 


全 都 要 设 为 = 0. 
c) 由 此 (0) 的 计算 是 这 样 , 即 我 们 只 对 下 述 表达 式 


N= b5 Ý adden — 2d5 Y aixdziðzr + dd Y garen 


中 的 ai. 从 而 (37) 式 中 的 组 成 部 分 dz? + dz3, 因为 它 的 系数 为 常数 , 不 会 有 任何 
贡献 , 留 下 来 的 就 是 要 以 所 说 的 方式 计算 下 式 


at55(z3dz? —2rızıdrıdz2 side) 
—2d6(z3dr16r! 一 zizzdzibzz — T172671dr2 十 Ttdza6zi) 
+dd(z36z? -2r1z2671dr2 +z3672)}, 


而 在 此 上 面 的 三 行 中 的 每 一 行 都 给 出 相同 的 贡献 , 为 : 


2a (6r2dr — Zedeal, 


于 是 总 共 就 得 到 
Il = 6a (522dr1 — 6z1dr2)? (38) 
da) 另 一 方面 , 由 §3, 公式 (14) 有 : 
4A? = (6z2dz1 一 6r1dz2)?, (39) 
所 以 由 (36) 式 就 得 到 
K = -30, (40) 


这 与 在 84 中 用 公式 (23) 所 给 K 的 原始 定义 是 一 致 的 . 

我 们 还 要 把 这 个 证 明 与 K 的 另 一 个 意义 联系 起 来 . 

1. 我 们 在 152 页 (中 译本 139 页 , (17) 式 ) 已 经 研究 过 所 谓 Gap 坐标 系 , 对 
EH ds? = du? + Gdv?, 其 中 u = const 为 平行 线 , 但 v = const 是 与 它们 正 交 的 
轨迹 ( 测 地 线 ). 我 们 想 把 我 们 的 研究 仅 限于 = 0 的 最 近 的 邻 域 , 并 且 相 应 地 将 G 
按 DORIS, 取 到 这 个 级 数 的 第 二 阶 为 止 : 


ds? = du? + (p(v) + up(v) + u?x(v)) d, (41) 


DO ATRE 


趁 着 我 们 还 没有 对 v 做 适当 的 选择 之 时 , 我 们 可 以 做 到 令 plv) = 1. 现在 我 们 特别 
取 = 0 本 身 就 是 一 条 测 地 线 . 于 是 沿 u = 0 必须 满足 下 述 微分 方程 : 


Yuld,d) =0， Wold,d) =0 


(156 页 (中 译本 142 页 (29) 式 )). 但 是 沿 u = 0 本 身 同时 也 有 du = du = 0, 于 是 
就 取 dv 等 于 弧 长 ds, 因而 又 有 di = 0. 由 此 我 们 推 知 沿 u = 0 有 G, SFF. 这 
样 一 来 就 必定 有 vlv) = 0, 从 而 得 到 : 


ds? = du? + (1 + u?x(v)) dv?. (42) 


2. 现在 我 们 以 图 6 为 基础 来 计算 [0] (其 
中 向 量 5 对 在 = 0 上 的 每 一 点 是 由 通过 该 点 
的 uv = const 的 曲线 上 , 处 于 u=0 和 w= ôu 
Mtt von ”之 间 的 这 样 一 段 来 定义 的 , 这 里 Su 理解 为 与 
v 无 关 的 任 一 数值 ). 
我 们 已 经 有 了 (对 沿 u = 0 前 进 的 方向 而 
言 ) Pu = Odin = 0; 现在 还 要 加 上 dôu = 0 
以 及 (HF ôv = 0)dôv =0 和 52v = 0. 但 是 曲线 v= const 本 身 是 一 条 测 地 线 , 在 
它 上 面 所 取 的 5s 就 与 bu 一 致 . 从 而 也 要 令 bu = 0. 因此 [| 的 计算 仍然 是 这 样 
的 , 即 我 们 只 保留 与 一 次 微分 有 关 的 项 
3. 现在 直接 计算 [nj] 就 立即 得 到 x(v) = 一 K, 从 而 (总 是 沿 u = 0) 有 : 


ds? = du? + (1 — u? - Kid (43) 


我 们 附带 地 还 可 以 作出 结论 : 在 u = 0 上 的 任意 两 点 之 间作 一 条 邻近 的 曲线 , 则 在 
其 上 作 相关 积分 


Ae 
Ke 


将 超过 下 述 沿 u = 0 所 取 的 积分 : 


ESCH w 


由 此 就 推出 了 众所周知 的 关于 测 地 线 u = 0 弧 长 的 二 次 变 分 的 定理 , 特别 是 得 出 
T, 在 K 为 负 时 , 这 个 变 分 总 是 正 的 (Jacobi)m 


" 全集 TV, 39-55 页 . 
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4. 但 是 最 要 紧 的 是 , 对 K 有 一 个 简单 的 几何 解释 ， ZS 
它 和 前 面 所 给 的 都 不 一 样 ， 为 了 能 更 清楚 地 写 出 标记 ， E SE 
我 们 把 图 6 中 的 四 边 形 放大 地 画 出 来 (图 7). 于 是 公式 
(43) 就 给 出 365ds? = ie, 因而 由 


1 56ds? 
5 
这 个 公式 与 那个 方位 角 无 关 , 它 是 那 条 通过 我 们 要 求 它 的 K 的 那个 点 的 、u = 0 的 
测 地 线 的 方位 角 . — 这 里 面 所 包含 着 的 K 的 意义 (我 要 为 此 感谢 Carathéodory) 
是 如 此 美丽 , 以 致 我 在 这 里 不 能 跳 过 它 而 不 谈 , 尽管 我 在 后 面 不 会 用 到 它 . 如果 我 
们 用 地 球 表面 的 经 圆 与 纬 圆 所 代表 的 坐标 系 来 思考 它 , 与 前 面 所 讲 的 K 的 意义 相 
对 比 的 等 价 意义 就 会 很 清楚 了 .我 们 前 后 两 次 来 考察 位 于 两 条 经 圆 之 间 的 起 闭合 
作用 的 纬 圆 长 度 的 改变 : 第 一 次 是 在 极点 附近 , 第 二 次 是 在 赤道 附近 . 


(45) 
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a) 与 每 一 变换 群 自动 地 联系 着 一 个 等 价 问题 : 何 时 我 能 将 两 个 给 定 的 儿 何 形 
体 (Gebilde) 通过 该 群 的 变换 相互 转化 ? 同样 自动 地 有 这 个 问题 与 该 群 的 不 变量 理 
论 之 间 的 关系 : 一 个 形体 的 全 部 不 变量 必须 与 另 一 个 的 一 样 . 

因此 直接 从 等 价 的 概念 导出 不 变量 的 概念 是 一 个 古老 的 思想 . 例如 , Aronhold 
就 在 他 的 发 表 于 Crelle 62 (1863) 上 的 “不 变量 理论 的 根本 基础 "一 文中 , 对 线性 不 
变 理论 作 过 这 样 的 探索 . 只 要 我 们 不 仅 是 停留 在 泛泛 的 一 般 讨 论 , 而 且 还 要 同时 掌 
握 所 有 具体 的 情形 , 这 时 就 会 表现 出 复杂 性 . 

作为 例子 我 们 可 以 举 出 在 第 一 章 (25 页 (中 译本 24 页 )) 中 所 讲 过 的 有 关 两 个 
DREN Dunn, 》 Damen ( 带 道 步 变量 的 双 线性 型 ) 等 价 性 的 问题 . 设 An 
按 众所周知 方式 取 值 : E i= k Bt, = 1,i # k Bt, = 0. 那么 , 在 将 Jair + Abin) 以 
及 pu + Aal 这 两 个 行列 式 理解 为 》 的 多 项 式 时 , 一 般 来 说 只 要 这 两 个 多 项 式 一 
致 就 足够 了 . 但 是 会 有 例外 出 现 , 当 所 说 的 多 项 式 作为 和 的 函数 具有 多 重 线性 因子 
时 就 是 如 此 . 这 时 我 们 就 要 引进 有 趣 的 , 但 也 是 有 深远 意义 的 “初等 因子 ”理论 . 
按 不 变量 理论 来 理解 , 这 就 是 说 : 除了 行列 式 Jair + Mal 之 外 , 还 要 求 出 那样 一 些 
不 变量 , 它们 是 由 将 这 个 行列 式 用 与 z 同步 或 逆 步 的 代 换 来 变换 的 不 定量 来 镶 上 1 
行 , 2 行 , ……， 而 成 的 镶 边 行列 式 . 

所 有 其 他 情形 与 此 类 似 . 如 果 我 们 不 是 从 等 价 问题 开始 , 而 是 首先 提出 不 变量 
的 映像 定理 , 以 便 随后 检验 , 人 们 依靠 所 确立 的 不 变量 是 否 能 走 得 足够 远 , 足以 解 
决 各 种 情况 下 的 等 价 问题 , 人 们 这 样 做 通常 会 更 好 一 些 . 
M 这 里 原文 为 weitschichtigen, 疑 系 weitsichtigen 之 误 -一 - 中 译 者 注 
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b) 两 个 (二 元 ) 微分 形式 ds? 与 ds? 相对 于 我 们 的 G 等 价 问题 也 是 这 样 . 设 
ds? 通过 一 代 换 ri = yi (21,2) ÆR ds, 那么 全 曲率 K (zi,z2) 必定 会 等 于 全 曲 
Ski.) 同样 成 立 的 还 有 , 例如 , 一 阶 微分 参数 DK 和 DiK'. 这 样 一 来 可 
以 涉及 的 代 换 一 般 来 说 就 已 经 确定 了 . 但 是 有 我 们 做 不 到 这 种 的 情况 ( 当 DK 是 
天 的 函数 之 时 ). 这 时 就 要 拿 出 进一步 的 判 据 , 这 种 判 据 的 现代 说 法 (按照 Darboux 
的 教科 书 ) 可 在 , 例如 , Vos 的 论 曲 面 的 等 距 变换 的 百科 全 书 上 的 条 目 (=N D, 6a) 
的 第 19 节 中 找到 . 

在 Gaus 的 曲面 论 出 版 后 不 久 , Minding 第 一 个 全 面 研 究 了 这 个 问题 (Crelle 6, 
1830). Minding 还 特别 地 证 明了 , 在 K 为 常数 ( 即 与 rt, za 无 关 时 ), 双方 的 K 相 
等 是 两 个 ds? 等 价 的 充分 条 件 . 与 此 相关 的 是 , 这 样 ds? 就 可 置 于 仅 与 K 有 关 的 各 
种 不 同 的 正规 形式 . 同时 还 有 , 每 一 个 这 种 正规 形式 , 因而 单个 的 ds? 也 是 , 能 够 通 
过 一 由 三 重 无 限 多 个 的 变换 组 成 的 连续 群 变 到 自身 . 由 此 看 出 , 常 曲率 的 ds? 的 理 
论 对 于 研究 几何 的 基础 具有 何等 的 意义 . 在 K = 0 时 我 们 就 得 到 了 普通 的 ( 欧 氏 ) 
平面 几何 的 公式 , 在 K 为 正 时 得 到 的 就 是 球面 几何 , 在 K 为 负 时 得 到 的 就 是 伪 球 
面 几何 . 

c) 关于 “ 常 曲率 ” 流 形 (而 且 不 仅 是 有 关 二 维 的 流 形 ) 我 们 在 本 讲义 的 前 面 
已 经 从 另 一 个 方面 , 即 从 Cayley 的 射影 度量 出 发 引入 过 ( 见 第 一 卷 , 149-154 页 
(中 译本 122-126 页 ), 或 者 还 可 以 见 第 二 卷 , 22 页 (中 译本 21 页 ) 上 的 简短 的 说 
明 )， 就 在 这 里 处 于 考察 的 首要 地 位 的 射影 关系 而 言 ，Clifford 和 我 几 年 前 就 对 一 
个 重要 的 情况 提请 过 大 家 的 注意 , 关于 它 , 例如 , Enriques 在 他 的 论 几何 学 原理 的 
百科 全 书 条 目 (MABI) 中 作 过 详细 深入 的 讨论 . 我 们 关于 ds? 的 结构 的 研究 首 
先 就 只 涉及 我 们 所 研究 的 流 形 上 的 一 个 单 连通 域 , 其 中 流 形 的 点 与 其 坐标 值 u,v 
是 唯一 地 对 应 的 ， 相 反 如 果 把 流 形 的 全 局 性 质 (Gesamtverlauf) 包括 进来, 那么 在 
其 内 部 没有 奇 点 的 情况 下 , 在 有 相同 的 K 值 时 就 非常 好 地 由 它 所 提供 的 连通 关系 
(Zusammenhangverhiltnisse) 来 加 以 区 分 . 可 以 这 样 来 讲 , Clifford 所 发 现 的 具有 代 
表 性 的 例子 : 曲率 恒定 为 零 (因而 处 处 都 具有 欧 氏 弧 元 ) 的 流 形 能 够 自行 返回 而 很 
好 地 闭合 起 来 , 从 而 它 只 能 提供 有 限 的 总 容积 . 有 关 的 教科 书 到 目前 为 止 , 就 我 所 
知 , 只 有 Killing 的 书 (《 几何 基础 引 论 》, 1, 1893) 谈 到 了 这 件 事 m. 然而 还 有 一 个 
对 所 有 的 微分 几何 很 基本 的 问题 要 处 理 , 而 且 它 还 可 以 推广 到 任意 高 阶 的 微分 形式 
上 去 , 这 问题 就 是 : 一 个 无 限 延 伸 的 流 形 具有 怎样 的 连通 关系 才能 与 一 ds? 的 给 定 
的 形式 相 协调 . 

d) 在 下 面 我 们 将 一 直 假定 , w 只 能 取 实 值 . 这 样 一 来 我 们 就 可 以 将 微分 形式 
Edu? +2Fdudv + Gdv? 依照 它 对 du, dv 的 依赖 关系 根据 二 次 型 的 惯性 定理 所 给 出 


o 也 可 参见 在 当前 这 个 时 期 内 发 表 的 HL.Hopf 的 论文 : 论 Clifford 一 Klein 空间 问题 . Math. Ann, 
95 (1926). (H.) 
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的 观点 来 分 类 . 我 们 至 此 一 直 所 做 的 是 , 取 ds? 为 正定 的 , 这 时 我 们 就 只 有 一 种 要 
加 以 区 别 的 类 型 可 供 选择 . 对 Lorentz 群 的 研究 已 经 允许 我 们 考虑 像 dr? - czdt2 
(或 者 , 在 有 四 个 变量 的 情形 时 , dr? + dy2 dz? — czdt2) 这 样 的 不 定形 式 . 这 就 要 研 
究 如 何 将 我 们 的 讨论 扩展 到 这 种 不 定形 式 上 去 , 研究 这 时 该 如 何 改变 或 加 以 完善 

我 们 原来 给 K 所 下 的 定义 在 过 渡 到 不 定形 式 的 情形 时 要 受到 一 定 的 限制 . 举 
例 来 说 , 我 们 现在 就 不 再 能 像 在 155 页 (中 译本 140 页 ) 上 那样 , 沿 测 地 圆 整个 一 
周 积分 , 而 是 , 按照 那 一 节 最 后 的 说 明 , 只 能 限于 对 它 的 一 段 进行 积分 . 


C n 维 Riemann 流 形 I 形式 基础 


我 们 在 B 部 分 所 展开 的 病 述 就 已 经 做 好 了 这 样 的 准备 , 使 得 它 自 身 就 能 引导 
到 Riemann 所 作 的 推广 到 n 维 的 研究 上 去 . 我 们 将 这 样 来 阐述 这 些 推广 , 使 得 一 
些 完全 在 Riemann 意义 下 的 创新 , 它们 很 快 就 会 从 另 一 方面 给 出 , 立即 就 能 显现 出 
来 . 


81 历史 简 述 


我 们 先 来 看 一 下 Riemann 本 人 的 工作 : 

1. 就 职 演说 Habilitationsvortrag) (1854 年 ): 论 莫 定 几何 学 基础 之 假设 一 文 是 
在 Riemann 死 后 由 Dedekind 发 表 在 Göttinger Abhandlungen 的 第 13 卷 (1868) 
En, 

2. 巴 袭 应征 论文 (1861 年 ): Commentatio mathematica qua respondere tentatur 
quaestioni ab ill. Academia Parisiensi propositae™ . 任务 是 解决 一 个 热传导 的 问题 ， 
作为 这 样 一 种 问题 在 此 我 们 对 它 不 感 兴趣 ; 但 是 其 中 有 短 短 的 一 段 , 是 处 理 n 个 变 
量 的 二 次 型 的 ( 见 全 集 第 2 版 , 401-404 页 ), 而 这 个 内 容 对 我 们 来 说 却 具 有 基本 的 
意义 . 这 一 工作 ( 它 没 有 获得 巴黎 科学 院 的 奖 ) 到 了 1876 年 在 Dedekind 与 Weber 
的 关心 下 通过 Riemann 全 集 的 出 版 才 第 一 次 为 人 所 知 

上 面 讲 的 第 一 份 工 作 (今后 将 记 为 Nr.1), 由 于 是 在 全 系 教师 前 做 的 讲演 , 几乎 

含 公式 , 但 是 含有 如 此 之 多 的 原则 性 概念 的 阐述 . Gau8 在 他 的 曲面 论 一 书 中 说 
慎 地 保持 绒 默 不 讲 的 东西 : 不 仅 涉及 他 对 几何 的 进一步 的 发 展 , 而 且 也 涉及 它 的 基 
础 (因而 从 根本 上 来 说 也 就 是 理论 自然 科学 的 基础 ), 在 这 里 都 走 到 了 教师 前 台 . 关 
于 这 方面 我 们 在 第 一 卷 中 已 经 讲 过 了 一 点 . 与 眼下 相关 的 只 涉及 Riemann 在 Nr.1 
中 已 经 给 出 了 系统 处 理 n 个 变量 的 二 次 微分 形式 : ds? = 》 dee, 的 基本 思 


m 见 154 页 (本 书 中 译本 140 页 ) 上 的 尾 注 1.( 又 见 本 书 附录 IIL 一 一 中 译 者 注 ) 
m 见 155 页 (中 译本 141 页 ) 上 的 尾 注 2. (又 见 本 书 附录 TV. 一 一 中 译 者 注 ) 


150 E SZE ”以 二 次 微分 形式 为 基础 的 解析 点 变换 群 


路 , 特别 是 其 中 定义 了 一 个 不 变量 , 这 个 不 变量 看 来 是 在 n = 2 的 情形 下 我 们 用 ai 
来 表示 的 不 变量 的 真正 的 推广 接 下 来 就 是 还 要 从 此 出 发 来 详细 地 阐述 Riemann 
所 给 出 的 将 Gaus 全 曲率 推广 到 n 维 是 怎样 的 . — Nr.1 发 表 的 时 候 正 好 是 我 刚 
刚 开始 独立 研究 数学 问题 之 际 . 所 以 我 对 Riemann 的 思路 在 那 时 对 年 轻 的 数学 家 
所 产生 的 异乎 寻常 的 印象 至 今 记忆 犹 新 . 许多 对 我 们 都 显得 降 涩 和 难于 理解 , 然而 
又 感到 深 不 可 测 , 在 这 些 地 方 对 那些 从 一 开始 就 是 在 他 的 思维 方式 下 接受 了 所 有 这 
一 切 的 今天 的 数学 家 来 说 , 只 会 为 他 令 述 的 清晰 和 简练 而 惊讶 不 已 . 

接 下 来 的 Nr.2, 叙述 文本 非常 简短 , 带 来 了 补充 公式 , 特别 是 对 任意 的 ds? 的 
全 曲率 的 定义 式 . 人 们 不 禁 要 问 , Riemann 怎么 会 把 如 此 重要 的 创建 托付 给 一 篇 应 
征 的 论文 , 尔后 却 还 压 着 不 给 发 表 (因为 科学 院 对 这 个 新 思想 的 内 涵 开 始 一 点 也 不 
知道 )， 这 里 就 是 经 济 关系 介入 我 们 科学 发 展 的 切入 点 , 参与 一 项 学 术 评奖 的 申报 
在 当时 还 是 数学 研究 者 希望 能 够 改善 他 们 微薄 收入 的 、 不 多 的 方法 之 一 . 奖金 , 它 
后 来 成 为 学 术 机 构 或 研究 所 对 受奖 人 巨大 的 科研 能 力 的 一 种 认可 , 在 那 时 还 没有 成 
为 一 种 惯例 

Nr.1 在 1868 年 的 发 表 立 即 引 起 了 其 他 学 者 的 一 系列 进一步 发 展 的 论文 . 此 后 
Helmholtz 论 几何 基础 的 工作 我 不 打算 在 当前 的 情况 下 来 痰 , 关于 与 之 平行 发 展 的 
射影 几何 的 发 展 , 我 本 人 就 参与 到 其 中 , 也 不 打算 多 谈 . 我 们 在 这 里 首先 要 来 谈 的 
作者 是 : Beltrami, Christoffel 和 Lipschitz. 由 于 我 准备 对 个 别 的 工作 的 历史 状况 还 
要 回 过 来 谈 , 在 此 我 就 预先 给 出 一 些 大 面 上 的 重要 事项 . 

关于 Beltrami, 首先 要 谈 的 是 下 面 两 篇 论文 : 他 的 常 曲率 空间 的 一 般 理论 (en, 
Annali di Mat. [2], II= 全 集 , 第 1 卷 ) 以 及 他 在 一 任意 给 定 弧 元 下 的 微分 参数 方面 
的 研究 (1869, Atti di Bologna [2], VIII= 全 集 , 第 2 卷 ). 

Christoffel 提出 了 两 个 任意 的 微分 形式 > ”akdzidzx 与 > bikdyidyk 之 间 的 
等 价 问题 (Crelles Journal 70: 论 二 阶 齐 次 微分 表达 式 的 变换 , 日 期 是 1869 年 1 月 
3 日 ). 他 究竟 走 了 多 远 , 又 有 多 少 例外 的 情形 他 明显 地 摆 到 了 一 边 , 我 们 将 在 稍 后 
来 谈 . 我 们 预先 仅 只 指出 , 他 自己 也 发 现 了 Riemann 不 变量 [Q], 并 且 把 它 放 在 研 
究 的 中 心 位 置 . 

Lipschitz 做 了 大 量 的 工作 (全 都 登载 在 Crelles Journal 上 ). 第 一 篇 的 日 期 是 
1869 年 的 1 月 4 H, 并 且 就 直接 刊 在 第 70 卷 的 第 1 期 Christoffel 的 论文 之 后 . 
Lipschitz 在 那里 特别 研究 了 那个 (被 Christoffel 排除 在 外 , 但 由 Riemann 在 Nr.2 
中 做 出 了 明显 的 回答 的 ) 问题 , 即 何 时 》 aukdzridzk 能 变 成 具有 常 系数 的 形式 , 从 
而 也 能 变 成 “ 欧 氏 ”形式 》, dw?. 从 这 里 出 发 他 甚至 引进 了 不 变量 fmj, 并 且 发 现 
它 恒 等 于 零 就 是 要 寻求 的 必要 和 充分 的 条 件 . 关于 Lipschitz 的 更 进一步 的 工 
作 当 推 那 篇 发 表 在 第 72 卷 (1870) 上 的 论文 ， 在 那里 的 16, 17 页 上 把 各 种 不 
变量 生成 的 方法 , 这 些 也 是 我 们 要 用 的 , 以 一 目 了 然 的 方式 汇集 在 一 起 , 并 进一步 
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向 各 个 不 同 的 方向 加 以 应 用 ， 最 后 我 们 要 提 到 在 第 82 卷 (1877) 上 的 工作 , 它 与 
Riemann 的 应 征 工作 的 出 版 有 关 , 他 在 其 中 建立 了 Riemann 本 人 所 定义 的 形式 [Q] 
与 由 Lipschitz 本 人 所 推导 出 的 公式 之 间 的 全 部 联系 . 

我 在 今后 仍然 给 要 做 的 报告 以 更 多 的 系统 形式 的 表述 , 而 历史 形式 的 表述 则 较 
少 , 以 与 我 们 在 前 面 的 讲述 相 衔 接 , 但 是 除 此 之 外 就 直接 看 成 是 从 前 述 文献 的 所 得 
到 的 收获 


§2 ”只 有 一 阶 微分 的 微分 形式 


作为 我 们 研究 的 基础 我 们 已 经 为 流 形 (为 空间 ) 准备 好 了 某 n 个 独立 变量 
mn ,zn, 我 们 可 以 设想 它们 能 经 过 在 137 页 (中 译本 125 页 ) 的 意义 下 Goo 的 所 
有 点 变换 (或 者 更 好 地 说 : 所 有 坐标 变换 ) 


Ti = pily Yn). WI 


由 于 在 每 一 点 上 微分 数组 dz1,… ,dzn, 根据 在 137 页 (中 译本 126 页 ) 上 的 计算 ， 
在 这 个 变换 下 按 下 式 线性 代 换 : 


dn = E iam, D 


所 以 我 们 称 它 为 一 向 量 , 一 一 我 们 也 可 以 , 像 Cauchy 在 它 葛 定 微分 学 的 基础 时 所 
提议 的 那样 , 随时 把 它 设想 成 从 点 (z) 发 出 的 一 有 限 长 的 线段 . 我 们 在 第 一 章 所 论 
述 的 线性 不 变量 理论 就 可 以 直接 用 到 这 里 来 , 只 不 过 是 (2) 式 的 代 换行 列 式 一 般 来 
说 异 于 1 (而 我 们 在 第 一 章 处 理 的 是 么 模 代 换 ). 

作为 我 们 研究 的 对 象 我 们 首先 考虑 线性 形式 


E udzi, (3) 


其 中 u 又 依赖 于 z1,… ,zn 本 身 , 所 以 我 们 面前 所 有 的 是 一 个 “Pfaf R”: 最 简单 
的 情况 是 , 涉及 某 个 函数 f 对 dz 的 微分 


df = E Han. 


我 们 把 数组 u 一 一 如 果 J udr: 为 一 不 变量 的 话 一 一 称 之 为 一 逆 步 向 量 ”" 
我 们 进一步 来 讨论 这 种 数组 , 它们 在 变换 (1) FR dr: 一 一 或 ui 也 行 一 的 
二 阶 结合 那样 来 代 换 , 并 将 它们 称 之 为 同步 或 递 步 张 量 . 于 此 我 们 还 把 它们 区 分 为 
M EKANIM “ 协 变 向 量 (kovarianter vektor)” 来 代替 BEER (kontragredienter vektor), H 
时 用 " 进 变 (kontravariant)" 来 代 营 “同步 (kogredient)”. 在 张 量 方面 这 个 用 语 尚 犹 江 未 决 . 再 参 
BA 193 页 (中 译本 174 页 ) 上 的 附注 1 (H) 
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对 称 和 反对 称 两 种 的 情形 . 在 同步 张 量 的 情形 下 , 一 对 称 张 量 的 分 量 按 
dei, 2dz1dz2, déi, -++ (4a) 
来 代 换 , 或 者 在 d 和 5 为 两 个 同步 向 量 时 , 按 下 述 双 线 性 组 合 
dere, dr16z2 十 dzz67ldzz6z2， -+ (4b) 


来 代 换 , 逆 步 张 量 的 情形 与 此 类 似 ， 作 为 反对 称 张 量 的 情形 , 我 们 可 以 取 由 两 个 向 
量 4 和 5 组 成 的 子 行列 式 


Pik = dridTk 一 dzkbzii (5) 


我 们 这 样 来 考虑 它们 的 线性 代 换 , 即 令 数组 (4) 和 (5) 经 过 (2) 式 的 变换 . 接着 我 
们 通过 设想 一 个 给 定 的 dz 的 二 次 型 


KN (6) 
我 们 就 有 了 一 个 对 分 量 (4a) 为 送 步 的 张 量 ax. 一 个 对 应 的 交错 形式 
dupa (7) 


以 后 我 们 会 多 次 用 到 . 

我 们 不 打算 在 此 系统 地 讲述 相应 的 高 阶 微分 形式 , 特别 是 高 阶 GraBmann H 
H. 所 有 那些 在 代数 形式 的 不 变量 理论 中 要 讲 的 东西 , 所 有 那些 在 仿 射 几何 或 射影 
几何 中 起 作用 的 形式 类 型 , 在 此 都 是 以 只 有 一 阶 微分 的 微分 形式 的 不 变量 理论 来 讨 
论 的 . 

在 此 我 只 想 对 形式 [N], CRT Riemann 全 曲率 的 分 子 一 个 二 次 型 (6), 来 稍微 
讲 儿 句 题 外 话 . 它 在 代数 上 看 起 来 好 像 是 一 个 在 (5) 式 中 引入 的 子 行列 式 的 二 次 组 
合 , 在 以 下 我 们 将 这 样 来 写 : 


(0) = Fik, rs)piprs- D 


按照 第 二 章 我 们 取 n = 4, 则 这 样 的 一 个 [四 在 射影 几何 中 (其 中 pu 是 解释 为 三 
维 的 空间 中 的 齐 次 线性 坐标 ) 就 是 一 “二 阶 线 从 ”方程 的 左 侧 . 这 里 联系 着 我 个 人 
的 一 份 独特 的 记忆 , 它 表明 , 在 不 同 的 数学 领域 之 间 的 联系 是 如 何 的 少 , 这 在 后 来 
我 们 把 这 看 成 是 很 自然 的 事 , 新 生 的 第 二 代 可 是 需要 知道 的 . 我 在 1868 年 的 秋天 ， 
联系 到 我 已 故 老师 Plücker 的 研究 , 选取 了 所 谓 线 丛 的 一 般 理论 作为 课题 . 评审 人 
是 Lipschitz, 我 们 前 面 已 提 到 , 他 那 时 正 集中 精力 于 创建 和 研究 微分 形式 foj, 那 时 
Lipschitz 也 和 我 一 起 详细 谈 过 我 的 博士 论文 内 容 . 但 是 他 对 我 的 工作 与 Riemann 
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的 就 职 演讲 之 间 的 关系 只 字 未 提 , 而 后 者 在 那 时 , 这 样 来 说 吧 , 是 Lipschitz KAR 
取 每 日 营养 的 对 象 ! 而 当 我 几 年 之 后 (1872) 撰写 我 的 Erlangen 纲领 时 , 带 着 强烈 
的 意愿 ,要 想 能 从 一 个 统一 的 观点 将 并 肩 发 展 的 几何 学 的 研究 概括 起 来 , 我 的 确 强 
烈 突 出 地 指出 了 , 对 空间 一 无 穷 小 的 部 分 的 点 变换 (1) 总 是 具有 线性 变换 的 性 质 ， 
而 我 这 时 对 Riemann, Christoffel 和 Lipschitz 等 人 的 工作 , 它们 本 来 能 够 成 为 对 我 
的 观点 的 最 漂亮 的 佐证 , 却 擦 肩 而 过 . 


83 ”关于 Riemann 全 曲率 的 开场 白 
我 们 设想 此 后 伴随 有 一 二 次 微分 形式 : 
f(d,d) = Sandra, (9) 
D 
我 们 把 它 解 释 为 R 中 的 弧 元 的 平方 并 且 相应 地 用 ds? 来 表示 . 那些 ak 是 在 我 们 


要 讨论 的 区 域 中 z 的 正则 函数 . 此 时 我 们 再 次 暂时 假设 只 考虑 zi (如 同 au 也 是 ) 
取 实 值 , 同时 设 在 这 个 假设 下 ds? 是 正定 的 . 于 是 (9) 式 的 行列 式 


EE ao 
同样 也 是 正 的 . 
我 们 首先 来 考虑 普通 的 二 次 型 的 代数 不 变量 理论 并 将 有 关 定理 汇总 于 下 : 
1. 和 (9) 一 样 , 极 式 
f(d,6) = > aikdri5zk a) 
也 是 一 个 不 变量 . 此 外 我 们 还 有 基本 组 合体 : 
relie f(a,6) na 
Däi A88) 


( 它 对 应 于 从 该 点 发 出 的 向 量 d 和 5 所 确定 的 无 限 小 三 角形 面积 的 平方 的 四 倍 ). 
2. 如 果 我 们 计算 这 个 F, 我 们 首先 就 会 得 到 : 


dzidzr5zkizs + dzkdzs67igzr ) a3 


Resat) rsa — dzkdzrdzi6zs 


其 中 求 和 是 对 i,k 及 ms 的 所 有 满足 关 s 的 组 合 来 进行 的 . 在 此 我 们 可 以 按 二 阶 
Graßmann BR (5) 式 来 安排 就 得 到 : 


F = > (Girare 一 atrais)patpre Da 
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这 里 人 们 注意 到 , 对 任意 6 个 这 样 的 pu, 它们 含有 相同 的 四 个 不 同 下 标的 , 在 它们 
之 间 会 有 如 下 模式 的 二 次 恒等式 ( 见 6, 7 页 (中 译本 7 页 )): 

P = paapaa + Piaps2 + papas = 0. (15) 
因此 我 们 可 以 将 (14) 式 的 右 侧 做 各 种 不 同 的 改写 (办 法 就 是 , 将 P 乘 上 一 个 任意 
的 常数 后 加 上 去 ). 在 这 样 生成 的 所 有 的 F 的 表达 式 中 , 那个 能 写成 (14) 式 的 是 这 
样 挑 出 来 的 , 即 它 是 “规范 化 了 的 ", 也 就 是 在 项 mkpr, 的 系数 之 间 成 立 的 恒等式 和 
在 pirprs 本 身 之 间 成 立 的 一 样 . 事实 上 相应 于 方程 (15) 我 们 有 下 述 恒等式 ; 
an2 as 
ma Gan 


on a 
G23 an 


3. 行列 式 la| 现在 已 不 是 不 变量 了 . 在 代 换 (2) 的 作用 下 ,> awdzidzk 变 成 
T E buddy, 于 是 确切 地 说 这 时 有 


osl = 7° Jaial, a7) 


其 中 r 理解 为 函数 行列 式 E “对 应 的 " 二 次 型 ( 它 是 由 a 用 逆 步 向 量 4 “E 
W” TR): 


a al2 


= 0, 等 等 . Dei 


as as 


B= (18) 
ue 0 
自身 也 不 是 不 变量 . 但 是 如 果 我 们 用 a 来 除 o 就 能 得 到 一 个 不 变量 .特别 是 我 们 
想 令 
-2 = atkuuk (19) 


其 中 ax = REG), 并 且 把 (19) 式 说 成 是 对 于 7 EA (reziproko) 的 形式 , 因为 
何以 证 明 , 这 两 个 形式 是 完全 相互 对 立 的 . 

4. 由 (19) 式 的 不 变性 推出 , at 是 对 二 元 乘积 deder 同步 的 . 因而 我 们 可 以 ， 
例如 , 由 F(14) 式 再 得 到 一 个 不 变量 , 如 果 我 们 将 其 中 的 dzidzk, 或 者 也 将 其 中 的 
Zeien, 或 者 最 后 这 二 者 , BR a. 这 自然 不 算是 什么 新 东西 , 只 不 过 是 说 : 

经 过 第 一 步 我 们 得 到 (n 一 1)/(5,5) 或 (n - UM, 经 过 第 二 步 得 到 数值 
n(n— Ui. 

5， 我 们 还 想 讲 一 个 不 变 表达 式 , 它 是 在 构造 n 维 流 形 的 空间 元 时 引出 的 . 
设想 从 一 点 (z) 发 出 个 线性 无 关 的 向 量 : 


d,d”, H Ab 
所 人们 检验 这 种 结论 最 简单 的 办 法 就 是 , 令 f(d, d), 它 总 是 可 以 通过 引入 dz 的 线性 组 合 来 得 
到 等 于 于 se 好 .于 是 相应 的 形式 就 到 得 JO E 的 形式 ,但 将 成 为 Een 
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这 个 表达 式 就 是 将 由 相关 dz 由 组 成 的 行列 式 乘 以 a 的 平方 根 所 得 到 的 


EAR BAUEN 
aa. ËCH 

d= V/a e 2 (20) 
dmz —— drn 


6. 现在 我 们 转向 关于 / 更 高 一 级 的 理论 . 这 时 我 们 要 处 理 的 情况 是 , 它 里 面 的 
au 依赖 于 z1,… ,zw (就 是 说 我 们 在 它 里 面 有 一 个 逆 步 张 量 场 P) ) 要 来 求 这 样 的 
不 变量 一 微分 不 变量 一 一 除了 包含 ar 外 , 还 包含 了 ar 对 z 的 一 阶 的 , 二 阶 
的 ,…… Dë: [于 是 对 于 它们 的 不 变性 就 要 有 一 个 扩大 了 的 Go KE Go (1) 
更 合适 ]. 作为 这 种 不 变量 的 最 简单 的 例子 可 以 举 已 在 82 中 讲 到 的 对 Riemann 全 
曲率 的 分 子 的 最 近 的 研究 , 我 们 把 这 个 分 子 记 为 N): 


(0) = P (ik, rs)piprs, (21) 


关于 它 的 构造 规律 我 们 马上 就 要 深入 地 讲 . 这 样 一 来 Riemann 全 曲率 的 定义 就 是 
商 : 
Kr=-3F (22) 


IF n= 2 这 里 只 有 唯一 的 一 个 pir = pia, 这 样 它 在 (22) 式 中 的 分 子 与 分 母 
中 以 平方 出 现 , 这 样 它们 就 自然 会 约 去 , Kr 就 将 成 为 a 及 其 微分 系数 的 函数 , 因 
而 也 就 是 一 个 位 置 不 变量 (Ortsinvariante); EH Gaup 全 曲率 是 一 致 的 . 但 是 对 于 
较 大 的 n 值 , Kr 除 此 之 外 还 会 与 mk 有 关 , 也 即 与 向 量 束 rd + X5 的 选择 有 关 ; 为 
此 我 们 把 它 称 之 为 束 不 变量 (Biischelinvariante). 
自然 有 这 样 的 特殊 情况 , 其 中 分 子 中 mxpr。 的 系数 与 分 母 中 对 应 的 系数 成 正 
比 , 而 且 其 中 突出 的 情况 仍然 是 那 种 , 其 中 的 Ka 还 与 z1,… ,zn 无 关 , 更 确切 地 
说 , 就 是 一 个 常数 ， 这 就 是 那 种 流 形 , Riemann 把 它 特别 命名 为 常 曲率 流 形 ， 如 
果 在 特殊 情况 下 这 个 常数 Kr 的 值 为 零 , 我 们 就 说 这 是 个 欧 氏 流 形 . 
我 们 要 在 这 里 将 与 在 4 中 所 讲 的 代 换 过 程 相同 的 过 程 , 一 次 或 两 次 地 应 用 到 
Kn 上 . 第 一 次 我 们 得 到 一 个 不 变量 , 我 们 把 它 称 之 为 方向 不 变量 (Richtungsinvari- 
ante)( 因 为 它 只 含有 一 组 dri 而 且 为 齐 次 零 阶 ): 
atrdzkdre 二 akedzidzr 
Y Kadzidzr Deaf Se = SE 
Dandridre Zn — DI 


Mm Saa 页 及 以 后 (中 译本 36 页 及 以 后 )- 
a 在 此 可 参阅 F. Schur: 常 曲率 空间 I, Math, Ann, 27(1886), 537 页 . 


(23) 
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但 是 第 二 次 得 到 的 就 是 一 个 位 置 不 变量 


ZE D Kuel 。 yGkrs(arae 一 azam) 

D n(n—1) KR 

(在 (23) 式 , (24) 式 左边 出 现 的 表达 式 Ku 最 易于 理解 的 方式 就 是 通过 右边 来 定 

X) 这 两 个 不 变量 我 们 都 还 会 用 到 .在 n = 4 的 特殊 情况 下 它们 和 Km 一 起 构 

成 了 Einstein 的 引力 理论 以 及 Hilbert 在 他 的 《物理 学 的 基础 》(1915 年 12 月 的 

Göttinger Nachrichten) 所 给 出 的 创见 的 基础 . 将 KR 中 的 dridzk 等 等 用 与 它们 同 
步 的 aik EIB RH Lipschitz 在 他 的 第 一 篇 研究 中 作 了 进一步 的 应 用 . 


(24) 


§4 ” 测 地 线 方程 以 及 与 之 相关 的 不 变量 * 


我 们 已 经 在 n = 2 的 情形 按照 Riemann 的 一 般 原 则 做 好 了 一 切 的 准备 , 以 便 
能 够 做 进一步 的 发 展 , 平滑 地 过 渡 到 任意 的 n 上 去 . 

我 们 仍然 不 来 讨论 测 地 线 ( 它 是 纯粹 几何 学 研究 的 对 象 )， 而 是 把 由 它 所 确定 
的 一 个 质点 在 具有 弧 元 ds? 的 及 ,中 做 自由 运动 时 的 运动 方程 放 在 首位 ,于 是 我 们 
相应 地 要 处 理 变 分 问题 


了 as 
TIET -6 / Sao w 

并 且 发 现 ( 见 前 面 82), 对 于 任意 的 5zk 必定 有 下 述 不 变量 : 
2d (Y dron -6 Y. andziden e 


等 于 零 . 在 计算 这 个 表达 式 时 首先 出 现 的 含 d 的 项 互相 抵消 了 ; 因而 我 们 得 一 含 
微分 5zr 线性 数组 , 随 Lipschitz 我 们 把 它 记 为 : 


2 ECH (27) 
此 处 v, 是 dr, dz 的 下 述 组 合 : 
v,(d,d) = GH E ES EE SS Pe ) dr der. (28) 


因而 我 们 就 得 到 了 作为 运动 方程 , 以 及 由 此 得 到 了 作为 定义 自由 质点 的 运动 轨迹 曲 
线 , 因而 也 就 是 测 地 线 的 公式 : 

Wr(d,d) =0. (29) 

是 特别 见 : Crelles Journal 72 (1870), 33 和 34 页 , 脚注 . 我 们 在 文中 称 为 K 的 , Lipschitz 称 之 


en, Wen WE -y 
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同时 由 (27) 式 的 不 变性 得 出 , 一 般 来 说 表达 式 V, (d,d) 表示 一 个 逆 步 向 量 . 
当 我 们 将 o, 乘 以 与 基本 形式 互 易 的 形式 的 系数 a"* 后 再 相 加 , 我 们 就 会 得 到 
一 个 同步 向 量 . 这 个 向 量 的 分 量 将 是 : 


= ar (Dair Barr _ Bai 
Di, stati J E KE Ze Je, (30) 


因而 不 是 E. 本 身 , 而 是 这 种 补足 了 的 表达 式 才 具 有 向 量 的 性 质 . 
此 外 很 清楚 的 是 , 在 这 些 定理 中 我 们 也 可 以 用 更 一 般 一 些 的 表达 式 : 
WD = age" Zä US EE EA dzibzke mi 


来 代替 W, (d,d). 
对 在 这 里 到 处 都 会 出 现 的 、aix 的 一 阶 微分 系数 的 组 合 : 


1 (air _ Barr Dak Bais _ Bars _ Jaik 
(D 5e) ug Ek SEH Se ， o 


自然 是 每 一 个 研究 过 这 里 呈现 的 问题 都 有 过 贡献 首先 Riemann, Christoffel 和 
Lipschitz 就 是 这 样 . 这 些 作者 每 个 人 都 为 它 引进 过 特别 的 缩写 符号 . 文献 不 断 地 增 
加 终于 导致 只 有 Christoffel 所 选择 的 缩写 符号 


( d 以 及 { d (83) 
r r 
得 到 了 传播 并 分 别称 之 为 第 一 类 Christoffel 符号 和 第 二 类 Christoffel 符号 . 因而 它 


们 会 自动 地 在 测 地 线 的 理论 中 出 现 . 但 是 不 变量 (26) 式 也 能 从 纯粹 形式 的 理由 出 
发 作为 它 的 最 简单 的 类 型 写 出 , 用 不 着 去 讲 变 分 问题 . 


§5° Riemann 的 [0] 
按照 Riemann, 我 们 从 方程 V, = 0 开始 . 从 一 点 (1) 作 由 向 量 
di A 


组 成 的 一 完整 的 “ 束 ", 并 设想 其 中 每 一 向 量 沿 测 地 方向 延伸 . 我 们 把 这 样 形成 的 称 
之 为 通过 (z) 的 “ 测 地 曲面 (geodiitische Fläche)”. 我们 这 里 用 得 着 的 只 是 , 第 一 ， 
一 个 我 们 可 以 把 它 称 之 为 属于 它 的 、 点 O 的 “ 邻 域 ", 以 及 对 应 于 156 页 (中 译本 
142 页 ) 上 的 公式 (29), 由 3n 微分 方程 


KEE (6,6) =0 (34) 
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所 给 定 的 .这 三 个 并 列 的 方程 具有 结合 体 的 性 质 (Kombinantennatur), 这 就 是 说 ， 
如 果 我 们 将 d 和 6 换 成 由 它们 所 确定 的 束 <d+ 5 中 另 两 个 向 量 , 它们 总 体 上 将 保 
持 不 变 一 一 我 们 还 可 以 对 应 于 公式 (30) 写成 : 


enn Ellen a% 

ik 8 

AE WW deen rindi Sa (95) 
D - 


San X { Si Ze, = 0, 
构造 O) 的 第 二 步 就 是 , 盯 住 表达 式 
Q=56》 EK (36) 


在 这 里 有 与 我 们 在 EECHER 
组 成 , 所 以 它 对 任意 代 换 (1) 都 是 一 个 不 变量 . 此 外 , 经 过 计算 得 知 , 它 除了 含有 微 
分 d,6 外 , 还 只 含有 像 中,d5, 52 这 样 一 些 二 阶 微分 . 最 后 留 下 的 就 是 对 下 述 线性 代 
换 

d =nd+M, = pd+v6, 


仅 就 我 们 取 rv — Au = 1 而 言 的 完全 不 变性 (由 此 得 出 “结合 体 " 的 更 准确 概念 是 
作为 保持 不 变 的 形式 , 而 不 只 是 作为 一 个 保持 有 效 成 立 的 方程 组 )， 也 许 人 们 还 会 
认为 , 在 人 们 可 以 对 应 于 这 三 个 命题 来 构建 的 的 所 有 表达 式 中 , 这 个 是 最 简单 
的 . 

于 是 , 当 我 们 现在 在 (36) 式 中 将 二 阶 微分 d,d, 52 用 它们 从 (35) 式 得 出 的 值 
RA, 我 们 就 会 得 到 所 要 求 的 [N] 


图 = D (ik, rs)pixprs- (37) 


实际 上 这 样 就 会 得 到 一 个 形式 , 它 只 含有 一 阶 微分 dr, 6z 一 一 这 种 量 列 的 每 一 个 
都 是 二 次 齐 次 的 一 - 它 除了 具有 结合 体 的 性 质 外 , 并 因此 必定 会 是 行列 式 ps 的 
一 个 二 次 齐 次 函数 . 不 过 系数 , 这 些 我 们 已 经 简 记 为 kel, 除了 含有 an 本 身 外 ， 
还 含有 它们 对 z 的 一 阶 和 二 阶 导数 . 它们 算出 的 结果 我 们 会 马上 用 一 般 的 形式 给 
出 , 但 是 我 们 预先 指出 , 我 们 绝 不 会 用 到 这 些 一 般 的 形式 , 而 是 宁愿 在 我 们 所 研究 
的 每 种 情形 中 直接 来 构造 其 特定 的 [9]. 

我 们 在 从 Q 来 构造 fmj 的 过 程 中 始终 是 追随 着 Riemann、Lipschitz 在 他 的 、 
我 们 在 上 面 提 到 的 发 表 于 Crelle 82 (1877) 上 的 论文 中 将 这 个 过 程 全 面 提升 到 形式 
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理论 的 高 度 , 他 的 办 法 就 是 , 不 是 通过 方程 V, = 0, 而 是 通过 减 去 一 个 由 表达 式 
Y, (d,d), Y, (d, 5), 更 -(5,5) 组 成 的 适当 的 组 合 来 消除 在 9 中 的 二 阶 微分 . 结果 用 我 
们 的 记号 写 出 来 就 是 这 样 : 


ÉIER Is De CC EKW ECH daa) ` (38) 


人 们 立即 深信 这 个 右边 加 进去 的 项 不 仅 是 向 量 d, 8 的 不 变量 , 而 且 还 是 它们 的 一 个 
ët 


86 Riemann 全 曲率 的 计算 公式 
在 结束 之 时 我 再 一 次 指出 Riemann 全 曲率 的 定义 式 : 


Ju AN EE: — Di 
ER? 2 》 (asrake — aisarr)PikPro 


再 将 系数 (ik,rs) 的 计算 得 到 的 值 代 人 , 这 个 值 , 正如 Riemann 在 他 的 巴黎 应 征 论 
文 (全 集 , 第 二 版 402 页 ) 自己 所 给 出 , 也 是 在 许多 书 中 能 找到 的 , 为 : 


Fair . Dars Pawn _ Parr 


Beäs, ` Bas, Bn, Oz.0r, 
5 e DÉI is\ /kr (9) 
"Zen uj \: ujj 
人 们 可 以 用 二 次 恒等式 P = 0, 这 是 对 u > 4 时 在 puk 之 间 成 立 的 关系 式 (6, 7 页 
(中 译本 7 页 )), 来 对 它 做 各 种 改变 . 代入 的 (让 ,rs) 的 值 可 以 这 样 来 唯一 地 确定 , 就 
是 像 对 分 子 的 系数 一 样 来 将 它 “规范 化 ", 即 这 样 来 选 定 , 使 得 在 三 个 具有 同样 的 四 
个 互 异 指标 的 (大 ,rs) g y Bae < RNR ir RE 
关系 
关 的 . 
站 遗址 的 是 我 们 在 正文 中 不 能 眼 贬 这 个 理论 与 力学 的 关系 , 而 这 是 Lipschitz 放 到 首位 的 . 我 


们 仍旧 假定 : 把 =; 设想 为 “时间 "t 的 函数 , 这 样 就 令 点 (z) — 我 们 可 以 给 它 配 上 一 个 等 于 1 
的 “质量 " — 以 一 给 定 的 速度 和 加 速度 沿 某 一 轨迹 运动 ,那么 下 面 的 式 子 


DD CT CT 


(ik,rs) = 


就 是 那个 量 , 人 们 按照 Gaus 把 它 称 为 质点 运动 的 约 来 (Zwang). 在 Lipschitz 选 这 作为 他 的 论文 
标题 的 时 候 , 似乎 他 还 一 直 没 有 得 到 几何 学 家 们 的 充分 注意 . 
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类 似 地 对 于 我 们 的 最 简单 的 方向 不 变量 的 分 量 有 ; 


Ae?) ti 
E CH 


其 中 { } 理解 为 第 二 类 Christiffel 符号 . 这 一 类 的 表达 式 , 还 可 以 做 一 些 推广 , 首先 
可 以 在 Christoffel 的 著作 中 找到 


(40) 


D n Riemann 流 形 I. 正规 坐标 . 几何 意义 


至 此 我 们 已 经 先行 讨论 了 形式 的 构造 规则 , 像 Riemann 在 他 的 应 征 论文 中 所 
概述 的 那样 ; 现在 我 们 要 回 过 来 研究 Riemann 在 他 的 就 职 演说 (1854) 中 所 给 出 的 
几何 思想 了 . 


§1 Riemann 正规 坐标 及 其 所 属 的 ds? 的 结构 


现在 要 做 的 仍然 是 对 我 们 已 经 在 n = 2 已 做 过 的 那些 工作 的 推广 , 首先 就 是 要 
选 一 个 合适 的 坐标 系 ( 见 158, 159 页 (中 译本 144, 145 页 )). 我 们 选 位 于 我 们 所 研 
究 的 空间 区 域 中 任 一 点 作为 我 们 坐标 的 原点 o. 我 们 进一步 再 设想 构造 全 体 从 O 
点 发 出 的 测 地 线 , 它们 将 简单 ( 单 连通 ) 地 覆盖 着 围绕 O 的 一 片 有 限 区 域 (我 们 现 
在 只 限于 研究 这 种 区 域 ). 于 是 对 这 个 区 域 中 的 每 一 个 点 , 如 果 给 定 了 它 离开 O 的 
距离 p 和 它 与 O 相连 的 、 发 自 O 的 测 地 线 方位 角 , 这 个 点 就 确定 下 来 了 . 为 了 建 
立 相应 的 公式 , 我 们 设想 通过 辅助 变换 这 样 来 改变 原来 的 坐标 ri, 使 得 在 点 O 处 
的 ds? 随 之 取得 》 dz? 的 形式 (这 自然 是 有 无 穷 多 种 方式 可 以 做 到 ). FERA O 


的 测 地 线 的 方向 就 可 以 通过 (3) 来 确定 . 这样 我 们 的 新 坐标 (Riemann SH 
标 ) 就 可 由 公式 
DEI w 


HTC +u (2) 
并 且 从 O 发 出 的 测 地 线 由 (n - 1) 个 y: 之 间 的 方程 组 成 的 一 方程 组 来 表示 ; 这 类 
似 于 一 欧 氏 (或 更 准确 些 讲 : Gragmann 的 ) 空间 中 从 一 固定 点 O 发 出 的 直角 平行 
坐标 . 特别 是 , 我 们 这 样 规定 y 的 坐标 系 只 能 确定 到 差 一 任 取 的 齐 次 正 交代 换 . 


来 定义 . 于 是 就 有 
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下 一 个 要 构建 的 、 与 这 里 有 关 的 概念 就 是 , 从 点 O 发 出 的 v 维 测 地 子 空间 
(Re). 我 们 把 这 种 子 空间 理解 为 那 种 通过 (n - v) 个 在 % 之 间 的 线性 独立 的 线性 
齐 次 方程 所 描写 的 流 形 — 或 者 也 可 看 成 是 由 我 们 研究 的 区 域 中 的 空间 点 组 成 的 
这 样 一 种 流 形 , 它们 由 v 个 线性 独立 的 向 量 


dy, dn, ,dy 
以 这 样 一 种 方式 来 生成 , 即 我 们 令 
dyi = May + Ady 1 + Nd ye, (3) 


并 把 每 一 个 这 样 形成 的 向 量 作 测 地 延伸 . 先前 讲 到 的 从 一 点 发 出 的 测 地 “曲面 " 就 
是 包含 在 我 们 这 里 的 v = 2 的 情形 . 

这 种 测 地 R, 的 最 简单 的 例子 可 这 样 来 得 到 , 就 是 我 们 把 坐标 yi 中 的 (n 一 v) 
个 , HO, ,yn AP. 

于 是 我 们 首先 就 得 到 了 一 个 重要 的 定理 , 这 就 是 , 那些 不 为 零 的 坐标 , 也 即 
Au 就 是 这 个 R 本 身 的 正规 坐标 . 因为 R PA O 发 出 的 测 地 线 中 , 那 
些 充实 于 R 中 的 , 也 必定 是 这 个 R 本 身 的 测 地 线 . 但 是 , 更 进一步 , 我 们 有 我 
称 之 为 正规 坐标 系 的 可 动 性 原理 (Prinzip von der Beweglichkeit des Normalkoordi- 
natensystems): 它 就 是 说 , 我 们 所 研究 的 每 一 个 单独 的 RR, 都 可 以 通过 适当 选择 y 
的 坐标 系 直接 用 方程 y = 0,… ,yn = 0 来 表示 . 因为 我 们 可 以 随意 加 到 y 上 去 
的 正 交 变换 确实 含有 为 此 所 需 的 任意 参数 的 个 数 (新 的 y 甚至 只 能 确定 到 我 们 可 
以 对 那些 不 为 零 的 yi, ,yw 作 一 个 任意 的 正 交 变 换 , 另 一 方面 我 们 又 可 以 对 那些 
等 于 零 的 yn1,… ,yn 也 作 一 个 任意 的 正 交 变换 ). 

在 作 了 这 些 开场 白 之 后 就 很 容易 给 出 , ds? 在 以 w 的 正规 坐标 为 基础 之 时 应 
取 何 种 形式 . 

我 们 首先 来 考察 二 维 的 子 空 间 , 对 于 它 所 有 的 v 除 加 ,ya 外 , 全 都 为 零 . 根据 
153 页 (中 译本 139 页 ) 上 的 公式 (21), 对 这 个 子 空间 应 有 : 


ds? = (dy? + dy3) + Py, lite: — vidy)”, a) 


其 中 Pion, ya) 是 指 某 个 按 ,yz 的 整 正 军 函 数 展开 、 在 O 的 邻 域内 收敛 的 级 数 . 因 
此 在 我 们 空间 Ra 的 ds? 中 令 ww,… ,yn 为 零 就 应 归结 为 我 们 上 面 那个 形式 . 一 一 
WEIER, 根据 坐标 系 的 可 动 性 原理 , 在 我 们 事先 对 如，… ,yn 作 某 一 齐 次 线性 正 
交代 换 从 而 使 新 的 ys,… ,yn 等 于 零 之 后 , ds? 总 能 变 成 这 种 形式 . 由 此 得 出 一 个 
纯粹 代数 的 结论 , 即 在 任何 情况 下 , R， 的 ds? 会 有 如 下 的 形式 : 


ds? = Y dy? + D Beete, ` elt — yedys)(yrdys — yadyr), (5) 
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其 中 Pirrs 是 在 O 的 邻 域内 的 变量 的 一 个 适当 的 收敛 寡 级 数 . 

接 下 来 要 讲 的 是 那个 漂亮 的 结果 , 即 这 些 级 数 , 如 果 它 们 收敛 的 话 , 可 以 任 取 . 
这 一 点 这 样 来 验证 : 容易 证 明 , 在 以 形式 (5) 的 ds? 为 基础 时 , 如 果 对 应 于 (1) 式 
我 们 令 dn, 与 % 成 正比 , 并 令 Pu HE, 就 会 使 得 沿 如 此 确定 的 、 发 自 O 的 测 地 
线 所 量 得 的 测 地 距离 等 于 Vyr F y, 那么 先前 为 测 地 线 所 建立 的 方程 惠 - = 0 
就 能 得 到 满足 . 

自然 我 们 还 可 以 对 应 于 在 子 行列 式 之 间 成 立 的 二 次 恒等式 将 公式 (5) 再 一 次 
规范 化 , 从 而 有 

Maa + P13,42 + P14,23 = 0, (6) 

等 等 . 

在 以 下 我 们 要 假设 总 是 有 这 种 规范 化 . 于 是 对 于 Pirrs 中 的 开头 的 常数 项 , 我 
们 称 之 为 aikr。 的 , 特别 地 也 有 这 种 关系 


§2 ”限制 到 O 的 最 近 的 邻 域 . Ka 的 一 般 几 何 意义 


在 我 们 把 研究 限制 于 点 O 的 最 近邻 域 之 后 , 我 们 可 以 用 宕 级 数 p 的 起 始 项 来 
REE, 从 而 用 下 式 来 代替 (5) 式 : 


ds? = Ddy? + Boesch — ykdy) (yrdys — yadyr). (7) 
对 O 点 本 身 就 将 为 
dei = Ddy?, 
F = DPB (其 中 pa = din — dyrðy:). 
此 外 对 任 一 从 O 发 出 的 测 地 线 东 nd + X65, 由 方程 V, = 0 有 : 
dy =0, dõm=0, y = 0. 
这 样 一 来 o 的 计算 就 和 我 们 在 158 页 (中 译本 144 页 ) 上 对 n = 2 时 所 作 的 完全 
一 样 . 最 终 的 结果 就 是 , 在 O 点 的 Riemann 全 曲率 取 下 述 简单 的 值 : 
3 rpuprs 
KS 2 


因此 — 和 在 n = 2 时 一 样 一 它 把 最 精确 的 结果 与 偏差 联系 起 来 了 , 而 这 一 
偏差 是 由 于 (7) 式 的 ds? 对 欧 氏 情形 的 偏离 所 导致 的 . 

但 是 除 此 之 外 , 在 我 们 考虑 Riemann 全 曲率 的 不 变量 性 质 时 , 通过 研究 一 些 个 
别 的 情况 就 立即 给 出 它 的 一 般 的 几何 意义 . 我 们 来 研究 子 空 间 Ra, 除 yy 外 , 全 


(8) 


KR (9) 
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部 其 他 v 均 为 零 (因此 对 它 的 测 地 线 , 所 有 其 i > 2 的 dyi, ðu 也 都 等 于 零 ). 与 它 
相应 的 ds? 由 (7) 式 给 出 为 : 


ds? = (dy? + 人) nosteet, (10) 
而 相应 的 Riemann 全 曲率 按照 (9) 式 取 值 为 : 
i an 


因而 它 就 与 由 微分 表达 式 (10) 在 坐标 原点 处 算出 的 Gau8 全 曲率 一 致 . 我 们 立即 
可 作出 结论 : 

那个 我 们 称 之 为 来 不 变量 的 Riemann 全 曲率 不 是 别 的 , 只 不 过 就 是 一 测 地 曲 
面 ( 球 冠 ) 的 Gau 全 曲率 , 这 个 测 地 曲面 是 由 向 量 束 kd 十 和 6 党 测 地 线 延伸 而 形成 
ai. 

Riemann 在 他 的 就 职 演讲 中 就 完全 是 这 样 定义 的 . 当 我 们 (在 前 一 节 ) 预先 讲 
了 Ka 不 变量 构成 法 则 的 之 后 , 我 们 就 将 结果 直接 倒置 了 , 正如 就 职 演讲 与 应 征 论 
文 相互 并 列 的 关系 一 样 . 这 样 我 们 就 做 到 了 , 处 处 都 显示 出 证 明 的 基础 . 


83 ”位 置 不 变量 K 的 几何 意义 


在 前 面 C 部 的 $3 (172 页 (中 译本 155 页 )) 中 我 们 已 经 从 Riemann 全 曲率 导 
出 了 一 个 简单 的 方向 不 变量 : 


BD Kadzidzr : DD adridzk 


以 及 还 有 这 样 的 一 个 位 置 不 变量 K. 因为 它 的 定义 我 们 是 对 应 (7) 式 在 原点 O 用 
正规 坐标 写 下 来 的 , 我 们 可 以 直接 得 到 它们 的 漂亮 的 意义 , 如 同 Herglotz 最 近 (在 
Leipzig 报告 的 1916 年 的 12 月 号 上 ) 所 导出 的 . 

我 们 开始 先 来 讲 KK. 因为 借助 于 (5) 式 , 在 O 点 , 所 有 的 au 取 值 为 1, 其 他 的 
aix 取 值 为 0, 按照 (172 页 (中 译本 156 页 ) 上 的 ) 公式 (24) 得 到 在 O 点 的 


ESCH 
Lët a2) 
这 里 一 > ne- -D 恰好 是 东 全 的 个 数 , 这 些 束 是 作为 多 边 形 “ 骨 架 之 间 的 连接 
M” WA “n e (mn-Bein)”W,… ,yn 的 , -3aukak 属于 单个 束 的 Gaus 全 曲率 . A 
此 我 们 可 以 这 样 说 : K 是 所 有 这 些 Gau8 全 曲率 的 平均 值 . 同时 K 根据 它 的 定义 
与 发 自 0 的 m ,yn 的 n 面 形 的 选择 无 关 . 在 这 个 意义 上 我 们 可 以 直接 把 K 说 
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成 是 点 O 的 平均 Gaug 全 曲率 .这 是 Herglotz 的 第 一 个 结果 , 我 们 现在 还 要 用 一 
个 附加 的 研究 加 以 完善 : 

对 K 的 解释 在 于 , Don 必须 在 3 的 任意 正 交代 换 下 保持 不 变 . 这 在 代数 上 
也 是 很 清楚 的 事 . 因为 在 y 的 一 个 正 交代 换 下 》 ph 会 变 到 自身 , 即 pa 也 经 过 一 
个 (自然 是 特殊 的 ) 正 交代 换 , 在 这 个 代 换 下 J airi 以 二 次 型 itra Pik Pra 最 
低 阶 的 不 变量 的 面 狐 出 现 . 此 外 上 述 线性 代 换 有 这 样 的 性 质 , 即 在 它 的 作用 下 方程 
组 P=0 总 体 保持 不 变 , 因而 表达 式 PP 是 自我 线性 组 合 在 一 起 的 . 考虑 所 有 的 不 变 
量 都 应 该 满足 的 偏 微分 方程 , 它们 在 y 的 正 交 代 换 下 保持 不 变 , 这 就 直截了当 地 证 
明了 , 在 “规范 化 的 "aukr。 下 (对 它们 有 与 方程 P= 0 相 平行 的 线性 关系 成 立 , 179 
页 (中 译本 162 页 ) 上 部 ), 》 ask 是 在 oirra 中 唯一 的 、 二 次 型 > ikra Pik Pre 
的 线性 不 变量 .我 们 马上 就 要 应 用 到 这 一 点 , 这 就 是 我 们 通过 考虑 围绕 O 的 一 个 
小 球 的 体积 或 面积 来 寻求 K 的 新 意义 . 这 样 一 种 新 的 意义 根据 我 们 在 155 页 (中 
译本 141 页 ) 上 对 n = 2 所 述 就 很 容易 理解 , 并 且 Runge 早 就 向 我 们 提出 过 . 这 期 
H Vermeil 依照 我 的 愿望 作 了 为 此 所 必需 的 计算 中 ,我 把 它 总 结 如 下 : 

a) Im, ,yn 我 们 引进 极 坐标 如 下 , 为 了 简单 起 见 在 此 我 们 令 n= 4: 


n=pcosd, yr=psindcosp, Va — psin deine een, 
= psinðsinpsin ý. 


b) 于 是 人 们 很 容易 验证 , 一 个 很 小 的 测 地 球 的 体积 (其 计算 我 们 可 以 以 ds? 的 
简化 形式 (7) 为 基础 ) 与 一 个 有 相同 半径 的 欧 氏 球 的 体积 J 之 间 的 关系 可 以 用 下 
述 类 型 的 公式 联系 起 来 : 


V= J+ (aukrs 的 齐 次 线性 函数 ) - pJ. (14) 


c) 至 此 由 我 们 的 不 变量 理论 的 定理 就 直接 得 知 , 这 里 出 现 的 线性 函数 是 airi 
的 一 个 倍数 ; 还 留 下 一 个 问题 , 这 就 是 确定 这 个 倍数 , 以 便 能 为 体积 公式 找到 一 个 
尽 可 能 简单 的 表达 式 . 

d) 因为 我 要 略 去 细节 的 描述 , 我 在 此 只 把 最 终 的 结果 提出 来 : 


(13) 


KSE _n(n— 
Mt rl A l aT SC e as) 
6) 由 此 对 K 的 这 个 新 的 解释 我 们 有 : 
_ 6n+2), [Y 
ve PJ ) ae) 


MANETAS AERE E 
12I Gott. Nchr., 1917 年 最 后 一 期 - 
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(这 与 前 面 在 n 2 时 的 公式 — 155 页 (中 译本 141 页 ) 上 的 (27) 式 — 是 一 
致 的 ) 
£) 如 果 用 球面 积 来 代替 球体 积 , 则 只 需 引 进 体积 对 p 的 微 商 . 由 此 就 得 出 (其 
中 F 表 欧 氏 球 的 表面 积 ): 
n or 
We et ler ) 


g) 为 了 完整 起 见 我 还 要 指出 , J 可 以 众所周知 的 方式 " 用 下 述 公式 给 出 : 


(7) 


1. 对 偶数 n(n = 2v) : J= 


2. 对 奇数 nn = w41): J= (18) 


此 外 , 今后 对 那 种 以 不 同方 式 来 解释 的 天 记 成 KW" 更 合适 些 , 这 里 n 是 作 
为 基础 的 空间 的 维 数 . 这 立即 就 看 出 来 , 这 类 似 于 , 在 点 O, 通过 O 的 测 地 子 空间 
Rn- 的 平均 Gaus 全 曲率 KO-D. 我 们 马上 就 会 用 到 它 . 

为 了 清楚 起 见 我 还 要 指出 ,KG) 就 直接 为 零 . 因为 对 n = 1,V 和 J 二 者 都 等 
F 2p. 


84 ”最 简单 的 方向 不 变量 的 几何 意义 . 过 渡 到 平均 曲率 KO- 
现在 我 们 由 (7) 式 来 计算 在 点 O 处 最 简单 的 方向 不 变量 的 值 , 得 : 

E Keen 

KH Di 


EEN 


EK 


根据 正规 坐标 系 的 可 动 性 原理 , 只 需 对 一 个 单一 的 方向 dy 给 出 其 几何 解释 然后 
将 其 结果 作 一 般 的 理解 . 比如 说 我 们 令 所 有 的 dyi, 除了 dy 外 , 都 等 于 零 , 这 时 得 
(19) 式 的 右边 为 


EEN (20) 


Du 
它 又 仍然 是 那样 一 些 Gaus 全 曲率 的 平均 值 , 它们 是 与 任 (n 一 1) 个 相互 正 交 的 、 由 
通过 向 量 Au, ,dyn 的 束 相关 的 . 


M 见 , 例如 Schoute: 多 维 几 何 , 第 2 卷 , 288 页 , Leipzig 1905, Schubert AR. 
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这 是 Herglotz 的 第 二 个 结果 , 现在 我 们 还 要 , 同样 也 是 根据 Herglotz, 做 一 个 
简单 的 变换 . 我 们 将 和 式 aizla +--+ anain 换 成 下 面 的 差 式 : 


E anu- J ana (21) 
d AE 
这 时 (20) 式 变 成 
Zen - raže», (22) 


其 中 KO-D 表示 那个 由 v = 0 给 定 的 RO- 的 平均 Gaus 全 曲率 . 在 适当 的 
意义 下 对 每 一 方向 dy1,… ,dy 都 有 一 个 相应 的 公式 ， 当 我 们 再 次 返回 一 般 坐标 
zl ,zn 时 , 我 们 就 这 样 来 等 价 地 表述 这 个 结果 : 
设 KO- 表 一 Rai 的 平均 Gau8 全 曲率 , 这 个 Ra_! 是 在 我 们 的 度量 意义 
下 与 方向 de, ,dzn 相 垂直 , 则 我 们 有 : 
KR 
KH 
在 我 们 解 出 KO- 之 后 我 们 就 得 到 : 


nK Dandridre -29 Kip euer 
EK ` 


= Zen = K”, (23) 


K-D) = (24) 


因而 我 们 的 KO- 本 身 同样 也 是 一 个 方向 不 变量 . 
考虑 到 后 面 一 些 的 讲述 (仍然 是 按照 Herglotz) 我 们 要 令 


wn, ët: a 
KEN 


为 的 是 由 此 可 以 预示 , 这 里 这 个 张 量 Gi 在 n = 4 时 会 在 Einstein 的 引力 理论 中 
扮演 一 个 重要 的 角色 . 对 此 我 们 要 同时 指出 , Einstein 本 人 只 用 了 张 量 Ks, 而 张 量 
Gu 是 通过 Hilbert 的 研究 才 取 得 它 的 原则 性 的 地 位 . 在 这 期 间 人 们 对 所 有 这 些 所 
引 的 文献 只 能 有 保留 地 理解 , 就 是 说 其 前 面 的 数值 因子 和 符号 还 吃 不 准 , 这 些 在 我 
们 的 表述 中 才 彻底 唯一 地 表示 了 出 来 , 而 其 他 一 些 作者 则 只 顾 他 们 当前 的 方便 随意 
选用 . 

还 有 一 事 必须 讲 到 . 这 就 是 , 取 n = 4 所 对 应 的 dei, 它 是 Einstein 理论 的 基 
础 , (EX dzi, dra, drs, dza 的 形式 ) 虽然 其 行列 式 不 为 零 , 但 符号 是 不 定 的 : 更 确 
切 地 说 , 在 惯性 定理 的 意义 下 它 相当 于 符号 组 合 为 + + + 一 (参见 我 们 在 上 一 章 中 


中 这 里 原 书 分 母 上 为 (n 一 2)askdzrsdzk, 疑 有 误 . 一 一 中 译 者 注 
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经 常 讨 论 到 的 与 Lorentz 群 相 联系 的 ds? = dz? + dy? + dz? -cdt?). 这 不 妨碍 我 
们 来 谈 正规 坐标 和 平均 值 ; 它 只 不 过 是 用 不 一 致 的 符号 来 计算 罢了 . 相反 , 在 无 限 
小 球 上 的 积分 却 被 取消 了 , 因为 现在 ds? = 0 意味 着 一 个 类 似 于 双 曲 体 流 形 , 它 会 
H ds? = 0 伸展 到 无 穷 远 . 


85 ”在 零 全 曲率 空间 或 定常 全 曲率 空间 中 的 等 价 问题 


在 我 们 讲 过 了 与 n = 2 的 情况 的 类 比 之 后 现在 要 来 谈 一 谈 两 个 (具有 n 个 变 
量 的 ) ds? 之 间 等 价 的 问题 了 . 但 是 这 一 讲述 我 们 还 必须 往 后 推 一 推 , 因为 有 些 畏 
助 概念 , 它们 原本 是 要 到 很 后 面 才能 讲 到 , 我 们 还 没有 掌握 . 同样 我 们 在 此 还 不 能 
对 ds? 作 过 于 一 般 的 设 定 , 只 要 求 它们 能 通过 变换 的 连续 族 (它们 之 后 可 证 明 为 有 
限 个 参数 的 群 ) 可 以 相互 转化 . 我 们 在 这 里 只 讲 这 种 情况 , 其 中 的 Riemann 全 曲率 
或 是 恒 等 于 零 , 或 是 具有 一 个 (与 par 以 及 z1,… ,zn 无 关 的 ) 常数 . 

这 种 情形 的 例子 就 近 在 手头 : 

1.m 维 “ 欧 氏 ” 空间, 其 中 的 ds?, 用 正规 坐标 写 出 来 , 取 下 述 简单 的 形式 : 


dei = Ddy?, (26) 


但 是 (5) 式 中 后 面 的 项 没有 了 , 所 以 Riemann 全 曲率 肯定 恒 等 于 零 . 这 一 ds? 不 仅 
在 yi 的 正 交 变 换 下 保持 不 变 , 而 且 也 在 令 % 增加 一 个 任意 的 常数 ct 下 保持 不 变 ， 
这 二 者 合 起 来 就 给 出 一 SU 个 参数 的 群 : 欧 氏 运动 和 反 转 群 . 其 次 : 

2. 放置 在 (mn 十 1) 维 欧 民 空 间 中 的 n 维 球 的 内 花 几 何 . 一 一 设想 在 所 述 的 空 
间 中 引入 一 通常 的 互相 垂直 的 平行 坐标 


KIC MN 
于 是 作为 一 个 围绕 着 O 的 球 的 方 衬 我 们 有 
dréie, (27) 


而 且 这 个 球 的 内 蕴 度 量 关 系 肯 定 会 在 z,z,,… ,zn 的 ( 齐 次 , 线性 ) 正 交代 换 群 
Guno 下 保持 不 变 . 从 现在 起 我 们 要 令 Dn 个 独立 参数 zh ,zn 
的 这 样 一 些 函 数 , 使 得 它们 能 保证 (27) 式 得 到 满足 . 于 是 , 那个 (n+ 1) 维 空间 中 
的 ds?, ds? = dz? + dz? 十 … 十 dz2, 就 转变 为 只 有 n 个 微分 的 二 次 型 : 


ds? = gare, (28) 


它 能 通过 一 有 "il 个 参数 的 变换 群 变 到 自身 . 这些 变 换 这 样 来 刻画 , 在 z 的 
这 样 一 个 空间 小 区 笋 , 在 其 中 z 可 以 成 为 z KAER, 在 它 的 每 一 个 点 (z) 变 到 
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另 一 个 点 上 时 , 每 一 个 从 点 (z) 发 出 的 束 cd + M6 也 变 成 男 一 个 同样 类 型 的 束 . 由 
此 得 到 , (28) 式 的 Riemann 全 曲率 必定 为 常数 值 . 

最 简单 的 看 来 是 以 通常 的 方式 引进 极 坐 标 作为 参数 z1,… ,zn, 比如 说 按 下 面 
的 方式 , 在 此 为 了 简短 起 见 只 取 n = 3 ( 见 181 页 (13) 式 (中 译本 164 页 )): 


z=acost,z1 = asinð cosp, z2 = asin D sin pcos, em 
z = asinðsingsiný. ( 


于 是 我 们 的 (28) 式 的 ds? 取 下 面 的 形式 : 
ds? = a2d92 + a? sin? Ode + a? sin? dein? pdy?. (30) 
我 们 现在 要 来 向 Riemann 正规 坐标 过 渡 , 办 法 就 是 , 我 们 令 
p=ad,y = peosy,y = psin pcos}, ys = psin psin Y, (31) 
其 中 p 看 得 出 来 应 该 = Vur Fy Fy. 我 们 立即 算得 : 


D (vidy — ydy)? 
SES ES a 
vi +s+ 


py2 D (udur — yrdy:)? 
ds? = dọ? +a? bs) Zar: (33) 
这 里 在 O 处 也 许 不 存在 不 连续 性 , 更 确切 地 说 , ds? 可 以 展 成 y: 的 正 整 宕 的 级 数 ， 
它 的 起 始 项 为 : 


d =E d? - (32) 


d? =Y dy? - 去 并 (nd 一 yd (34) 
于 是 我 们 认识 到 : 在 点 O 处 的 Rieman 全 曲率 与 束 kd + 和 6 的 选择 无 关 , 因而 由 
于 有 Gas, 对 每 另 一 个 点 (y) 及 每 另 一 个 来 ,其 值 为 : 


Kg A (35) 


这 一 思考 的 几何 表述 在 此 只 涉及 解说 的 形式 ; 结果 (35) 式 , 它 也 涉及 任意 一 点 
(u) 与 点 O 的 平等 权利 , 应 该 由 (32) 式 , (33) 式 纯粹 计算 地 给 出 . 我 们 由 此 得 出 结 
论 , 在 我 们 面前 的 这 个 流 形 是 一 个 常 曲率 的 流 形 , 即使 由 (35) 式 定 出 来 的 Ka 为 
fi, 因而 开头 那个 球 的 半径 为 纯 虚 数 时 亦 然 . 

由 此 , 当 我 们 想 用 弧 元 来 处 理 其 他 空间 时 , 我 们 就 以 (32) 式 , (33) 式 作为 处 理 
常 曲 率 空间 型 (Raumform) 的 起 点 , 正如 它 在 非 欧 几 何 中 作 区 分 时 一 样 . 曲率 为 零 
的 情形 排列 在 过 渡 情形 , 这 时 我 们 要 令 a 为 无 穷 大 . 此 外 , 正如 我 们 在 n = 2 时 已 
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经 大 致 提 过 , 如 果 我 们 研究 空间 的 全 局 行为 , 还 会 增加 进一步 的 区 分 , 要 理解 这 些 
最 好 不 是 从 无 穷 小 开始 , 而 是 把 射影 几何 的 普遍 观点 放 在 首位 m . 

我 们 在 前 面 所 讲述 的 还 只 谈 到 了 Riemann 在 他 的 就 职 演讲 中 比较 容易 的 那 一 
半 . 主要 的 东西 不 是 从 (26) 式 及 mi 式 , (33) 式 导 出 Ke = 0 及 Kn = zy 而 
是 反 过 来 , 取 KR = 0 及 Ka = A 必定 会 导致 4s? 的 所 述 形式 ，Riemann RM 
足 于 给 出 这 个 事实 和 对 他 的 思路 俊 一 简单 的 提示 .第 一 个 , 而 且 相当 周详 的 证 明 是 
由 Lipschitz 在 Crelle 70, 72 (1869, 1870) 中 给 出 的 . 较 简单 一 些 的 证 明 是 Weber 
在 Riemann 全 集 的 第 二 版 中 关于 Riemann 的 应 征 论文 的 注释 中 给 出 的 (1892). 
Bianchi 在 Rendiconti dell’ Academia dei Lincei (5), VII 2 (1897) 从 Christofell 对 
两 个 二 次 微分 形式 的 一 般 研究 出 发 得 出 了 一 个 证 明 . 在 此 我 将 简略 地 叙述 一 个 更 
一 般 的 , 完全 是 初等 的 定理 的 证 明 ， 1 这 是 我 与 Noether 女士 和 Vermeil 先生 共同 想 
出 来 的 . 关于 Kr =0 以 及 Kaz L 的 定理 就 可 作为 纯粹 的 推论 由 它 得 出 . 

我 们 已 经 在 正规 坐标 的 基础 得 到 了 178 页 (中 译本 161 页 ) 的 (5) 式 : 


= DD dy + E Pixra(vidyx — Wen ct, — yodyr), 

其 中 Pirro 我 们 可 以 取 为 任 一 按 y 的 正 宪 展开 的 级 数 ( 它 只 需 满足 这 样 的 条 件 , 就 
是 对 充分 小 的 y 值 为 收敛 ). 另 一 方面 , 我 们 来 计算 曲率 - 形式 fo 的 系数 (ik,rs) 
图 = Dik, rs)(ôyidyx — Busch, Mätch, — Gyodyr), 
根据 174 页 (中 译本 158 页 ) 的 (37) 式 它 也 是 这 样 的 一 个 宕 级 数 . 我 们 还 可 以 将 
Pirrs 作 多 种 的 改变 , 而 不 至 于 对 ds? 有 任何 改变 . 为 此 可 以 用 到 一 个 有 不 同 下 标 

的 pirs prs 之 间 的 一 个 恒等式 
PikPra + PirPsk + Pispkr = 0; 
我 们 在 前 面 当 只 处 理 Pirrs 的 常数 项 时 就 已 经 将 它 纳入 了 我 们 的 视线 . 但 是 此 外 
还 有 只 有 三 个 指标 的 更 简单 的 关系 ; 
Yipkr + YkPri + YrPik = 0. 


我 们 可 以 用 这 些 恒等式 来 将 和 Psi.r。 作 更 确切 地 规范 化 , 在 此 我 们 不 作 详 述 . 最 后 考 
虑 到 , 在 (ik,rs) 的 展开 中 的 级 数 项 自然 会 提供 大 量 的 线性 关系 , 它们 完 完全 全 就 
是 相当 于 规范 化 的 Pirrs 的 系数 之 间 的 关系 . 

于 是 由 [Q] 的 构成 法 则 就 可 推出 那个 我 们 在 此 要 用 到 的 定理 ， 即 , 规范 化 的 
Pirrs 的 级 数 项 可 以 由 (ik,rs) 的 级 数 项 唯一 地 计算 出 来 . 对 依次 相连 接 的 项 我 们 
“人 之 所 以 反复 指出 这 一 点 是 因为, 广 为 流行 的 非 欧 几何 的 教材 不 讲 这 个 观点 (例如 , Bianchi- 
Lukat, Bonola Licbmann 等 等) 


D 


有 一 系列 的 公式 , 其 最 低 次 的 项 由 179 页 (中 译本 162 页 ) 上 的 公式 (9) 来 给 出 , 可 
写成 如 下 : 


aisya = fb. o- me 


特别 地 可 推 知 , 如 取 Ka = 0, 则 规范 化 的 Pirrs 全 都 等 于 零 , 而 如 取 KR 三 
它们 就 直接 取 (32) 式 , (33) 式 的 值 . 

人 们 可 能 会 猜想 , 这 里 描述 的 简单 的 思想 可 能 复 现 了 Riemann 当年 做 就 职 演 
讲 时 眼前 呈现 的 思路 . 在 那里 还 这 么 简短 地 写 着 (全 集 , 第 二 版 , 282 页 ), 通过 全 曲 
率 可 以 来 完全 确定 流 形 的 度量 : 那里 普通 展开 的 顺序 与 我 们 这 里 的 规定 是 平行 的 . 
特别 是 , 当 他 涉及 上 式 常 全 曲率 流 形 时 进一步 讲 到 :“ 因 此 围绕 着 一 点 沿 各 个 方向 
的 度量 完全 和 围绕 着 另 一 点 一 样 , 因而 围绕 着 它 可 以 实行 同样 的 结构 , 于 是 在 常 全 
曲率 流 形 中 可 以 给 图 形 任意 的 位 置 ", 这 就 不 难 理解 了 . 一 一 从 一 开始 我 们 就 要 使 
大 家 理解 , 为 了 有 将 常 曲率 流 形变 到 自己 的 变换 群 Gaon, 我 们 在 本 节 的 开头 就 
把 考察 与 (n + 1) 维 的 欧式 空间 的 n 维 球 联系 在 一 起 . 这 在 所 引 Riemann 给 出 的 
结果 之 后 自然 只 有 教学 上 的 意义 , 自 同 构 的 存在 可 以 从 自身 得 出 , 用 不 着 从 Ra 的 
“WA” 几何 中 走出 来 . 但 是 Riemann 还 是 顺便 考虑 了 球 这 个 例子 ， 因为 常 曲率 空 
间 的 弧 元 形式 , 他 曾 在 上 引文 献 中 进一步 给 出 过 的 


则 


a?’ 


ds el Tar, (37) 


当 我 们 用 普通 的 球 极 平面 射影 建立 球 与 z 的 欧式 空间 之 间 的 关系 时 , 就 立即 可 以 
给 出 . 


E Rieman 之 后 的 若干 进一步 发 展 


81 1870 年 前 后 出 现 的 一 些 人 物 的 个 性 以 及 他 们 的 后 续 影响 


我 们 已 经 在 前 面 对 Beltrami, Christofell 以 及 Lipschitz 等 人 的 工作 作 了 多 方面 
的 介绍 , 并 且 多 次 提 到 了 令 人 印象 深刻 的 形式 理论 观点 , 这 一 观点 是 Lipschitz 的 工 
作 的 最 成 熟 的 成 果 . 在 我 们 现在 要 来 更 详细 地 报道 这 些 之 际 , 我 们 必须 首先 要 来 谈 
一 谈 他们 的 个 性 以 及 他 们 发 挥 作 用 的 环境 条 件 . 

Beltrami 原先 开始 是 搞 曲面 理论 的 , 后 来 , 从 1869 年 开始 , 转向 主要 是 搞 数学 
物理 . 在 他 也 着 手 发 展 这 里 的 二 次 微分 形式 的 一 般 理论 的 时 候 , 他 对 理论 的 发 展 比 
较 偏 爱 那 些 能 够 在 物理 和 力学 中 能 得 到 发 展 的 问题 和 方法 .因此 处 处 把 变 分 原理 
和 积分 定理 放 到 首位 , 这 些 我 们 还 会 更 详细 地 来 讲 . 
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在 Lipschitz 那里 与 力学 和 变 分 计算 的 关系 也 起 着 重要 的 作用 . 他 假设 在 La- 
grange 之 后 经 Jacobi 所 发 现 的 这 个 分 支 的 整个 发 展 继续 作为 是 已 知 的 . 在 这 里 可 
能 有 某 个 人 处 于 底层 , 因而 他 的 工作 直至 最 近 也 只 是 部 分 得 到 了 来 自 几何 学 家 或 代 
数学 家 的 注意 .Christofell 在 这 方面 就 显得 更 潇 酒 些 , 他 只 用 代数 变形 和 微分 . 但 
是 关于 这 方面 还 有 一 些 值得 一 谈 ，Lipschitz 是 一 个 非常 忠于 职守 的 教师 , 但 并 不 
是 一 个 很 有 启发 性 魅力 的 老师 , 而 Christofell 的 启发 性 却 是 最 高 超 的 ; 1869 年 他 从 
Berlin 职业 学 校 被 聘 到 Zürich 高 等 工业 学 校 , 他 在 两 地 不 断 地 促进 了 在 他 所 涉及 
的 领域 内 进一步 的 研究 . 在 Berlin 对 他 的 怀念 直到 今天 还 活 在 曲面 理论 学 派 的 心 
中 , 这 个 学 派 的 首脑 人 物 一 度 是 Weingarten. 但 是 他 的 影响 从 Ziirich 扩展 到 了 意 
大 利 , 在 那里 Bianchi 是 他 的 后 继 者 , 而 且 他 的 思想 通过 Ricci 更 得 到 了 进一步 的 系 
统 的 发 展 . Ricci 为 二 次 微分 形式 的 不 变量 理论 创始 了 一 种 特别 的 算法 , 他 把 它 称 之 
为 “Calcolo differenziale assoluto (绝对 微分 学 )"; 特别 在 Mathematischen Annalen 
的 第 54 卷 (1900/1901) 上 有 他 与 Levi-Civita 合 写 的 一 篇 论文 , 其 中 详细 叙述 了 这 
个 内 容 本 身 以 及 它 在 几何 , 力学 和 物理 中 的 许多 问题 上 的 应 用 ，Ricci 把 他 的 同胞 
Beltrami 的 结果 远 远 抛 到 后 面 去 了 , 实际 上 后 者 只 不 过 是 提供 了 一 些 个 别 的 不 变 
量 , 这 说 起 来 好 像 是 “troppo artificiosi ( 矫 饰 的 胜利 )”. 

Christoffel-Ricci 的 表述 得 到 了 广泛 的 传播 ， 在 Edmund Wright 的 专著 
《 Invariants of a quadratic form (二 次 型 的 不 变量 )》 中 把 它 摆 在 了 很 高 的 位 置 (而 
对 Riemann 的 表述 只 顺带 提 了 一 下 , 对 Lipschitz 的 连 提 都 没有 提 ). 例如 , Einstein 
也 同样 是 在 Christoffel-Ricci 的 传统 下 成 长 起 来 的 . 

我 们 之 所 以 这 里 讲 这 些 情况 , 因为 知道 这 些 对 我 们 从 实质 上 去 理解 有 关 文 献 看 
来 是 不 可 或 缺 的 . 尽管 有 年 报 和 百科 全 书 , 尽管 也 有 学 术 会 议 能 促进 数学 家 之 间 的 
个 人 关系 , 在 进一步 的 数学 研究 中 , 偶然 形成 的 传统 和 学 派 仍然 会 坚持 发 挥 其 影响 


82 Beltrami 的 构造 不 变量 的 方法 


a) 变 分 计算 的 方法 


把 表达 式 Au = 名 + EI EE 


换算 到 任意 的 曲线 坐标 中 去 , 这 是 一 个 古老 的 数学 物理 问题 . 关于 这 方面 最 简单 的 
结果 是 Jacobi (用 推广 了 的 Lagrange 的 方法 ) 在 Crelles Journal 第 36 卷 (1848) 
中 ( 论 方程 Au = 0 的 一 个 特殊 解 ; 全 集 I, 193 页 及 以 后 ) 给 出 的 ， 人 们 在 新 
坐标 系 中 首先 计算 ds? = dr? + dy? dei, 并 由 此 算出 “第 一 ”微分 参数 Au = 


EH (8) HE SI. 然后 注意 到 有 下 面 的 结论 就 可 以 得 到 我 们 要 求 的 A2 


m oa SIS 以 二 次 微分 形式 为 基础 的 解析 点 变换 群 
的 公式 , 这 个 结论 就 是 , 展 布 在 任 一 给 定 的 空间 区 域 上 的 积分 

II Audzdydz Di 
是 这 个 空间 区 域 的 不 变量 , 而 相应 的 、 在 保持 积分 限 固定 下 的 变 分 


` Ob Arudzdydz = yl Aruðudzdydz 四 


也 必定 具有 不 变性 的 意义 . 

后 来 Beltrami 在 1868 年 (sulla theoria generale dei parametri differenziali ( 论 
微分 参数 的 一 般 理论 ), Memorie di Bologna (2) VIII= 全 集 1) 把 这 个 结果 推广 到 了 
n 个 变量 和 一 任意 给 定 的 弧 元 ds? = 》 aindzridzk. 和 前 面 一 样 我 们 用 a R ds? 的 
行列 式 , 用 aw 表示 它 的 倒 易 形式 的 系数 . 于 是 一 个 函数 u 的 “第 一 微分 参数 ”就 
将 是 : 

An Cart e, m 
但 是 代替 积分 (1) 的 则 是 展 布 在 任意 的 n 维 空间 区 域 上 的 下 述 积分 : 


[| [ Svad en a) 


“第 二 微分 参数 "A2u 现在 我 们 就 以 下 面 的 方式 来 定义 , 即 我 们 令 保持 积分 限 不 变 而 
构成 的 变 分 为 : 


6 j | Auyadz; dë, = -2 || -+ AaubuVadzl ` deu (5) 


这 里 根据 变 分 法 的 规则 应 有 : 


E 


并 且 因为 只 用 不 变量 的 组 合 来 计算 , 这 就 是 说 它 也 是 一 个 不 变量 

在 此 所 述 的 构成 不 变量 的 方法 以 后 还 会 多 次 用 到 . 

我 们 想 在 这 里 从 一 开始 就 强调 指出 , 在 A2u 中 的 无 理 因子 Va 的 出 现 只 是 一 
种 表面 现象, 其 实在 完成 (6) 式 中 所 含 的 微分 运算 之 后 就 会 自动 消除 . — 此 外 我 
们 当然 还 可 以 , 这 一 点 也 和 Beltrami 所 做 过 的 一 样 , 通过 直接 计算 微 商 来 证 明 对 任 
意 坐 标 变换 的 不 变性 ， 在 变 分 计算 中 通过 分 部 积分 而 实现 的 由 (5) 式 到 (6) 式 的 
过 渡 这 一 特殊 的 变换 , 应 该 完全 有 可 能 用 一 个 代数 恒等式 来 代替 . 我 们 在 上 面 142 
页 (中 译本 129 页 ) 上 对 在 单质 点 系统 中 出 现 的 最 小 作用 量 积分 , 借助 于 它 过 渡 到 
Lagrange 的 “核心 方程 ", 就 是 这 样 做 的 . 然而 对 于 像 在 这 里 以 及 在 后 面 所 过 到 的 
多 重 积分 , 还 没有 人 做 过 . 


(6) 


B E Rieman 之 后 的 若干 进一步 发 展 173 


b) 积分 关系 式 的 方法 

对 这 个 刚刚 解决 了 的 问题 的 一 个 推广 是 这 样 的 , 构造 n 维 空间 中 一 任意 给 定 
的 向 量 场 的 散 度 . 与 前 一 章 相 对 比 , 在 那里 我 们 始终 都 是 运用 正 交 坐 标 , 现在 我 们 
还 必须 确定 , 我 们 的 向 量 分 量 对 dz 是 同步 的 , 还 是 逆 步 的 . 首先 要 解决 的 特殊 情 
况 中 的 分 量 E 是 逆 步 的 , 因而 在 一 般 的 情况 下 我 们 也 可 首先 取 进步 分 量 ,我 们 把 
它们 记 为 。 


Ui Ua Un (7) 
于 是 第 一 件 要 做 的 事 当然 就 是 设法 从 它们 得 到 同步 分 量 , 办 法 就 是 , 比如 说 , 令 

& = P a*u. (7) 
此 外 我 们 可 以 比如 这 样 来 先 走 一 步 : 我 们 利用 GraBmann 行列 式 构造 不 变量 

& Ke EI 
CA? DD CAN 
do=Val . (8) 
dr-Dz, o d-an 


(其 中 符号 éi... dr 为 某 (n 1) 个 同步 微分 )， 由 此 又 得 到 了 有 展 布 在 任 一 
(n 一 1) 维 流 形 上 的 不 变 积分 : 
J dw. (9) 

现在 我 们 选 这 个 流 形 是 这 样 一 种 特别 的 、 以 能 包围 某 个 n 维 空间 区 域 的 方式 圭 闭 
起 来 的 流 形 . 于 是 我 们 可 以 把 (9) 式 转化 为 展 布 在 这 个 空间 区 域 上 的 n 重 积分 , E 
在 通常 的 空间 微分 的 书写 方式 下 有 以 下 形式 : 

TT, Blau to) 
我 们 通过 在 分 母 与 分 子 上 补 上 因子 VE, 我 们 就 认 出 


Du 


是 一 个 位 置 不 变量 . 一 般 而 言 它 意 味 着 我 们 的 向 量 场 (7) HRR, 因为 在 正 交 平行 
坐标 的 情形 下 它 正 是 如 此 . 

就 我 所 知 , 这 整个 计算 是 由 Beltrami 首先 给 出 的 , 自然 是 在 n = 3 的 特殊 
情况 下 在 一 种 适合 那里 的 几何 基础 之 上 完成 的 ，、 人 们 可 参见 他 的 《 Ricerche sulla 
cinematica dei fluidi (流体 运动 学 的 研究 ) 》, 第 一 部 分 (Memoria di Bologna (3), I, 
1871= 全 集 1). 
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83 Lipschitz 与 Christoffel: 通过 微分 和 消 元 法 ， 特 别 是 通过 
“ 逆 步 微分 ”构造 不 变量 


在 前 一 节 所 讲 的 构造 不 变量 的 方法 在 某 种 意义 上 可 说 成 是 “超越 的 " 方法 , 因 
为 在 它 的 应 用 过 程 中 不 仅 要 用 到 微分 , 而 且 还 要 用 到 积分 . 与 其 相反 , 现在 我 们 要 
回 到 初等 的 起 点 上 来 , 我 们 在 C 部 用 它 导出 过 基本 不 变量 [N] (Riemann 曲率 形式 )， 
它 的 基本 思想 可 以 比如 这 样 来 表述 : 

“有 可 能 这 样 来 处 理 不 变量 的 构成 问题 , 即 总 的 来 说 , 只 含 ri 的 一 阶 微分 如 
果 J 是 头 一 个 这 样 的 不 变量 , 那么 自然 57, 或 55J，.… 或 这 种 表达 式 的 任意 的 组 
合 本 身 又 都 是 不 变量 . 于 是 要 想 这 些 组 合 不 含 对 zx 的 高 于 二 阶 的 微分 , 那 我 们 就 
可 以 通过 减 去 一 个 在 测 地 线 理论 中 出 现 的 不 变量 的 适当 的 组 合 消除 这 些 二 阶 微分 ， 
于 是 由 此 又 得 到 一 个 只 含 一 阶 微分 的 不 变量 ". 

Lipschitz 在 Crelle 72, 16-17 页 (1870) 上 所 给 出 的 方法 就 是 这 样 讲 的 , 并 且 首 
先 应 用 于 尽 可 能 直接 地 来 计算 一 个 二 次 线性 不 变量 更 ( 心 ,55,dc,6z), 如 果 我 们 在 其 
中 令 d, d d 就 可 由 它 形成 我 们 的 IO. 于 是 Lipschitz 继续 写 道 :“ 为 了 从 
一 个 与 Tei 共 变 的 多 重 线性 形式 : 


F(z, dDz,... ,dz) 


导出 一 个 具有 祖 同性 质 的 、 其 微分 系统 中 的 重 数 增加 了 一 重 的 形式 ，Christoffel 先 
生 的 方法 (Crelle 70, 57 页 , 1869) 也 是 建立 在 同一 基础 之 上 的 .” 

这 些 方法 要 在 这 里 加 以 叙述 , 因为 它们 对 Christoffel 本 人 的 推进 以 及 整个 与 之 
相关 的 文献 都 是 基本 的 . 特别 是 它们 还 被 Ricci 在 他 的 绝对 微分 学 中 推 到 了 突出 的 
地 位 , 并 将 其 称 之 为 “ 共 变 " 微分 ; 我 们 将 对 应 于 我 们 自己 所 确定 的 用 语 , 宁愿 说 成 
是 逆 步 微分 " . 我 们 从 最 简单 的 例子 开始 . 设 已 给 一 Pfaff 表达 式 


Dwar a2) 


(DBH u, sun), 因而 这 就 等 于 说 取 作为 我 们 要 写 下 的 一 系列 的 不 变 
量 中 的 一 个 基本 形式 . 我 们 构造 5( > wdz,), 把 它 写成 


ô (Erudzi) = ES + Durbdzr. (13) 
i 5 


另 一 方面 我 们 在 测 地 线 的 理论 中 (173 页 (中 译本 156 页 )) 构造 了 与 dzr 同步 的 向 


O Riccid 的 命名 今天 几乎 已 经 被 普遍 接受 . 见 167 页 (中 译本 151 页 ) 注 1. 在 ak = const Ht, 
即 对 欧 氏 空间 , 共 变 微分 就 过 渡 到 普通 的 微分 . (H) 
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Ad + 5 { "laun 
D? r 
(其 中 的 曲 括号 是 所 谓 第 二 类 Christoffel 符号 ). 这 样 我 们 又 多 有 了 一 个 不 变量 : 
F usd + { "Lin (14) 
D ikr T 
我 们 从 (13) 式 中 减 去 (14) R, 就 得 到 一 个 作为 只 含 一 阶 微分 的 新 不 变量 的 双 线性 
BH 
我 们 把 它 简 记 为 
(8) (£ ma) e Dan 


将 这 些 结果 推广 到 高 阶 的 情形 可 以 这 样 来 做 , 正如 已 经 指出 过 的 , 用 一 个 多 重 
线性 形式 代替 线性 形式 (12) 来 作为 基础 . 比如 我 们 一 开始 就 取 双 线性 形式 


KEN (16) 
D 
于 是 作为 导出 不 变量 首先 就 有 : 
— Zu 
6 | Do undzid ze Be drid rrr 
DG ) e an) 


+ Durrd zridre +J uidzribd zr,, 
D ir 


此 外 , 作为 按照 测 地 线 理论 得 出 的 不 变量 为 : 
KE (= ayy { x Lol 
Ze T aa 
以 及 Sage (= De A cl 
s G 


通过 从 (17) 式 中 减 去 (18) 的 两 式 , 我 们 就 得 到 了 下 面 的 三 重 线性 不 变量 : 
GEN EEN ein, a9 


ba 


0 这 里 第 二 行 第 一 项 最 后 的 微分 的 下 标 原 书 为 +. 一 中 译 者 注 


176 B ”第 三 章 以 二 次 微分 形式 为 基础 的 解析 点 变换 群 


由 此 类 推 . 

自然 没有 什么 东西 会 妨碍 让 这 些 公式 中 的 微分 序列 de, d'z;,… 可 以 重合 , 从 
而 过 渡 到 这 样 的 微分 形式 , 它 的 单个 的 微分 都 是 高 阶 的 . 反之 , 人 们 总 可 以 通过 构 
成 适当 的 极 式 用 各 种 序列 dri,d'zi,… 的 多 重 线性 组 合 来 代替 预先 给 定 的 高 阶 不 
变量 . 

作为 个 别 讲述 还 有 以 下 几 点 值得 来 谈 一 谈 : 

1. d? 及 其 极 式 

KR CH 


的 逆 步 导数 恒 等 于 零 (Ricei 与 Levi-civita, Math. Ann. 54, 138 页 ). 
2. 如 在 (15) 式 中 将 de, ën, 代 之 以 与 其 同步 的 ak, 则 我 就 会 得 到 向 量 场 4 
的 散 度 的 有 理 形式 如 下 : 


(20) 


Ann. 54, 195 W. 

3. 为 了 要 通过 逆 步 微分 得 到 Riemann 曲率 形式 的 系数 (ik,rs), 我 们 需要 拐点 
小 弯 , 要 从 后 面 讲 起 . 这 就 是 我 们 从 Lipschitz 的 v, 它 我 们 在 上 面 (193 页 (中 译本 
174 页 )) 讲 到 过 , 通过 引入 》 aup 来 代替 de, 这 样 来 导出 一 个 新 的 不 变量 : 

P 


D (ik,rs)aPupð'zydz, őz. (21) 


Bech 
同样 是 这 样 , 通过 作 差 
Iewen Die) — (00) (Dwari) , (22) 
我 们 可 以 由 和 wdr ERA z, dr, öz 的 三 重 线性 形式 . 请 参见 Math. Ann. 54, 
143 页 . (这 就 是 Einstein 在 他 的 论 广义 相对 论 的 论文 , Ann.d.Phys. 49, 1916, 中 奔 
向 (ik,rs) 的 方式 ) 
§4 i Christoffel 在 1869 年 的 论文 


现在 我 们 已 经 具备 了 一 切 的 先决 条 件 来 讲 在 166 页 (中 译本 150 页 ) 上 所 提 到 
的 Christoffel 在 1869 年 的 那 篇 论文 , 描写 它 的 结构 和 结果 的 特点 ; 我 们 的 报道 与 
上 一 节 结尾 的 说 明 很 好 地 衔接 在 一 起 
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1. 正如 前 面 已 经 提 到 的 ,Christoffel 从 未 使 用 过 积分 计算 和 变 分 计算 ; 他 的 唯 
一 的 工具 就 是 微分 和 代数 消除 法 . 

2. 此 外 , 开始 他 绝 不 会 , 像 我 们 后 来 那样 , 去 发 展 用 直接 的 方法 来 构造 预先 给 
定 的 二 次 微分 形式 》， airdzidzs 的 不 变量 (或 者 , 像 他 说 的 , 共 变量 ). 它 宁愿 从 等 
价 问题 出 发 : 何 时 》 "akdzidzx 能 借助 于 一 代 换 ri = yi(z1,… ,z%) 变换 成 预先 
给 定 的 第 二 个 形式 》 aiidzidz4? 也 就 是 从 这 里 出 发 , 他 沿 着 复杂 的 消除 法 的 道路 
来 到 了 d? 的 不 变量 (或 共 变量 ) 的 概念 , 如 果 等 价 成 立 的 话 , 它 必定 会 与 相应 的 
de" 的 不 变量 相等 " . 

对 此 要 指出 : 即使 是 在 初等 (线性 ) 不 变量 理论 情形 中 人 们 也 曾 研究 过 选 等 价 
何 题 作出 发 点 ( 见 Aronhold 在 Crelle 62 (1863) 中 的 文章 : 论 不 变量 理论 的 基础 的 
建立 ). 但 是 随 着 时 间 的 推移 人 们 越 来 越 想 放弃 它 , 不 仅 因为 结果 计算 极其 复杂 , 而 
且 人 们 不 能 忽视 , 一 般 必须 抓 住 的 整个 研究 , 在 一 些 特殊 情况 下 能 达到 多 远 . 我 们 
在 前 面 已 经 提 到 过 这 一 点 . 

3. 即使 如 此 , Christoffel 还 是 通过 完成 了 一 套 内 容 极为 丰富 的 公式 工具 做 到 了 
从 双 线 性 形式 : 

Ga = D oukdri5zk (23) 

(ds? 的 极 式 ) 导出 了 一 个 四 重 线性 共 变量 (quadrilineare Kovariante) Ga, 除了 差 一 
个 数值 因子 外 , 它 与 我 们 在 前 面 提 到 的 、 由 Lipschitz 提出 的 v 是 一 致 的 , 而 且 还 
可 以 看 成 是 Riemann 曲率 形式 的 极 式 . 

4. 于 是 Christoffel 就 由 他 的 Ga 通过 重复 应 用 逆 步 微分 得 到 了 一 系列 无 穷 多 
的 多 重 线性 共 变 量 . 这 样 最 终 我 们 就 有 了 微分 形式 的 无 穷 系列 : 


G2, Ga, Gs, G6, Gr, 


5. 接着 他 开创 了 一 个 定理 , 我 把 它 看 成 是 他 的 思想 的 主要 成 果 , 并 且 称 其 为 
约 化 定理 , 因为 它 把 两 个 ds? 的 等 价 问题 借助 于 一 个 任意 的 代 换 ri = eil, ,zh) 
约 化 成 一 个 线性 不 变量 理论 的 等 价 问题 . 

事情 是 这 样 : 借助 于 代 换 zx; = pi 我 们 得 到 了 微分 的 线性 代 换 : 


EE re, (24) 


因而 下 面 这 些 形式 : 
GaGa Gs 与 Gef 


Riemana 在 他 的 应 征 论文 中 首先 也 是 从 等 价 问题 出 发 : 何 时 在 一 ds? 中 的 > auxdzidzx 能 
过渡 到 系数 为 常数 呢 ? 但 在 他 以 相当 复杂 的 方式 得 到 了 这 个 条 件 (ik,rs) = 0 之 后 , 他 转 而 写 道 
“Ut indoles harum expressionum melius perspiciatur (为 了 更 好 地 看 清 这 个 方程 的 意义 re 
后 , 就 立即 直接 提出 构造 [ml 的 规则 , 如 我 们 在 上 面 B 部 和 C 部 中 所 讲 的 一 样 . 

0 他 不 是 说 得 这 样 一 般 的 , 这 样 一 般 的 说 法 是 Ricci 提出 来 的 
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当 理 解 为 这 些微 分 的 形式 时 , 必定 互相 线性 等 价 (这 时 z1,… ,zn 以 及 ia, 
相当 于 参数 ). 现在 假设 


dz; dt, +--+ gent, (25) 
为 一 个 的 确 能 把 Gv 变 成 相应 的 Gs 的 线性 代 换 . 那么 要 想 重建 相应 原来 的 代 换 : 
Ti = $i(zh i Th) (26) 
只 有 当 且 仅 当 系数 circu 满足 下 述 可 积 条 件 时 : 


Be, _ cu 

Et (27) 
Christoffel 定理 现在 就 是 , (在 我 们 的 形式 系列 G2, Ga, Gs,… 的 情况 下 ) 这 些 条 件 
能 自动 得 到 满足 , 从 而 整个 等 价 问题 就 转化 为 一 线性 等 价 问题 . 

上 述 定理 , 正如 我 们 看 到 的 , 扩大 了 线性 不 变量 理论 的 应 用 范围 , 但 是 也 许 人 
们 会 把 他 的 结果 作 特别 简单 的 理解 , 这 是 我 们 必须 避免 的 ， 因 为 已 给 的 Go 及 G4 
是 否 与 已 给 的 G, 及 G4 一 一 涉及 微分 一 一 等 价 这 问题 , 显然 是 在 初等 不 变量 理 
论 方法 能 力 范围 之 内 的 事 . 

6. 在 我 们 进一步 探讨 概念 性 的 内 容 之 前 , 我 们 还 必须 指出 , Christoffel 是 如 何 
进一步 应 用 他 的 定理 的 . 为 此 他 引进 了 对 各 种 情况 的 一 个 基本 分 类 : 

a) 或 者 dei EE (如 我 们 今天 所 表述 的 ) 通过 一 个 代 换 ri = dl, ai, 的 
连续 群 变 到 自身 . 

B) 或 者 根本 没有 这 样 的 代 换 或 者 只 有 离散 的 个 数 . 

7. 情形 a), 这 肯定 是 人 们 最 感 兴趣 的 , 因为 它 包含 了 KR = 0 和 Kp = const 
这 两 种 情况 , 可 是 Christoffel 对 它们 没 做 进一步 的 研究 . 我 认为 这 不 是 他 的 原意 , 而 
是 后 来 辞职 造成 的 结果 . 他 先前 就 已 经 研究 了 这 里 所 讲 到 的 n = 2 的 情形 . 但 是 
在 nm = 3 时 就 有 了 很 多 种 可 能 情形 在 此 可 以 讨论 . 首先 可 能 解释 清楚 的 是 , 像 通过 
Lie 那样 创造 一 个 连续 群 的 一 般 理 论 . 对 一 给 定 的 ds? 只 有 一 种 具有 有 限 个 参数 的 
群 可 以 讨论 , 而 且 正 是 这 种 “有 限 ” 群 , Lie 把 他 的 出 版 于 1888—1893 ip. UR 
遗 的 巨著 奉献 给 了 它 % . 最 后 Bianchi 在 稍 后 把 所 有 在 n = 3 时 的 可 能 性 都 列举 出 
来 了 m . 在 此 我 们 不 可 能 进一步 深入 下 去 了 . 

8. Christoffel 对 情形 B) 作 了 相当 深入 的 讨论 . 一 般 来 说 , 如 果 存在 一 个 孤立 
的 代 换 将 ds? 变 到 ds?, 则 必定 已 经 会 表现 出 有 一 系列 Ga, Ga, Gs,- 顺 次 线性 等 
价 于 相关 的 G5, Gs, Gs,…. 但 是 各 种 情况 下 的 这 个 系列 的 个 数 能 达到 的 上 限 没有 

D 测 地 三 角形 的 一 般 理论 , Math, Abhandlungen der Berliner Akademie (=Christoffel 全 集 1 297 
页 及 以 后 ). 

n 变换 群 理论 . 三 卷 本 , Leipzig, 1888—1893. 在 Engel 女士 的 合作 下 完成 . 

13I Memoria della Società Italiana delle Scienze, ser. 3a,t. XI, 1897. 
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给 出 . 还 有 , Christoffel 关于 通过 比较 两 边 所 提出 的 线性 不 变量 来 证 明 这 一 等 价 性 
的 言论 也 还 是 需要 验证 的 . 


现在 我 要 来 指出 , Christoffel 约 化 定理 与 在 上 几 节 末 (187 页 (中 译本 169 页 ) 
以 下 ) 所 给 出 的 考察 有 怎样 的 关系 . 

设 ds? 以 这 样 的 方式 与 der" 等 价 , 使 得 z 的 空间 的 点 O 与 z 空间 的 点 O' 相 
对 应 

于 是 对 O 点 算出 的 G2,G4,Gs,… 与 在 0' 点 算出 的 G54,G4,Gs,…, 即 两 列 
带 有 常 系数 的 微分 形式 , 我 们 以 适当 的 方式 称 之 为 


oo, 及 G9,G9,G9,.… (28) 


线性 等 价 ， 我 们 来 简化 它们 , 办 法 就 是 ,我 们 在 两 边 都 引入 Riemann 正规 坐标 
yh 以 及 六 ,… FE G3) 及 GI, 或 者 更 确切 地 说 ,与 它们 相对 应 的 
ds? 及 ds?, WERT 》 dy? 和 》 Au, 并 且 这 个 线性 等 价 (变换 ) 必定 是 正 交 的 
(变换 ) (不 仅 An, 的 变换 是 如 此 , 而 且 因 为 代 换 的 系数 是 常数 , yw 本 身 的 变换 也 是 如 
此 ). 由 于 我 们 已 明确 指出 代 换 是 这 样 的 , 我 们 从 今 以 后 就 可 将 G3 和 G9 从 为 比较 
而 设置 的 形式 序列 中 剔除 . 因而 G3,G8,… 与 G?,G9,… 会 通过 ys 的 一 个 正 交 
代 换 而 等 价 . 

我 们 在 前 面 已 经 知道 , 除了 差 一 个 数值 系数 外 , G3 相当 于 Riemann 微分 形式 
的 四 重 线性 极 式 : 


Dik, rs)o(dydye — Zielt (dyrdys — 6yrdys). (29) 


一 个 简单 的 想法 , 可 惜 我 们 不 能 在 这 里 细 讲 , 进一步 表明 , G8, G8,… 以 相同 的 方式 
一 一 除了 差 一 个 不 影响 比较 的 更 低 阶 的 项 一 一 相当 于 : 


Dik, re) (duðyr — ysdyr) din, — acht), 
KC EE 


等 等 , 其 中 (ik,rs)1, ( 认 ,rs)2,… 表示 ( 认 ,rs) 按 y DREI mm. 二 阶 
项 等 等 . 这 样 一 来 Christoffel 定理 就 归结 为 , 这 些 逐 个 的 表达 式 能 够 借助 于 一 个 yi 
的 正 交 代 换 等 价 于 相应 的 带 撤 的 表达 式 , 但 是 这 也 就 是 说 , 一 般 而 言 下 述 表达 式 : 


Dik, rs)(dysye — Deche dt dn, — dyrdys) (30) 


必定 与 以 带 撤 的 字符 写 出 的 相应 表达 式 正 交 等 价 . 
现在 这 个 正 交代 换 进入 到 这 整个 的 结构 中 来 只 是 由 于 对 给 定 O, 其 正规 坐标 
v 还 只 能 确定 到 差 一 正 交代 换 是 未 定 的 .根据 事情 的 这 个 实质 ，Christoffel 定理 


(29°) 


180 E Se 以 一 次 微分 形式 为 基础 的 解析 点 变换 群 


结果 就 完全 是 187 页 (中 译本 169 页 ) 上 的 结论 , 就 是 说 , 规范 化 的 ds? 通过 给 的 
表达 式 (30) 随 之 一 起 完全 给 定 ， 我 们 可 以 这 样 说 ,Christoffel 定理 对 任意 坐标 系 
(Zz1,… ,zn) 得 出 的 结果 和 我 们 在 187 页 (中 译本 169 页 ) 上 对 特定 坐标 系 所 得 出 
的 结果 完全 相同 . 

我 在 这 里 对 这 整个 思路 只 能 作 一 素描 , 非常 期 望 不 久 它 能 从 其 他 方面 得 到 详 
尽 的 描述 ， 人 们 可 以 参阅 , 例如 , Noether 女士 在 1918 年 1 月 25 日 向 Göttinger 
Societät (FERH A) 提交 的 一 篇 注 记 :《 任意 微分 形式 的 不 变量 》" 


$5 ”用 无 限 小 变换 表征 不 变量 (Lie) 


无 限 小 变换 实质 上 应 理解 为 只 是 一 种 特殊 类 型 的 变换 , 是 对 某 个 参数 的 变 分 ; 
相对 于 19 世纪 头 几 十 年 的 研究 工作 而 言 , 工作 的 新 意 在 于 它 与 群 的 概念 及 其 不 变 
量 理论 结合 了 起 来 . 

人 们 能 够 将 线性 群 的 不 变量 通过 它们 对 无 限 小 变换 的 行为 来 表征 , 以 及 不 变量 
的 线性 偏 微分 方程 的 存在 也 是 以 它 为 基础 , 早 就 由 Sylvester (1852) 首先 指出 来 了 . 
一 个 简单 的 例子 就 足以 将 其 基本 思想 突出 出 来 . 考察 一 个 二 元 二 次 型 


了 = anz} + 2a127172 + onse (31) 


(系数 为 常数 ), 我 们 来 研究 是 否 有 an 的 一 个 二 次 齐 次 有 理 整 函 数 存在 ， 它 对 勾 模 
线性 代 换 : 
zı = az) Dei 
T2 = y2) + ôzh 
为 不 变 . 为 了 达到 目的 我 们 要 指出 一 我 根本 没有 用 什么 技巧 — 在 代 换 (32) 
之 下 有 下 述 无 限 小 的 代 换 : 


1 = (lte) mam (83c) 
za = (1 — elek, T= Tp zelt, 


(a6—By=1) (32) 


T1 = 74 tg, mäi, 


(33a) 


(由 各 上 式 通过 重复 和 组 合 就 可 综合 出 最 一 般 的 (32) 式 来 ). 我 们 还 可 以 把 代 换 (33) 
写成 : 
nem ma 1 = ma fach 


(34a) 
ôz2 = +ez2, Ae =0, Ae = ent, 


现在 头 一 件 要 紧 事 就 是 , 对 应 于 (33), (34) 这 些 式 子 , 给 出 f 的 系数 ax 所 经 过 的 
代 换 外 . 我 们 求 得 : 

DI 还 可 见 : H. Vermeil: 二 次 微分 形式 的 不 变量 , Math. Ann 79 (1919), 以 及 H. Weyl:《 空 间 ,时 
间 , 物质 》; 第 5 版 的 附录 1 Berlin 1925. 

站 计算 的 时 候 自然 总 是 将 =,ms 的 高 次 项 忽略 不 计 . 
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在 情形 a) 
f = aiiz? + Ales + gies? 
= oul + 2e)z? + 2axaziz +azz(1 — Self, 
从 而 : 
ban =2ean, 6a12 = 0， öar Zeg, (35a) 
在 情形 b) 和 情形 c) 分 别 对 应 有 : 


Za = 0， baiz = Wall， Zen: ez (35b) 


an= xaz, S'an zen S'an =0. (35c) 


一 个 不 变量 J (an, 2, a22) 在 这 一 无 限 小 的 代 换 下 所 获得 的 增 量 必须 等 于 零 . 于 是 
我 们 就 得 到 了 三 个 偏 微 分 方程 , 同时 表征 了 J 作为 不 变量 的 特性 " : 


E (36) 


如 果 现在 令 J (为 了 仍 留 在 我 们 最 简单 的 例子 中 ) 为 某 一 下 述 二 次 项 : 
EH 
的 一 个 线性 组 合 , 则 我 们 立即 会 发 现 , J 必定 与 下 述 表达 式 
Azmin e (37) 


相符 合 到 最 多 只 差 一 个 数值 因子 . 

所 有 高 次 的 情形 与 此 类 似 ， 人们 立即 理解 到 , 这 个 方法 的 主要 作用 是 什么 : 完 
整地 计算 高 次 不 变量 没有 太 大 的 用 处 , 因为 人 们 还 没 法 子 运用 这 样 得 出 来 的 长 长 的 
式 子 . 不 如 说 这 个 方法 的 力量 在 于 它 能 算出 某 种 类 型 的 不 变量 的 线性 无 关 的 个 数 . 

现在 来 谈 它 的 普 适 性 方面 的 发 展 ,这 是 我 的 年 轻 的 朋友 , 挪威 人 Sophus Lie 
(他 对 我 的 Erlangen 纲领 起 了 推动 的 作用 ， 关于 他 的 工作 还 会 在 后 面 一 章 来 大 谈 特 
谈 )P 从 大 约 1875 年 以 来 发 表 了 大 量 的 著作 谈 这 个 思想 人 们 用 一 个 任意 的 连续 


MI 见 Weitzenböck (3 页 上 的 所 引 ), 185 页 及 以 后 - (H) 
0l 这 一 章 未 能 完成. mi 
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群 和 一 个 属于 它 的 无 限 小 变换 来 代替 群 (32) 以 及 生成 它 的 无 限 小 变换 (33), 并 且 
随后 对 那样 一 些 量 来 计算 其 相应 的 “诱导 "无限 小 变换 , 人 们 可 以 用 这 些 量 来 组 合 
不 变量 . 
在 此 我 们 立即 就 选 那个 Go 来 作 这 个 群 , 一 般 来 说 这 个 群 是 我 们 当下 要 研究 
的 , 它 就 是 全 体 解析 代 换 
EAR (38) 


它们 包含 了 以 下 的 : 
Zen = e," En), ,brn = len" al (39) 


作为 生成 无 限 小 变换 , 其 中 / 通常 为 (z1,… ,zn) 解析 函数 , 它们 在 人 们 直接 运算 
的 区 域内 , 连同 它们 的 所 有 的 各 阶 微分 系数 多 被 认为 是 可 以 当做 无 限 小 的 量 来 处 
理 . 
为 了 简单 起 见 , 我 们 , 比如 说 再 取 n = 2, 并 且 作 为 不 变量 构成 的 对 象 , 取 一 个 
二 次 微分 形式 
ds? = Edz? 十 2Fdzidza + Gdz3, (40) 


这 样 我 们 就 首先 算出 了 导出 代 换 , 它们 相当 于 公式 (39) 作用 于 dzi, 然后 是 E, F, G, 
再 然后 是 它们 对 zı, za 取 的 一 阶 和 二 阶 偏 微 商 ， 这 些 代 换 相当 麻烦 , 因为 在 (39) 
式 中 出 现 的 不 仅 有 A 本 身 , 还 有 它们 的 一 阶 和 二 阶 的 微 商 ， 于 是 借助 于 它们 人 们 
就 可 以 例如 证 实 , Gaus ZEIT Go 的 作用 下 的 确 是 (40) 式 的 一 个 不 变 
量 . 如 果 我 们 想 对 Beltrami 微分 参数 等 证 明 类 似 的 结果 , 我 们 就 必须 对 预先 给 定 
的 任意 函数 F(z1,… ,zn) 的 偏 微 商 求 出 其 导出 代 换 . 这 就 是 Lie 的 学 生 波兰 籍 的 
Zorawski 所 完成 的 工作 . 

如 果 人 们 把 他 的 计算 只 是 看 成 对 已 知 结果 检验 , 那么 人 们 就 不 大 可 能 会 赋予 它 
多 大 的 价值 . 但 是 它 的 意义 的 确 更 深远 , 因为 它 证 明了 , 在 当前 的 情况 下 , 除了 所 讲 
的 那个 不 变量 之 外 , 根本 不 可 能 有 别 的 不 变量 . 在 n 的 值 较 大 时 自然 有 很 多 不 变量 
对 其 进行 计数 这 方面 为 Lie 的 另 一 个 学 生 , 美国 人 Haskins 解决 了 ; 见 Transactions 
of the American Mathematcal Society, 第 III 卷 , 1902. 

我 不 打算 深入 到 细节 上 去 . 但 是 我 可 是 想 在 下 一 节 再 用 一 个 例子 表明 , 这 个 想 
法 与 变 分 法 的 积分 方法 相 结合 是 如 何 地 可 能 有 用 . Lie 学 派 总 是 避 开 这 一 结合 , 这 
是 它 的 一 个 不 足 之 处 . 


86 ”关于 一 任意 张 量 ti 的 向 量 散 度 


因为 我 的 下 一 个 目标 是 , 钥 述 在 这 里 所 发 展 的 理论 对 现代 物理 的 意义 , 我 选 
"Kass (H) 
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在 第 二 章 中 与 物理 的 研究 紧密 相连 的 那个 例子 .我 们 在 那里 一 开始 设 n = 4, 并 且 
以 最 简单 的 方式 定义 弧 元 为 : 


de = dz? + dz3 + dl + dei (41) 


(从 而 同步 与 送 步 量 的 区 别 就 不 再 存在 了 ) 这 时 如 果 tx 是 一 个 对 称 张 量 (或 者 
向 我 们 那 时 候 讲 的 , 一 个 十 维 张 量 ) 那么 我 们 就 可 以 从 它 导出 一 个 相应 的 向 量 , R 
们 把 它 称 之 为 向 量度 . 它 的 分 量 就 简单 地 是 
CC ës DI 

( 见 84 页 (中 译本 76 页) 及 在 101 页 (中 译本 92 页 及 以 下 ) 对 它 的 物理 意义 的 认 
FO. 现在 的 任务 就 是 把 这 个 发 展 按 它 的 意义 推广 到 任意 的 d? = Dawdnvdz (全 
个 变量 ) 上 去 . 

因此 我 们 再 假设 给 定 一 个 对 称 张 量 hx (这 里 我 们 之 所 以 记 为 “过 步 的 "就 是 
为 了 表示 它 的 分 量 会 像 ou 一样 变换 ). 

除了 ax 之 外 我 们 同时 再 引进 它 的 共 信 形式 的 系数 ax、 于 是 Eeer, 或者， 
如 果 我 们 限于 ax 的 无 限 小 的 值 , 这 我 们 称 之 为 ou, 则 


D tudat (43) 
为 一 不 变量 , 自然 展 布 在 某 一 区 域 上 的 积分 
J (Etta) (Vaaz, ei aa) 


也 同样 是 一 个 不 变量 . 现在 我 们 特地 来 计算 通过 一 无 限 小 变换 
Zr = 2, + PI ,Zn) (45) 


SES da tohi. 

为 此 我 们 必须 首先 记 住 , 在 z 的 任意 变换 下 , a* 表现 为 与 积 dzidz 同步. 另 

一 方面 我 们 从 一 开始 就 要 略 去 无 限 小 /" 的 高 次 项 . 于 是 通过 不 长 的 中 间 计 算 我 们 
就 得 到 : 

人 = (46) 


其 中 我 们 已 经 令 


但 是 我 们 要 把 
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换 成 


aan m- Do, 


这 样 一 来 就 得 到 : 
At = a Ion 一 at(z ,19) = A (Ca ar 人 一 cr) wi 


把 这 个 dat 的 值 代入 积分 (44) 中 . 这 样 我 们 就 得 到 下 式 作为 新 的 积分 变量 : 


人 


在 此 我 们 以 众所周知 的 方式 通过 分 部 积分 将 fA, D 加 以 改造 , 这 样 做 的 时 候 还 同时 
假设 , 通常 为 实 值 的 向 量 r 在 积分 边界 上 等 于 零 . 这 样 再 除 以 2 之 后 我 们 就 得 到 
下 式 作为 不 变量 : 


(grga by wë sch, E. Si 


Va 
但 是 /" 是 一 个 完全 任意 的 同步 向 量 . 我 们 得 到 结论 , 即 下 述 表达 式 : 
De (SE mE ua 
D 
i (50) 


对 r = 12,3,4 定义 一 个 道 步 向 量 , 我 们 正好 把 它 称 为 ti 的 向 量 散 度 
实际 上 当 at 为 常数 时 它 就 归结 为 


Ce) 


ik 


ba 


Zu (2 Part -afi dh (Vadzri drn). (48) 


而 特别 当 所 有 的 os = 1, 而 其 余 的 ai = 0 时 , 就 归结 为 
Gi 
Las 


即 归结 为 (42) 式 的 量 . 这 就 是 说 , 只 要 我 们 对 原来 的 z 用 它 的 任意 函数 作为 新 的 z 
引进 来 , 并 且 将 由 此 从 》 dr? 生成 的 新 的 ds? 记 成 》 askdzidzk， 当 然 我 们 由 此 


中 这 里 原文 第 二 项 求 和 号 的 下 标 原来 为 k, 疑 有 误 . 一 一 中 译 者 注 
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得 到 的 不 是 那个 最 一 般 的 ds?, 而 只 是 Riemann 曲率 为 零 时 的 ds?. 今后 对 任意 给 
定 的 ds? 我 们 总 都 是 把 向 量 (50) 看 成 是 张 量 ti 的 向 量 散 度 , 这 是 一 个 有 一 定 意义 
的 约定 . 因为 我 们 要 做 的 计算 太初 等 , 不 论 什么 情况 令 Riemann 全 曲率 为 零 也 不 
会 带 来 什么 简化 . ~ 一 它 和 Beltrami 在 将 第 一 微分 参数 和 第 二 微分 参数 的 概念 推 
广 到 任意 ds? 时 所 采用 的 类 比 的 方法 完全 是 一 样 的 一 一 或 者 最 后 尤其 是 Riemann 
本 人 在 他 把 一 任意 的 ds? 放 在 为 莫 定 n 维 空间 几何 基础 的 首要 地 位 时 所 采用 过 的 
那 一 方法 . 


结 束 语 


当 我 们 在 这 里 结束 第 三 章 的 讲述 之 际 , 我 们 不 能 不 强调 指出 , 尽管 我 们 作 了 很 
大 的 努力 , 在 我 们 的 讲述 中 仍然 只 讲 到 了 当前 发 展 中 的 文献 的 一 小 部 分 , 无 论 是 在 
纯粹 分 析 方面 , 还 是 在 解析 几何 方面 , 抑或 是 在 分 析 力学 方面 . 但 是 我 们 的 描述 也 
许 还 是 有 一 些 用 , 因为 我 们 把 某 些 思想 形成 放 到 了 首位 , 它们 通常 在 今后 说 不 定 在 
什么 时 候 会 发 挥 作用 . 


第 三 章 注释 


1. 现代 n 维 微分 几何 已 经 超越 了 Klein 撰写 本 章 时 所 见 到 的 状态 , 有 两 方面 
的 重要 进展 . 

1 新 出 现 的 “无 限 小 平行 移动 (Infinitesimale Parallelverschiebung)” 深 化 了 测 
地 线 的 理论 和 Gaus 全 曲率 的 理论 , 并 且 澄 清 了 “三 指标 符号 ”的 意义 

1. 通过 Ricci 演算 (Ricci-KalkiD) 使 得 问题 的 计算 部 分 如 此 显而易见 , 以致 一 
些 本 质 的 几何 问题 不 再 会 被 形式 类 型 的 困难 所 掩盖 ; 而 这 在 过 去 可 不 一 样 . 

对 现代 微分 几何 最 快捷 的 导 引见 于 A. S. Eddington 的 著作 :《 相对论 的 数学 
理论 》( 德 译本 , Berlin 1925) 的 第 二 章 . 

更 多 的 著作 有 下 述 对 此 论题 的 更 深入 的 著述 : 

H. Weyl: Raum, Zeit, Materie (空间 , 时 间 , 物质 ), Berlin 第 三 版 1919, 第 五 版 
1925. 

T. Levi-civita: Lezioni di calcolo differenziale assoluto (绝对 微分 学 讲义 ), Rom 
1925. 

有 关 所 有 这 些 工作 的 一 个 详细 的 总 结 报告 见 D.J. Struik: 高 维 微分 几何 , Berlin 
1922. 

Klein 对 这 个 领域 的 处 理 方式 就 是 到 今天 也 没有 失去 它 的 价值 . 他 为 现代 微分 
几何 清理 了 它 赖 以 意 立 的 地 基 . 有 谁 在 其 中 已 经 成 长 起 来 了 , 就 有 忘记 那个 基础 的 
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危险 而 还 要 去 做 “进一步 的 计算 ". 这 里 就 是 要 对 此 作 斗 争 . 
受到 Klein 偏爱 的 不 变量 理论 的 表述 与 决定 着 另 一 种 表述 的 张 量 概念 之 间 的 
关系 , 就 好 像 方程 


br=a 
5 
á 
Siet? 
之 间 的 关系 . 
人 们 只 有 用 第 二 个 式 子 才能 计算 得 快 ， 但 在 决定 性 的 地 方 人 们 还 必须 回 到 第 
一 个 方程 上 去 


2. 159 页 (中 译本 144 页 ): 见 第 一 章 注释 4. 

3. 171 页 (中 译本 155 页 ): 显然 人 们 可 以 把 微分 不 变量 理解 为 场 中 的 可 以 移 
到 一 起 的 两 个 或 多 个 点 上 的 同时 不 变量 (Simultaninvarianten) 的 极限 情形 . 

4. 172-174 页 (中 译本 156-157 页 ): 人 们 可 以 特别 将 $4, 85 与 Eddington 的 表 
述 (上 述 注释 1) 相 比较 ; 读者 可 在 那里 不 需要 别 的 引导 就 可 以 认识 到 在 Klein 的 报 
告 之 后 所 做 的 现代 研究 . 

5. 182 页 (中 译本 165 页 ): 公式 (19) 给 出 了 这 样 的 可 能 性 : 从 Riemann 正规 
坐标 系 , 它 只 能 确定 到 差 一 个 正 交 代 换 , 来 选 一 不 变量 : 人 们 这 样 来 选 该 坐标 系 , 使 
得 二 次 型 > Ki dride, 变换 到 主轴 , 即 不 含混 合 项 . 这 总 是 可 能 的 , 而 且 在 该 型 
的 本 值 各 异 时 , 甚至 只 有 一 种 方式 . 
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对 新 近 以 来 几何 学 研究 的 
比较 考察 


Dr. Felix Klein 
Erlangen 大 学 国 聘 数 学 正教 授 


为 进入 Erlangen k. Friedrich-Alexanders 大 学 
哲学 系 和 教授 评议 会 所 作 的 报告 提纲 " 


几何 学 领域 在 最 近 五 十 年 来 所 取得 的 成 就 中 , 射影 几何 的 建成 占据 着 首位 . 如 
果 说 , 在 开始 的 时 候 , 所 谓 的 度量 关系 , 由 于 它们 在 射影 的 作用 下 不 是 保持 不 变 的 ， 
还 显得 好 像 处 理 不 了 , 那么 在 新 近 的 时 期 内 , 人 们 也 已 经 学 会 了 从 射影 的 观点 来 理 
解 它们 了 , 从 而 现在 射影 的 方法 覆盖 了 整个 几何 学 . 只 不 过 度量 性 质 已 不 再 是 作为 
空间 实体 (räumlichen Dingen) 本 身 的 性 质 出 现 , 而 是 作为 这 些 实体 对 一 个 基本 - 
形体 (Fundamental-Gebilde), 即 无 穷 远 处 的 球面 图 (Kugelkreise, 亦 译 成 虚 圆 , 一 一 
中 译 者 注 ) 的 关系 出 现 外 . 

如 果 把 普通 的 (初等 的 ) 几何 中 的 诸 概念 与 这 样 逐 渐 积累 起 来 的 对 空间 实体 的 
理解 相 比较 , 那么 就 会 引起 人 们 想 去 寻求 一 个 普遍 原理 的 问题 , 根据 这 个 原理 可 以 
把 这 两 种 方法 都 建立 起 来 .考虑 到 除了 初等 几何 学 和 射影 几何 学 之 外 , 还 有 一 系 
列 其 他 的 方法 , 尽管 发 展 得 还 不 够 , 人 们 也 必须 给 以 同样 地 独立 存在 的 权利 , 这 个 
方法 就 显得 如 此 更 加 重要 了 . 属于 这 一 类 的 几何 学 有 , 径 向 反 演 几何 学 (Geometrie 
der reciproken Radien), 有 理 变换 几何 学 (Geometrie der rationalen Umformungen), 
等 等 , 这 些 我 们 在 下 面 都 将 提 及 并 加 以 阐述 . 

如 果 我 们 接着 就 来 着 手 建立 这 样 一 种 原理 , 我 们 真 的 并 没有 开创 出 什么 真正 新 
思维 , 而 只 是 把 许多 人 或 多 或 少 地 肯定 思考 过 的 东西 以 清晰 而 确切 的 方式 归 拢 到 一 

M (RÆ 1893 年 把 Erlangen Programm 刊登 在 Math. Annalen 的 第 43 卷 上 , 同时 附加 了 一 系 
列 的 注释 , 这 些 注释 后 来 我 多 次 引用 而 未 加 改变 . 它们 不 同 于 原 有 的 注释 , 现在 来 把 它们 放 到 方 


括号 中 , 为 的 只 是 以 便 识别 它们 都 是 在 1893 年 补 加 的 . Kj 
WEI ZZ 
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起 . 可 是 由 于 几何 学 近年 来 取得 了 飞速 的 发 展 , 尽管 就 其 主题 而 言 是 一 致 的 , 已 经 
被 分 割 成 一 系列 几乎 相互 隔绝 的 分 支 丫 ,并 且 在 相当 大 的 程度 上 互 不 相关 地 继续 成 
长 着 , 发 表 这 样 一 种 综观 全 局 性 的 研究 , 就 显得 更 加 有 理由 了 . 但 是 同时 我 还 面临 
着 一 种 特别 的 期 望 , 要 我 讲述 一 下 由 Lie 和 我 在 最 近 的 工作 中 所 展开 的 方法 和 观 
点 . 我 们 在 这 两 方面 的 工作 , 尽管 所 涉及 的 对 象 如 此 不 同 , 但 是 切入 这 里 所 讲 的 普 
遍 见解 (allgemeine Auffassungsweise, 即 指 前 面 提 到 的 要 寻求 的 普遍 原理 中 译 
者 注 ) 这 一 点 上 却 是 一 致 的 , 因而 , 再 次 讨论 这 些 工作 并 从 它们 按 其 内 容 和 倾向 来 
刻画 相关 的 工作 , 就 是 一 件 有 必要 的 事 了 - 

如 果 说 , 我 们 至 今 还 只 谈 到 了 几何 学 的 研究 , 那么 这 种 研究 就 应 理解 为 包括 了 
任意 延伸 的 (beliebig ausgedehnte, 即 任意 维 的 , 以 后 有 时 将 译 成 “ 维 " 一 一 中 译 者 
注 ) 流 形 在 内 , 这 种 任意 维 的 流 形 是 在 舍弃 了 那些 对 纯粹 数学 研究 来 讲 并 非 本 质 的 
空间 图 形 m 之 下 , 从 几何 学 中 抽象 出 来 的 . 在 这 种 对 流 形 的 研究 中 所 包含 的 流 形 
的 种 类 和 在 几何 学 中 所 包含 的 同样 多 , 而 且 还 要 和 在 几何 学 中 一 样 , 要 把 彼此 独立 
进行 的 研究 中 的 种 种 共同 点 和 不 同 点 突出 出 来 . 对 抽象 的 研究 来 讲 , 在 下 文中 内需 
直接 谈 多 维 流 形 就 足够 了 ; 但 是 如 果 联系 着 我 们 较 熟 悉 的 空间 概念 来 讲 , 我 们 的 论 
述 就 会 变 得 更 简单 和 更 易 懂 . 当 我 们 从 几何 实体 的 考察 出 发 , 并 把 它们 作为 简单 的 
例子 来 展开 我 们 对 普遍 思想 的 论述 的 时 候 , 我 们 就 是 沿 着 科学 在 它 自己 成 长 的 过 程 
中 所 走 过 的 道路 前 进 , 而 把 这 作为 我 们 讲述 的 基础 通常 也 是 最 有 利 的 

在 此 预先 展示 一 下 下 面 要 讲 的 内 容 根本 不 可 能 , 因为 这 些 几乎 不 可 能 被 纳入 到 
一 个 更 精简 形式 中 去 ; 各 节 的 标题 就 已 经 会 给 出 我 们 的 思想 的 进展 的 一 个 概貌 . 
在 结尾 的 地 方 我 附加 了 一 系列 注释 , 在 其 中 我 或 是 对 一 些 看 来 有 益 于 正文 中 一 般 关 
述 的 特殊 点 作 了 进一步 的 展开 论述 , 或 是 我 会 尽量 将 适应 于 正文 中 所 考察 的 内 容 的 
抽象 的 数学 观点 与 其 相近 的 观点 划 清 界限 . 
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在 下 面 的 叙述 中 所 需要 的 一 个 最 重要 的 概念 , 就 是 空间 变换 群 的 概念 . 
任意 多 个 空间 变换 m 组 合 起 来 给 出 的 总 又 是 一 个 空间 变换 . 如 果 给 定 的 一 系 
列 变换 具有 这 样 的 性 质 , 使 得 由 属于 它 的 变换 所 组 合 而 成 的 每 一 个 变换 又 属于 它 自 


"ME. 

m 见 附注 ui. 

四 见 附注 TV. 

中 这 种 对 下 面 要 给 出 的 表述 的 精简 形式 , 正如 我 所 担心 的 , 会 大 大 增加 理解 的 难度 . 但 是 要 想 
解决 这 一 点 只 有 通过 非常 深入 的 讲述 才能 达到 , 在 其 中 要 对 我 们 在 这 里 只 是 触及 了 的 个 别 - 理 
论 (Einze-Theorien) 作 详细 的 讲解 

名 我 们 所 设想 的 变换 总 是 作用 在 全 部 空间 形体 上 的 , 因此 我 们 就 直接 说 空间 的 变换 . 这 种 变换 
可 以 是 , 引进 其 他 种 类 的 元 素来 代 蔡 点 , 例如 , 像 对 偶 变 换 那样 ; 在 正文 中 不 会 对 这 种 情况 加 以 区 
H 
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己 , 那么 这 个 变换 系列 称 之 为 变换 群 (Transformationsgruppe)m . 

全 体位 移 ” (每 一 位 移 都 看 成 是 对 整个 空间 实行 的 一 个 操作 ) 构成 变换 群 的 一 
个 例子 . 比如 说 绕 一 点 的 转动 位 移 就 构成 一 个 包含 于 其 中 的 群 . 一 个 群 , 如 果 它 
反 过 来 包含 了 运动 群 , 就 可 以 用 直射 变换 的 全 体 来 表示 . 相反 全 体 对 偶 变换 不 构成 
群 一 因为 两 个 对 偶 变 换 结合 起 来 得 出 的 又 是 一 个 直射 变换 一 一 不 过 如 果 人 们 
把 全 体 对 偶 变换 和 全 体 直射 变换 结合 到 一 起 , 则 又 会 生成 一 个 群 " . 

存在 这 样 的 空间 变换 , 它们 根本 不 会 改变 空间 形体 的 几何 性 质 . 几何 性 质 , 按 
照 这 个 概念 的 本 意 , 是 应 该 与 所 研究 的 形体 在 空间 所 取 的 位 置 , 它 的 绝对 大 小 , 最 
后 , 还 应 与 它 的 各 个 部 分 的 排序 的 指向 (Sinn) ERN. 因此 一 空间 形体 的 性 质 
历经 所 有 的 空间 移动 , 它们 的 相似 变换 , 镜像 过 程 , 以 及 所 有 由 这 些 变换 结合 而 成 
的 变换 的 作用 , 均 不 会 改变 . 我 们 把 所 有 这 些 变换 的 总 体 称 之 为 空间 变换 的 主 群 
(Hauptgruppejal ; 几何 性 质 在 主 群 的 变换 之 下 将 保持 不 变 . 反 过 来 人 们 也 可 以 说 
几何 性 质 由 它们 对 主 群 变换 的 不 变性 来 表征 .显然 如 果 我 们 把 空间 看 成 在 瞬间 是 
不 能 动 的 , 诸如 此 类 , 看 成 是 一 个 刚性 的 流 形 , 那么 每 一 个 图 形 就 都 有 各 自身 独立 
的 意义 ; 在 它 的 诸多 性 质 中 , 只 有 那些 在 主 群 下 保持 不 变 的 真正 的 几何 性 质 才 是 它 
作为 独特 个 体 存在 的 依据 ， 这 个 在 此 表述 得 还 不 够 确切 的 思想 在 进一步 的 论述 中 
将 显得 越 来 越 清楚 . 

如 果 我 们 现在 把 在 数学 上 意义 不 重要 的 图 像 甩 掉 , 那么 我 们 在 空间 中 看 到 的 
就 仅仅 是 一 个 多 重 延伸 的 (mehrfach ausgedehnte 一 一 用 现在 的 术语 就 是 “多 维 的 ” 

中 译 者 注 ) 流 形 , 因此 当 我 们 坚守 以 我 们 习惯 了 的 点 的 概念 作 空 间 元 素 时 , 我 
们 看 到 的 就 是 一 三 重 延伸 的 流 形 ， 我们 也 可 以 与 空间 变换 类 似 地 来 谈 流 形 的 变换 ; 
它们 也 构成 群 . 只 不 过 这 个 群 已 不 再 是 以 其 意义 突出 于 其 他 群 之 上 的 一 个 群 了 ; 每 
一 个 群 与 任意 其 他 的 群 都 是 平等 的 . 于 是 , 作为 对 几何 的 推广 就 有 了 下 面 这 个 概括 


* 这 里 原文 为 Bewegungen， GE 
EE 群 , 全 体 运动 也 构成 群 , 有 时 
念 上 是 不 同 的 , 而 且 在 性 质 上 也 有 差异 . 例如 绕 一 点 的 转 ZS 
Ken KEE 所 以 后 者 是 非 Abel 群 , 还 有 要 注意 ， 
某 一 个 运动 中 不 同时 刻 的 位 移 全 体 并 不 构成 群 . 一 中 译 者 注 
1 Camille Jordan MET UAINA Sur les groupes de mouvements ( 论 运动 
群 ) Annali di Matematica, 第 二 
15 此 外 一 个 群 的 变换 ， Ze SPAVENTARE 根本 用 不 者 以 连续 并 排 的 方 
式 存在 ， 例 如 ， 系列 有 限 个 能 使 EE Ee 又 如 将 一 条 正 
Ze ERR egeeng 7 
Mee tee Tuer 就 是 以 此 为 基 
础 的 . 因此 , 例如 , 一 条 右 螺 散 线 与 一 条 左 螺旋 线 就 是 根据 它们 的 指向 来 区 分 的 . 
Se S 点 在 概念 上 是 必然 的 


190 E War ”对 新 近 以 来 几何 学 研究 的 比较 考察 


性 的 问题 : 

给 了 一 个 流 形 以 及 在 其 中 的 一 个 变换 群 ; 要 求人 们 来 研究 有 关 属 于 这 个 流 形 的 
几何 形体 的 那样 一 些 性 质 , 它们 在 这 个 群 的 变换 下 保持 不 变 . 

根据 现代 的 表达 方式 , 自然 人 们 在 这 里 习惯 于 只 对 一 个 确定 群 , 所 有 线性 变换 
的 群 来 采用 这 种 表述 , 人 们 可 以 这 样 说 : 

给 了 一 个 流 形 以 及 在 其 中 的 一 个 变换 群 .要 求 建立 相对 于 这 个 群 的 不 变量 理 
论 

这 就 是 那个 一 般 性 的 问题 , 它 不 仅 包括 了 普通 的 几何 , 而 且 还 特别 地 包括 了 在 
此 讲 到 的 新 近 的 几何 方法 和 对 任意 延伸 的 流 形 的 各 种 处 理 方式 .要 特别 强调 的 是 ， 
在 有 关 伴随 变换 群 的 选择 上 还 存在 任意 性 , 以 及 所 有 满足 一 般 要 求 的 研究 方式 拥有 
由 此 而 来 的 、 在 这 个 意义 上 是 相同 的 权利 . 


§2 ”一 个 接着 包含 着 另 一 个 的 一 组 变换 群 是 依次 伴随 的 . 几何 学 研 
究 的 各 种 类 型 及 其 相互 关系 


因为 空间 实体 的 几何 性 质 经 受 所 有 的 主 群 变换 之 后 保持 不 变 , 所 以 要 问 有 哪些 
性 质 只 对 这 种 变换 的 一 部 分 保持 不 变 的 问题 就 是 毫 无 意义 的 ， 如 果 我 们 要 探讨 空 
间 形 体 与 设想 为 固定 的 元 素 之 间 的 关系 , 那么 这 样 的 提问 相反 倒是 有 意义 的 , 尽管 
也 还 只 是 形式 的 . 例如 , 像 在 球面 三 角 学 中 那样 , 我 们 在 挑 出 了 一 个 确定 的 点 的 条 
件 下 来 考察 空间 实体 . 这 样 一 来 首先 就 要 求 : 我 们 要 求 出 的 在 相伴 随 的 主 群 下 的 不 
变性 质 就 不 再 是 空间 实体 本 身 的 性 质 , 而 是 它们 与 给 定点 共同 构成 的 系统 的 性 质 . 
但 是 这 个 要 求 我 们 可 以 用 另 一 种 形式 给 出 : 要 求人 们 来 研究 有 关 空 间 形 体 的 这 样 
一 些 性 质 , 它们 在 主 群 中 的 维持 该 点 固定 不 动 的 那 一 部 分 变换 下 保持 不 变 . 换言之 
或 者 我 们 在 空间 形体 上 加 上 所 给 的 这 个 点 , 在 主 群 的 意义 下 来 研究 它 , 或 者 用 主 群 
中 保持 该 点 不 变 的 那 部 分 ( 子 ) 群 代替 主 群 来 研究 它 , 这 二 者 是 一 样 的 . 

这 个 就 是 在 下 面 要 经 常用 到 的 原理 , 因此 我 们 打算 在 此 对 它 作 一 般 的 表述 ; 比 
方 说 以 下 述 形式 : 

设 已 给 一 流 形 , 为 了 对 它 进行 处 理 , 再 给 出 一 个 有 关于 它 的 变换 群 . 我 们 提出 
这 样 的 问题 , 相关 于 一 给 定 的 形体 来 研究 包含 在 这 个 流 形 之 内 的 几何 形体 . 于 是 人 
们 可 以 , 或 者 把 这 个 给 定 的 形体 加 入 到 该 形体 系 中 去 ,然后 在 所 给 定 的 群 的 意义 下 
来 中 间 这 个 扩大 后 的 系统 的 性 质 一 或 者 , 也 可 以 不 去 扩大 这 个 形体 系统 , 而 是 


尽 所 说 的 模式 . KJ 
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把 作为 处 理 基础 的 变换 限制 到 包含 在 给 定 群 中 的 、 不 改变 给 定形 体 的 那些 变换 (而 
且 它 们 必定 又 构成 一 个 群 ) 

有 别 于 我 们 在 本 节 开始 所 提出 的 问题 , 我 们 现在 来 研究 其 逆 问 题 , 这 个 问题 从 
一 开始 就 很 好 理解 . 我 们 要 寻 问 的 是 空间 实体 的 这 样 一 些 性 质 , 它们 在 一 个 包含 了 
主 群 作为 其 一 部 分 的 变换 群 的 作用 下 保持 不 变 . 我 们 在 这 样 一 种 研究 下 所 寻找 到 的 
每 一 种 性 质 都 是 实体 本 身 的 性 质 (Eigenschaft des Ding's an sich), 但 是 反 过 来 则 不 
一 定 . 在 这 种 相反 的 情况 下 其 实 我 们 前 面 讲 到 的 原理 正好 能 起 作用 , 在 这 里 主 群 现 
在 则 是 那个 较 小 的 群 了 . 这 样 我 们 有 : 

如 果 用 一 个 包括 主 群 在 内 的 群 来 代替 主 群 ,那么 只 留 下 一 部 分 几何 性 质 能 保持 
zt 其 余 的 则 不 再 表现 为 空间 实体 本 身 的 性 质 , 而 是 表现 为 一 个 系统 的 性 质 , 这 
个 系统 是 由 原来 的 实体 加 入 一 个 特 选 的 形体 而 得 出 的 . 这 个 特 选 的 形体 是 (一 般 来 
说 只 要 它 是 确定 的 1 ) 这 样 来 规定 的 , 在 所 给 群 的 变 撞 里面 能 使 它 保持 它 固定 不 动 
的 只 能 是 那些 也 是 主 群 中 的 变换 . 

这 里 要 讲 到 的 几何 学 的 新 方向 以 及 它 与 初等 方法 之 间 的 关系 就 是 以 这 个 定理 
为 基础 的 . 它们 的 特征 就 在 于 , 用 一 个 扩大 了 的 空间 变换 群 来 代替 主 群 作为 研究 的 
基础 . 它们 之 间 的 相互 关系 , 只 要 它们 的 群 包括 在 内 , 由 一 个 相应 的 定理 来 确定 . 对 
于 我 们 在 此 将 要 考察 的 多 维 流 形 的 各 种 处 理 方式 这 个 定理 也 适用 .现在 我 们 要 在 

站 例如 入 们 可 以 这 样 来 生成 这 种 形体 , 办 法 就 是 选 一 个 任意 的 起 始 元 素 , 只 要 求 所 给 群 中 没有 

一 个 变换 能 把 它 变 到 自身 , 然后 将 主 群 作用 到 它 上 面 去 . [正文 中 的 这 个 定理 无 疑 是 我 的 纲领 所 有 
思考 的 中 心 , 与 此 相应 地 许多 新 近 的 作者 给 它 加 上 了 “伴随 定理 " 这 个 特殊 名 称 .但 是 这 会 在 上 
一 注释 提示 的 意义 下 常常 被 误解 当 人 们 脑子 里 只 想到 有 理 整 不 变量 或 合 系 (Syzygien) 的 时 候 , 
人 们 说 这 个 定理 纯粹 是 猜测 , 或 者 也 会 构造 出 一 些 未 经 检验 的 情形 , 以 错误 的 方式 来 解释 , 就 看 
不 出 它 是 真 的 . 人 们 在 这 个 定理 中 所 寻求 的 大 大 超过 它 所 意 谓 的 . 我 的 意思 准确 地 说 就 是 Cayley 
1859 年 在 第 六 次 代数 形式 会 议 文集 (PhiLTrans_ 1859, 论文 集 , 第 11 卷 , 560 页 一 特别 是 结束 
语 592 页 ) 上 对 射影 几何 以 及 初等 度量 几何 的 特殊 情形 所 并 述 过 的 , 此 外 Laguerre 也 已 于 1853 
年 将 在 上 述 文集 的 242-243 页 上 发 表 过 这 一 定理 的 一 个 更 为 特殊 的 形式 . Cayley 在 他 的 论文 的 
结尾 铭刻 印 下 了 这 样 一 句 话 : “Metrical geometry is a part of descriptive geometry and descriptive 
geometry is all geometry and reciprocally (度量 几何 是 画 法 几何 的 一 部 分 ,而 画 法 儿 何 就 是 全 部 儿 
何 , 反之 亦 然 )". 我 要 在 这 里 用 我 自己 的 方式 来 表述 它 , 这 种 表述 以 其 平 铺 直 令 的 方式 能 排除 任 
何 误解: 只 要 人 们 接受 在 直接 选取 的 坐标 中 对 球 加 的 表述 ,初等 几何 的 每 一 个 结论 就 都 可 以 通过 
四 面体 坐标 间 的 关系 来 描述 

也 许 最 好 再 补 上 下 面 的 话 : 球面 图 与 一 任意 的 不 可 分 解 的 圆锥 曲线 成 射影 关系 , 从 而 可 以 这 
样 来 选择 坐标 系 , 使 得 它 的 平 而 能够 通过 令 一 行列 式 不 为 零 的 三 元 二 次 形式 等 于 零 来 描述 . 现在 
我 们 可 以 比如 , 作为 例子 , 取 位 于 无 穷 远 平面 中 的 带 尖 点 的 Cs KPE ( 它 是 一 w- 曲 线 , 即 在 
SEET RE SEER 无 穷 远 平面 上 的 所 有 点 在 Ga 下 保持 不 变 ， 


地 = 和 +a y =ày+b, z =Az+e 
现在 如 果 我 们 把 Cs 只 作为 一 个 整体 保持 不 变 , 那么 我 们 就 会 有 一 个 由 直射 组 成 的 Gs, 并 
能 设想 设计 一 个 属于 它 的 几何 . 如 果 人 们 随后 将 此 几何 纳入 一 般 的 射影 几何 , 那么 人 们 自然 不 会 
与 一 位 于 无 穷 远 平面 中 的 任 一 Cs 相伴 随 (好 像 它 是 通过 邻 一 般 的 三 元 三 次 形式 为 零 来 给 出 的 ) 
相反 人 们 应 该 立即 这 样 专门 来 引进 所 说 的 形式 ， HARTERT -KERAN ©. 但 
是 最 后 这 个 条 件 也 能 满足 , 因为 所 有 带 尖 点 的 Cs 互相 都 是 射影 类 似 的 . 而 且 在 所 有 人 们 能 想象 
到 的 进一步 的 情形 也 是 这 样 类 似 的 . Kj] 
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个 别 的 方法 上 来 证 明 这 一 点 , 因为 在 这 里 那些 在 本 节 和 前 面 几 节 中 一 般 地 建立 起 来 
的 定理 会 在 具体 的 对 象 上 找到 它们 的 说 明 


83 ”射影 几何 


那 种 不 直接 属于 主 群 的 空间 变换 , 每 一 个 都 可 以 用 来 将 已 知 形体 的 性 质 转移 到 
新 的 形体 上 去 . 我 们 把 曲面 投影 到 平面 上 , 从 而 将 平面 几何 应 用 于 曲面 几何 , 所 作 
的 就 是 这 样 ; 所 以 早 在 一 个 真正 的 射影 几何 产生 之 前 , 人 们 就 已 经 通过 将 给 定 的 图 
形 投影 到 另 一 个 图 形 上 , 从 而 从 后 者 的 性 质 得 出 有 关 给 定 图 形 性 质 的 结论 来 . 但 是 
只 有 当 人 们 已 经 习惯 于 将 原来 的 图 形 认 为 与 所 有 由 它 的 投影 所 导出 的 图 形 在 本 质 
上 是 一 致 的 , 并 且 由 投影 转移 而 得 到 的 性 质 , 这 样 来 说 吧 , 明显 地 与 由 投影 相 联系 
着 的 变换 无 关 时 , 射影 几何 才 修成 正果 . 这 样 一 来 , 这 种 处 理 在 $1 的 意义 下 就 是 以 
所 有 的 射影 变换 的 群 为 基础 并 且 由 此 造成 了 射影 几何 与 普通 几何 之 间 的 对 立 ， 

对 每 一 种 空间 变换 都 可 以 设想 有 一 种 类 似 于 像 我 们 在 这 里 所 讲 的 发 展 进程 ; 我 
们 还 会 经 常 回 到 这 上 面 来 . 在 射影 几何 的 范围 内 , 这 种 发 展 进程 向 两 方面 进展 . 一 
方面 是 通过 在 作为 基础 的 变换 的 群 中 加 入 对 偶 变换 而 发 生 的 观念 上 的 进一步 发 展 . 
从 今天 观点 来 讲 , 两 个 相互 对 偶 着 的 对 立 的 图 形 , 已 经 不 再 是 被 看 成 两 个 不 同 的 , 而 
是 被 看 成 在 本 质 上 是 同一 个 的 图 形 . 另 一 个 步骤 就 在 于 通过 加 入 有 关 的 虚 变换 来 
扩大 作为 基础 的 直射 变换 和 对 偶 变 换 群 ， 这 一 步 要 求人 们 事先 通过 加 入 虚 元 素来 
扩大 固有 的 空间 元 素 — 完全 相当 于 在 作为 基础 的 群 中 加 入 对 偶 变换 就 同时 会 导 
致 引入 点 与 平面 (这 里 平面 英 译 写成 直线 一 一 中 译 者 注 ) 作为 空间 元 素 一 样 ， 只 
靠 引入 虚 元 素 就 可 以 达到 将 空间 理论 与 那 已 是 受 人 们 看 重 的 代数 运算 的 领域 准确 
地 对 接 起 来 , 这 里 不 是 我 们 来 表明 引入 虚 元 素 能 带 来 这 种 方便 的 地 方 . 相反 要 强调 
指出 , 把 虚数 引入 的 理由 在 于 代数 运算 的 研究 , 而 并 不 在 于 射影 变换 和 对 侦 变 换 群 . 
正如 同 在 后 者 我 们 也 可 以 只 限于 实 的 变换 , 因为 实 的 直射 变换 和 对 侦 变换 就 已 经 构 
成 群 了 , -一 - 当 我 们 并 不 立足 于 射影 的 观点 时 也 一 样 可 以 引入 虚 的 空间 元 素 , 而 且 
只 要 我 们 原则 上 是 研究 代数 形体 , 就 应 该 如 此 . 

人 们 怎样 从 射影 的 观点 来 理解 度量 性 质 , 是 按照 上 一 节 一 般 定理 来 确定 的 . 度 
量 性 质 要 看 成 对 一 个 基本 形体 一 一 在 无 穷 远 的 球面 圆 "” 一 的 投影 关系 , 这 个 基 
本 形体 具有 这 样 的 性 质 , 它 只 能 在 射影 群 的 变换 中 那些 也 属于 主 群 的 变换 下 才能 保 
持 不 变 . 对 这 个 如 此 直 白 的 定理 还 需要 做 一 个 重要 的 补充 , 它 相 当 于 把 普通 的 直观 
方式 限制 到 实 的 空间 元 素 (和 实 的 变换 ). 为 了 使 这 个 观点 合理 合法 , 我 们 还 要 把 球 
面 贺 明显 地 加 入 到 实 空间 元 素 系统 内 ; 在 初等 几何 意义 下 的 性 质 在 射影 的 观点 下 ， 
一 这 一 观点 应 该 说 是 法 兰 酚 学派 (在 其 最 早 的 文本 中 说 的 是 Chasies 一 - 中 译 者 注 ) 的 最 漂亮 
的 成 果 之 一 ; 将 性 质 划分 为 位 置 的 性 质 和 度量 性 质 ,正如 人 们 喜欢 在 射影 几何 的 一 开始 就 提出 的 
这 种 划分 , 只 有 通过 它 才 获得 了 精确 地 含义 
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要 么 是 这 个 实体 本 身 的 性 质 , 要 么 是 对 这 个 实 的 元 素 系统 的 关系 , 或 者 是 对 球面 贺 
的 关系 , 或 者 是 这 二 者 . 

在 这 里 我 们 还 可 以 想起 那 种 类 型 , 正如 v. Staudt 在 他 的 位 置 几何 (Geometrie 
der Lage) 中 建立 的 射影 几何 那 种 一 一 即 那 种 类 型 的 射影 几何 , 它 只 限于 用 所 有 的 
实 射影 一 对 偶 变换 的 群 作 其 基础 群 ". 

大 家 都 知道 , 他 是 怎样 从 普通 的 直观 材料 中 只 提取 出 这 样 一 些 特征 , 它们 在 射 
影 变 换 下 能 保持 不 变 . 如 果 我 们 还 想 由 此 进一步 过 渡 到 考察 度量 性 质 的 话 , 那么 我 
们 就 要 直接 将 后 者 作为 对 球面 圆 的 关系 引进 来 ， 这 个 如 此 完善 了 的 思路 对 于 当下 
的 考察 而 言 具有 重要 的 意义 , 因为 这 使 得 我 人 有 可 能 为 每 一 种 在 尚 待 引入 方法 的 意 
义 下 的 几何 学 建造 相应 的 结构 


84 ”通过 映射 产生 的 转移 (Uebertragung durch Abbildung) 


在 我 们 进入 讲 述 那些 与 初等 几何 和 射影 几何 比肩 而 立 的 几何 方法 之 前 , 让 我 们 
来 一 般 地 申论 一 下 那些 在 下 面 会 总 是 出 现 的 几 个 研究 结果 , 并 且 我 们 至 今 所 提 到 的 
实体 已 经 为 它们 提供 了 足够 多 的 例子 . 本 节 和 下 一 节 就 是 涉及 这 方面 的 论述 . 
设 我 们 有 一 流 形 A 要 在 以 群 B 为 基础 下 对 它 进行 研究 . 于 是 如 果 我 们 通过 某 
一 变换 将 它 变 成 另 一 流 形 A, 那么 将 4 变 到 自身 的 变换 群 B 此 后 就 会 变 成 一 个 
将 A 变 到 自身 的 变换 群 B'. 这 样 一 来 , 由 以 B 为 基础 来 研究 A 的 处 理 方式 就 会 
得 出 一 个 以 B' 为 基础 来 研究 A 的 处 理 方式 , 也 就 是 说 , 包含 在 A 中 的 形体 所 具 
有 的 每 一 个 相对 于 群 B 的 性 质 , 会 给 出 包含 在 4' 相应 的 形体 一 个 相对 于 群 B' 的 
性 质 , 这 是 一 个 不 言 而 喻 的 原理 
例如 , 设 4 为 一 条 直线 , B 为 将 4 变 到 自身 的 三 重 无 限 多 的 线性 变换 . 于 是 对 
A 的 处 理 方式 正 就 是 那 在 新 代数 学 中 称 之 为 二 次 型 的 理论 . 现在 人 们 可 以 通过 在 平 
面 上 的 一 个 点 出 发 的 投影 将 这 条 直线 与 该 平面 上 的 一 条 圆锥 曲线 A 对 应 起 来 . 于 
是 容易 证 明 , 由 直线 到 自身 的 线性 变换 就 可 与 圆锥 曲线 到 自身 的 线性 变换 , 即 圆锥 
曲线 的 那 种 变换 , 它们 随同 该 平面 的 线性 变换 一 起 将 圆锥 曲线 变 到 自身 的 , 联系 起 
来 . 
但 是 现在 根据 82 的 原理 % 有 : 或 者 人 们 把 圆锥 曲线 本 身 看 出 是 固定 的 , 仅 在 
那些 能 把 这 条 圆锥 曲线 变 到 自身 的 平面 的 线性 变换 下 来 研究 它 , 或 者 也 可 以 这 样 来 
研究 圆锥 曲线 上 的 几何 , 这 就 是 人 们 研究 平面 的 全 部 线性 变换 而 让 圆锥 曲线 随 着 一 
起 改变 , 这 二 者 是 一 样 的 . 这 样 一 来 我 们 在 圆锥 曲线 的 点 系 上 所 了 解 到 的 性 质 , 在 
通常 的 意义 下 都 是 射影 性 质 ， 因 此 把 后 面 这 个 思考 和 在 前 面 得 出 的 结果 联系 起 来 
NI y, Staudt 是 在 “Beitrigen zur Geometrie der Lage ( 论 位 置 儿 何 学 )”(1856) 中 才 第 一 次 以 扩 


充 了 的 圆 , 从 而 也 包括 了 虚 变 换 的 群 , 作为 基础 
mn 不 过 这 个 原理 在 此 是 在 稍 加 扩展 了 的 形式 下 被 应 用 的 - 
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就 有 : 


二 元 形式 理论 和 在 国 锥 曲线 上 的 点 系 的 射影 几何 是 等 价 的 ,也 就 是 说 , 每 一 个 
有 关 二 元 形式 的 定理 都 有 关于 这 种 点 系 的 定理 与 之 对 应 , AZIR, 


另 一 个 适宜 于 直观 表述 这 种 研究 的 例子 如 下 : 设 我 们 有 一 二 次 曲面 , 通过 球 极 
平面 投影 与 一 平面 相 联 系 , 则 在 此 曲面 上 会 出 现 一 个 基本 点 : 投影 中 心 , 在 平面 上 
就 有 两 个 点 : 通过 投影 中 心 的 母线 上 的 两 交点 的 像 . 我 们 可 以 立即 证 明 : 在 平面 的 
线性 变换 中 那些 不 改变 这 两 个 基本 点 的 线性 变换 , 通过 映射 变 成 了 把 二 次 曲面 变 
到 自身 的 线性 变换 , 但 是 只 是 那 种 不 改变 投影 点 的 那些 . 这 里 所 谓 的 把 曲面 变 到 自 
身 的 线性 变换 是 指 那 种 变换 , 当 人 们 实施 线性 的 空间 变换 时 , 这 时 曲面 所 经 过 的 变 
换 结果 是 把 自己 覆盖 起 来 . 因而 由 此 可 知 , 在 以 两 个 点 为 基础 对 平面 做 射影 研究 和 
在 以 一 个 点 为 基础 对 二 次 曲面 做 射影 研究 , 这 二 者 是 一 致 的 . 可 是 在 第 一 种 情况 下 

一 只 要 在 研究 中 用 了 虚 元 素 — 它 不 是 别 的 , 只 不 过 是 在 初等 几何 的 意义 下 来 
研究 平面 因为 平面 变换 的 主 群 正好 是 由 那些 不 改变 点 偶 (Punktepaar)( 无 穷 远 贺 
点 (Kreispunkte)) 的 线性 变换 所 组 成 . 因而 我 们 最 后 得 : 


平面 的 初等 几何 和 一 二 次 曲面 在 取 其 一 点 作 基 本 点 之 下 的 射影 研究 是 一 回 事 . 


这 样 的 例子 可 以 随意 成 倍 地 增加 ; 这 里 选 讲 这 两 个 例子 , 是 因为 我 们 在 下 面 
还 有 机 会 再 回 到 它们 上 面 来 . 


85 ”关于 空间 元 素 选 择 的 任意 性 Hesse 转移 原理 (iibertragung- 
sprinzip). 线 几何 


作为 直线 , 平面, 空间, 以 及 一 般 来 说 作为 待 研究 的 流 形 的 元 素 , 可 以 取 流 形 中 
所 包含 的 每 一 种 形体 : 点 组 , 或 许 是 一 条 曲线 , 一 片 曲 面 , 等 等 来 取代 点 . 因为 事 
先 根本 就 没有 规定 这 种 形体 所 依赖 的 参数 的 个 数 , 看 来 根据 元 素 选择 之 不 同 , 直线 ， 
平面 , 空间 等 等 会 受到 其 维 数 为 任意 多 的 缠 扰 . 但 是 只 要 取 作 几何 研究 基础 的 是 同 
一 个 变换 群 , 几何 的 内 容 就 不 会 改变 , 就 是 说 , 在 空间 元 素 的 某 种 选择 下 所 得 出 的 
定理 , 在 空间 元 素 作 任意 其 他 的 选择 时 也 还 是 定理 , 只 不 过 是 这 些 定理 的 排序 和 关 
联 发 生 了 改变 . 
因此 重要 的 是 变换 群 ; 我 们 赋予 一 个 流 形 的 维 数 则 显得 似乎 是 第 二 位 的 . 
m 我 们 可 以 在 平面 上 用 一 三 阶 空间 曲线 代 蔡 圆锥 曲线 也 会 得 到 相同 的 结果 , 一 般 来 说 , 对 n 维 
的 情形 也 照 此 办 理 
al 至 于 其 他 的 可 应 用 上 述 结论 的 例子 , 以 及 特别 是 推广 到 高 维 的 例子 , 我 推荐 读者 去 参阅 在 
我 的 一 篇 文章 : 论 线 几 何 与 度量 几何 (Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie), Math. 
EC ke? 2, 中 所 作 的 有 关 论 述 , 还 可 参阅 马上 就 会 提 到 的 Lie 的 著作 
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这 一 说 明 与 上 一 节 的 原理 结合 起 来 就 给 出 了 一 系列 漂亮 的 应 用 , 其 中 几 个 要 在 
这 里 展开 来 讲 一 下 , 因为 这 些 例子 比 那些 宛 长 的 解说 更 适 于 阐述 一 般 研 究 的 意义 . 

根据 上 一 节 , 直线 上 的 射影 几何 (二 元 形式 的 理论 ) 和 圆锥 曲线 上 的 射影 几何 
意义 是 一 样 的 . 在 后 者 上 现在 我 们 可 以 用 点 偶 代替 点 来 当做 元 素 看 待 . 但 是 圆锥 曲 
线 上 的 点 偶 的 集合 可 以 映射 到 平面 上 的 直线 的 集合 上 去 , 办 法 就 是 令 每 一 直线 与 该 
直线 和 圆锥 曲线 相交 得 出 的 点 偶 相 对 应 . 在 这 一 映射 下 , 将 圆锥 曲线 变 到 自身 的 线 
性 变换 就 变 为 (看 成 是 由 直线 组 成 的 ) 平面 上 的 保持 圆锥 曲线 不 变 的 线性 变换 . 但 
是 不 管 我 们 是 研究 由 后 面 所 讲 的 这 种 变换 形成 群 , 还 是 以 平面 的 线性 变换 集合 为 基 
础 , 并 对 要 研究 的 平面 上 的 形体 附加 上 圆锥 曲线 , 这 二 者 根据 $2 是 等 价 的 . 把 所 有 
这 些 归纳 到 一 起 我 们 就 得 到 : 


二 元 形式 的 理论 与 以 一 条 园 锥 曲线 为 基础 的 之 下 的 平面 射影 几何 是 等 价 的 . 


最 后 , 既然 在 以 一 条 圆锥 曲线 为 基础 的 平面 的 射影 几何 , 由 于 它 的 群 与 人 们 可 
以 在 平面 上 以 一 条 贺 锥 曲线 为 基础 建立 的 射影 度量 几何 的 群 相同 , 这 二 者 是 一 致 
的 中 ,所 有 我 们 也 可 以 这 样 说 : 


二 元 形式 理论 与 平面 上 的 一 般 射影 度量 几何 是 同一 种 几何 . 


我 们 也 可 以 在 上 面 的 研究 中 用 空间 中 的 三 次 曲线 等 等 来 代替 平面 上 的 圆锥 曲 
线 , 不 过 这 一 工作 可 能 尚未 完成 . 这 里 所 讲 的 平面 几何 之 间 的 关系 , 以 及 更 进一步 
空间 的 或 任意 维 流 形 的 几何 之 间 的 关系 , 基本 上 与 Hesse 所 提出 的 转移 原理 (Ue- 
bertragungsprincipe) (Borchardt's Journal 卷 66) 是 一 致 的 . 

空间 射影 几何 学 , 或 者 换个 说 法 , 四 元 形式 理论 , 提供 了 一 个 完全 类 似 的 例子 . 
取 直 线 作 空间 元 素 , 并 且 如 同 在 线 几 何 中 做 过 的 那样 , 赋予 它 六 个 齐 次 坐标 , 在 它 
们 之 间 有 一 个 二 次 的 条 件 方 程 , 所 以 空间 的 线性 和 对 偶 的 变换 显得 好 像 是 六 个 看 成 
独立 的 变量 的 那 种 线性 变换 , 它们 把 条 件 方程 变 到 自己 . 正如 我 们 在 上 面 所 论述 的 
那样 , 通过 一 连 串 类 似 的 思考 人 们 就 由 此 得 到 了 下 面 的 定理 : 

四 元 形式 的 理论 与 在 一 个 由 六 个 齐 次 变量 所 生成 的 流 形 中 的 射影 度量 几何 相 
一 致 . 

要 了 解 这 一 观点 的 详细 阐述 , 我 建议 大 家 去 参阅 最 近 发 表 在 Math. Annalen 
( 卷 VI) 上 的 一 篇 论文 : “Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie ( 论 所 谓 
非 欧 几何 )”, 以 及 在 本 文 末尾 处 的 一 个 附注 外 

对 上 面 所 做 的 论述 , 我 还 要 补充 两 点 说 明 , 其 中 第 一 点 甚至 已 经 隐 含 在 已 谈 过 
的 内 容 之 中 了 , 但 是 还 有 申述 的 必要 , 因为 它 所 涉及 的 对 象 太 容易 引起 误解 了 . 


中 见 附注 V. 
名 见 附注 VI 
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如 果 我 们 引入 任意 的 形体 作为 空间 元 素 , 那么 我 们 得 到 的 就 是 任意 多 维 数 的 
空间 ， 但 是 我 们 之 后 如 果 立 足 于 通常 的 (初等 的 或 射影 的 ) 空间 观点 (Anschau- 
ungsweise), 那么 [相当 于 | 我 们 一 开始 就 为 多 维 流 形 给 定 了 作为 基础 的 群 ; 这 正好 
就 是 主 群 或 射影 变换 群 . 如 果 我 们 要 想 用 另 一 个 群 作 基 础 , 那么 我 们 就 必须 放弃 通 
常 的 或 射影 的 直观 . 因此 , 如 果 说 适当 地 选择 空间 元 素 空 间 就 可 以 表示 任意 多 维 数 
的 流 形 这 有 多 么 正确 , 那么 也 可 以 这 么 说 , 在 这 一 表示 中 , 或 者 是 预先 就 有 一 个 确 
定 的 群 作为 处 理 这 个 流 形 的 基础 , 或 者 是 , 如 果 我 们 想 指定 群 ,就 要 相应 地 扩展 我 
们 的 几何 观念 , 这 就 有 多 么 重要 . 一 一 如 果 不 注 意 到 这 一 点 , 例如 , 就 可 能 以 下 面 的 
方式 来 寻求 线 几 何 的 一 种 表示 . 直线 在 线 几何 中 含有 六 个 坐标 ; 平面 上 的 圆锥 曲线 
也 正好 含有 这 些 个 系数 ， 因 而 线 几 何 的 图 像 就 将 是 那样 一 个 圆锥 曲线 系统 的 几何 ， 
这 个 圆锥 曲线 系统 是 从 全 体 圆 锥 曲线 的 集合 中 通过 其 系数 之 间 满 足 一 个 二 次 方程 
而 挑选 出 来 的 ， 只 要 我 们 选 由 圆锥 曲线 系数 的 线性 变换 来 代表 的 变换 中 不 改变 二 
次 条 件 方程 的 那 一 部 分 变换 的 集合 , 用 它 作为 平面 几何 基础 的 群 , 这 样 做 就 是 正确 
的 . 但 是 如 果 我 们 固 持 初等 的 或 射影 的 观点 , 那么 我 们 就 不 会 有 任何 图 形 . 

第 二 点 意见 涉及 下 述 推理 过 程 . 设 在 空间 中 给 定 了 某 一 群 , 比如 说 主 群 . 则 我 
们 选 出 一 单个 的 空间 形体 , 比如 一 个 点 , 一 条 直线 , 或 一 个 椭圆 体 也 可 , 再 将 主 群 中 
的 所 有 变换 应 用 于 其 上 . 于 是 人 们 就 得 到 了 一 个 多 重 无 穷 的 流 形 , 其 维 数 一 般 来 说 
等 于 在 群 中 所 包含 的 任意 参数 的 个 数 , 如 果 就 是 这 些 原来 选 定 的 形体 具有 能 在 群 中 
的 无 穷 多 个 变换 下 变 到 自身 的 性 质 的 这 种 特殊 情形 下 , 维 数 就 会 下 降 , 每 一 个 这 样 
生成 的 流 形 称 之 为 关于 生成 群 的 体 (K5rper)m ， 如 果 我 们 现在 想 在 群 的 意义 下 来 
研究 空间 并 就 此 指定 确定 的 形体 作 空间 元 素 , 而 且 我 们 又 不 想 使 那些 具有 相同 特征 
的 东西 得 到 不 同 的 表述 , 那么 显而易见 我 们 必须 这 样 来 选 空间 元 素 , 使 得 其 流 形 要 
么 本 身 就 构成 一 个 体 , 要 么 可 以 分 解 为 体 . 稍 后 (89) 我 们 将 给 出 这 个 明显 的 说 明 
一 个 应 用 . 体 的 概念 本 身 还 将 在 末尾 一 节 联系 着 相关 的 概念 再 一 次 进行 讨论 


go ” 径 向 反 演 几何 学 . 关于 z + iy 的 解释 


我 们 在 本 节 中 国 过 来 谈 在 几何 学 研究 中 的 各 种 不 同 的 方向 , 在 82 83 中 我 们 已 
开始 讲 到 过 它们 . 
作为 射影 几何 研究 方法 的 一 个 对 比 , 人 们 可 以 从 多 种 角度 来 考察 一 类 几何 思 


中 我 是 根据 Dedekind 的 一 个 先例 来 选用 这 个 名 称 的 , 在 数论 中 , 一 个 数 域 (Zahlengebiet), 如 
果 是 由 给 定 的 元 素 通过 给 定 的 运算 生成 的 , 就 叫做 体 (Dirichlet 的 数论 讲义 第 二 版 ) 

问 [在 正文 中 没有 充分 注意 到 , 前 面 提 到 的 群 可 能 含有 所 谓 的 例外 子 群 (ausgezeichnete Unter- 
gruppe 一 一 英 译 为 self-conjugate subgroup ( 自 共 辆 子 群 ) .如果 一 几何 形体 在 一 例外 子 群 的 操 
作 下 不 变 , 那么 通过 整个 群 的 操作 所 生成 的 所 有 形体 , 即 由 它 所 得 出 的 体 , 也 同样 会 这 样 . 具有 这 
种 性 质 的 体 完全 不 适 于 表示 这 个 群 的 操作 因而 在 正文 中 只 讲 了 那 种 体 , 它 是 由 那样 一 些 空间 元 
素 生成 的 , 先前 给 定 的 群 中 没有 哪个 例外 子 群 能 使 它们 保持 不 变 . (1893)] 


e WRI 对 新 近 以 来 几何 学 研究 的 比较 考察 197 


想 , 其 中 有 一 种 是 接二连三 地 应 用 径 向 反 演 变换 的 方式 ， 对 所 谓 的 四 次 圆 纹 曲 面 
(Cycliden) 及 自 反 曲面 的 研究 , 正 交 系 的 一 般 理论 , 进一步 还 有 对 势 的 研究 等 等 就 
是 属于 这 一 类 .如 果 说 包含 在 这 些 研究 中 的 内 容 尚未 综合 成 像 射 影 几 何 那样 的 一 
种 特殊 的 几何 , 一 种 以 由 主 群 与 径 向 反 演 变 接 相 结合 而 成 的 全 体 变 换 的 群 作 为 研究 
的 基础 的 几何 , 那么 这 完全 是 归 因 于 上 述 理论 在 其 后 并 未 得 到 系统 的 表述 这 一 偶然 
的 情况 ; 有 个 别 在 这 个 方向 工作 的 作者 已 经 离 这 种 方法 上 的 观点 不 太 远 了 

只 要 一 提 到 比较 的 问题 , 自然 就 会 有 这 个 径 向 反 演 几何 与 射影 几何 之 间 的 对 
H. 因而 一 般 来 说 完全 只 需 指出 以 下 几 点 : 

在 射影 几何 中 , 点 , 直线 , 平面 是 基本 概念 , 加 和 球 只 不 过 是 圆锥 曲线 和 二 次 曲 
面 的 特殊 情形 . 初等 几何 中 的 无 穷 远 表现 为 平面; 与 初等 几何 相关 联 的 基本 形体 是 
在 无 穷 远 处 的 一 个 虚 圆锥 曲线 . 

在 径 向 反 演 几 何 中 , 点 , 圆 和 球 是 基本 概念 , 而 直线 和 平面 是 上 述 概念 的 特殊 
情形 , 其 特征 是 , 它们 包含 了 那个 无 穷 远 点 , 这 个 点 从 方法 上 来 讲 绝 不 是 比 别 的 点 
更 突出 些 , 只 要 人 们 设想 这 个 点 固定 , 就 得 到 了 初等 几何 . 

径 向 反 演 几何 还 可 以 这 样 来 包装 , 使 得 它 好 像 是 二 元 形式 理论 和 线 几何 的 一 个 
分 支 , 为 达到 这 个 目的 . 我 们 首先 限于 讨论 平面 几何 , 因而 也 就 是 限于 讨论 平面 上 
的 径 向 反 演 几何 . 

我 们 已 思考 过 平面 初等 几何 与 那 配备 有 一 特殊 点 的 二 次 曲面 的 射影 几何 之 间 
的 关系 (84)， 如 果 人 们 忽略 这 个 特殊 点 , 因而 也 就 是 来 考察 曲面 本 身 的 射影 几何 ， 
则 我 们 就 会 得 到 平面 上 的 径 向 反 演 几何 的 一 个 表示 . 因为 人 们 容易 确证 , 平面 的 
径 向 反 演变 换 群 , 借助 于 二 次 曲面 的 映射 , 相应 于 所 有 将 后 者 变 到 自身 的 线性 变换 
的 集合 . 于 是 人 们 有 : 


平面 的 径 向 反 演 几何 与 二 次 曲面 上 的 射影 几何 是 一 样 的 . 
而 且 完全 对 应 地 有 : 


空间 径 向 反 演 几何 与 对 一 个 由 五 个 齐 次 变量 间 的 一 个 五 次 方程 所 描绘 的 流 形 
的 射影 处 理 , 是 等 价 的 . 


于 是 通过 径 向 反 演 几何 将 空间 几何 与 一 四 维 流 形 相 联 系 , 完全 与 通过 线 几 何 将 
它 与 五 维 流 形 相 联系 是 一 样 的 

只 要 人 们 只 注重 实 变 换 , 平面 上 的 径 向 反 演 几 何 或 许可 从 另 一 方面 给 我 们 提供 
一 个 有 趣 的 表现 形式 和 用 途 .这 就 是 , 如 果 人 们 以 通常 的 方式 把 复 变 量 z + iy 展 


直线 上 的 径 向 反 演 几何 与 直线 的 射影 研究 是 等 价 的 , 因为 二 者 的 变换 是 一 样 的 . 因此 人 们 也 
可 以 在 径 向 反 演 几 何 中 谈 一 条 直线 上 的 , 进而 读 到 国 上 的 , 四 个 点 的 交 比 . 

1 见 已 经 提 到 过 的 论文 : Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie ( 论 线 几何 与 度量 几 
何 ), Math. Annalen 第 v 卷 [ 见 本 文集 论文 vun 


198 m HRI 对 新 近 以 来 几何 学 研究 的 比较 考察 


布 在 平面 上 , 那么 它们 的 线性 变换 就 对 应 于 上 述 限制 到 实 变量 的 径 向 反 演 群 %, . 但 
是 , 设想 能 经 过 任意 线性 变换 的 一 个 复 变量 , 它 的 函数 的 研究 , 不 是 别 的 , 只 不 过 是 
那 表 述 方式 稍 加 改变 了 的 二 元 形式 理论 . 因而 有 : 


二 元 形式 理论 可 以 通过 实 平面 上 的 径 向 反 演 几何 来 表示 , 而 且 与 变量 的 复 值 表 
示 也 完全 一 样 . 


为 了 在 通常 的 概念 范围 内 得 到 射影 变换 我 们 可 以 从 平面 上 升 到 二 次 曲面 ， 由 

于 我 们 只 考察 平面 的 实 元 素 , 人 们 如 何 选择 曲面 就 不 再 是 无 所 谓 了 ; 显然 不 能 选 它 

为 直 纹 面 . 特别 地 我 们 可 以 把 这 曲面 — 正如 为 了 解释 复 变量 也 特别 是 这 样 做 的 
一 设想 为 球面 , 并 由 此 得 到 下 述 定理 : 


复 变量 二 元 形式 的 理论 可 以 用 实 球面 的 射影 几何 学 来 表示 . 


我 还 实在 是 禁不住 想 用 一 个 附注 中 Fw, 用 这 个 图 像 来 解释 二 元 三 次 形式 
和 双 二 次 形式 的 理论 有 多 么 漂亮 . 


87 ”前 述 内 容 的 推广 . Lie 球 几何 


二 元 形式 的 理论 , 径 向 反 演 几何 以 及 线 几何 , 它们 如 前 所 述 是 一 致 的 , 区 别 仅 
在 于 变量 的 数目 不 同 , 它们 都 与 某 种 推广 相 联系 , 这 些 我 们 现在 就 要 来 谈 一 谈 . 这 
种 推广 曾经 一 度 有 助 于 用 新 的 例子 诠释 这 样 的 思想 , 即 确定 对 给 定 领域 的 处 理 方式 
的 群 可 以 任意 扩大 ; 但 是 这 之 后 , 阐述 Lie 在 最 近 的 一 篇 论文 中 所 做 的 研究 与 我 
们 在 此 所 提出 的 思想 之 间 的 关系 也 是 我 们 特别 的 目的 . 我 们 通 向 Lie 的 球 儿 何 之 路 
在 一 定 程度 上 有 别 于 Lie 所 采用 的 , 因为 Lie 是 联系 到 线 几何 的 概念 来 做 的 , 而 我 
们 , 为 了 更 紧密 地 与 通常 的 几何 直观 相 街 接 并 与 前 面 所 讲 的 保持 着 联系 , 在 相关 叙 
述 中 假设 了 较 少 的 变量 数目 . 正如 Lie 本 人 已 经 指出 (Göttinger Nachrichten 1871, 
N.7, 22), 他 所 做 的 研究 与 变量 的 数目 无 关 . 它们 属于 一 个 大 的 研究 范围 , 从 事 于 任 
意 多 个 变量 之 间 的 二 次 方程 的 研究 , 这 是 我 们 已 经 屡次 接触 过 的 研究 , 而 且 我 们 还 
会 一 再 过 到 (W $10 RIIE). 

我 从 通过 球 极 投影 所 建立 的 实 平面 与 球面 之 间 的 联系 来 着 手 . 在 85 中 我 们 已 
经 通过 将 直线 与 这 条 直线 与 圆锥 曲线 所 交 出 的 点 偶 相 对 应 的 办 法 建立 了 平面 的 几 


正文 中 的 表述 不 名 准确， 与 线性 变换 z 一 DEE s = atiz = z+ iy) 相对 
应 的 只 是 径 向 反 演 群 中 的 , 不 会 将 角度 得 转 的 那 一 部 分 操作 (在 其 作用 之 下 , 平面 上 的 两 个 加 点 
(Kreispunte) ETEB). DECKER "GEERT, Wo LE LEES 
再 加 上 另 一 种 (其 重 =r+iy, Ba enn 
(1893)] 

"Km VII 

13 Partielle Differentialgleichungen und Complexe (RB RE SE, Math. Annalen V. 
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何 与 一 圆锥 曲线 上 的 几何 之 间 的 联系 . 相应 地 我 们 也 能 建立 空间 几何 与 圆锥 上 的 几 
何 之 间 的 联系 , 办 法 也 是 令 空间 中 的 每 一 平面 与 该 平面 交 圆 锥 所 得 到 的 圆 相对 应 . 
然后 通过 球 极 投影 将 球 上 的 几何 从 球 上 转移 到 平面 上 去 , 这 时 每 一 个 贺 都 转换 成 
E, 因而 下 述 两 种 几何 相互 对 应 . 

以 平面 为 元 素 , 采用 那些 把 球 变 到 自身 的 线性 变换 群 作为 基础 群 的 空间 几何 . 

以 圆 为 元 素 , 以 径 向 反 演 群 为 基础 群 的 平面 几何 . 

现在 我 们 要 将 第 一 种 几何 向 两 方面 进行 推广 , 办 法 就 是 将 原来 的 群 代 之 以 一 个 
包容 它 的 群 . 于 是 推广 的 结果 通过 映射 就 直接 变换 成 平面 几何 . 

代替 在 由 平面 组 成 的 空间 中 那些 把 球 变 到 自身 的 线性 变换 , 显然 易 知 有 两 种 选 
择 , 或 是 选 空间 的 全 体 线性 变换 , 或 是 选 空间 中 的 全 体 平面 变换 , 它们 [在 一 种 尚 待 
给 出 的 意义 下 ] 保持 球 不 变 , 就 是 说 , 在 前 一 种 情形 下 将 球 忽略 不 论 , 而 在 另 一 种 情 
形 下 , 则 对 所 采用 的 变换 的 线性 特性 无 需 置 论 . 第 一 种 推广 是 直接 就 好 理解 的 , 因 
此 我 们 可 以 首先 来 讨论 它 , 并 探讨 它 对 平面 几何 的 意义 ; 第 二 种 推广 我 们 将 在 以 后 
回 过 来 谈 , 这 时 首先 要 解决 的 是 , 确定 这 种 类 型 的 最 一 般 的 变换 . 

空间 的 线性 变换 具有 一 个 共同 的 性 质 , 即 把 平面 束 与 平面 把 仍 变 成 平面 束 与 平 
面 把 . 但 是 在 球 上 变换 把 平面 束 变 成 图 束 , 即 变 成 一 单 重 无 穷 系列 的 、 具 有 公共 交 
点 的 圆 ; 平面 把 变 成 圆 把 , 即 变 成 一 双重 无 穷 系列 的 圆 族 , 这 些 圆 都 与 一 周 定 的 圆 
正 交 (这 个 固定 的 贺 所 在 的 平面 是 那 与 所 给 把 中 平面 有 公共 点 的 极 平面 )， 因而 在 
球面 上 以 及 进而 在 平面 上 对 应 于 空间 的 线性 变换 的 就 是 具有 如 下 性 质 的 圆 变换 , 它 
们 把 圆 束 与 圆 把 变 成 仍 是 圆 束 与 圆 把 " .采用 这 样 得 到 的 变换 群 做 基础 群 的 平面 
几何 就 是 普通 的 射影 空间 几何 的 一 个 表示 . 在 这 种 几何 中 不 能 用 点 作 平面 的 元 素 ， 
因为 点 对 所 选 的 变换 群 来 说 不 能 构成 一 个 体 er, 而 是 要 选 圆 作为 元 素 . 

对 于 所 说 的 第 二 个 推广 , 首先 有 必要 解决 相应 的 变换 群 的 问题 . 为 此 要 寻求 这 
样 一 种 平面 变换 , 它们 把 [其 轴 与 球面 相 切 的 平面 束 仍 变 成 这 样 的 平面 束 ] — (在 
方 括号 内 的 一 句 在 1872 年 的 原文 中 为 “顶点 位 于 球面 上 的 平面 把 仍 变 成 这 样 的 平 
Wi: 中 译 者 注 ) 为 了 简明 起 见 我 们 首先 把 问题 返回 到 它 的 对 偶 形 式 , 在 这 
之 后 再 向 减低 维 数 的 方向 走 一 步 ; 我 们 要 问 , 怎样 的 点 变换 能 从 一 给 定 的 圆锥 曲线 
上 的 每 一 条 切线 仍 得 出 一 条 切线 . 为 达 此 目的 我 们 来 把 平面 连同 其 上 的 圆锥 曲线 看 
成 是 一 二 次 曲面 的 映像 , 造成 这 个 映像 的 映射 是 这 样 的 , 从 不 在 二 次 曲面 上 一 个 空 
间 点 出 发 这 样 来 向 平面 投影, 使 得 所 述 圆锥 曲线 成 为 边界 曲线 . 曲面 的 母线 对 应 于 
圆锥 曲线 的 切线 , 而 且 这 时 上 述 问题 就 归结 为 另 一 个 寻求 把 母线 变 成 母线 、 将 曲面 
变 到 自身 的 点 变换 的 问题 . 

可 是 这 种 变换 甚至 有 任意 无 穷 多 个 (这 里 英 译本 写成 : 其 个 数 为 oo", 这 里 n 
可 以 为 任意 数 一 中 译 者 注 ): 因为 人 们 只 需要 把 曲面 上 的 点 看 成 是 两 组 母线 的 


全 在 GraBmann 的 延 量 学 中 恰好 也 研究 了 这 些 变换 (在 1862 年 的 第 二 版 的 278 IE). 
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交点 并 将 每 一 直线 组 变换 到 自身 就 可 以 了 . 但 是 在 这 些 变换 中 特别 有 线性 变换 . 我 
们 要 研究 的 也 就 只 是 它们 . 因为 如 果 我 们 要 研究 的 不 是 曲面 , 而 是 一 由 二 次 方程 表 
示 的 多 维 流 形 , 则 这 时 只 有 线性 变换 , 其 他 的 都 不 复 存 在 了 mm . 

这 些 将 平面 变 到 自身 的 线性 变换 , 通过 ( 非 球 极 平面 的 ) 投影 转换 到 平面 上 之 
后 会 给 出 双 值 的 点 变换 , 在 这 种 变换 下 , 从 构成 边界 曲线 的 圆锥 曲线 上 的 每 一 条 切 
线 得 出 的 的 确 仍 是 一 条 切线 , 但 是 从 每 一 条 其 他 的 直线 得 出 来 的 , 一 般 来 说 就 是 与 
边界 曲线 两 重 相 切 的 圆锥 曲线 . 如 果 在 构成 边界 曲线 的 圆锥 曲线 上 建立 一 个 射影 
度量 , 就 可 以 方便 地 来 刻画 这 种 变换 . 这 样 一 来 就 可 以 说 这 些 变换 具有 如 下 的 性 质 ， 
它们 把 那些 在 这 个 度量 的 意义 下 相距 等 于 零 的 点 , 还 有 那些 与 男 一 个 给 定 的 点 相距 
为 一 个 常数 的 点 , 都 变 成 仍 具 有 这 种 性 质 的 点 . 

所 有 这 些 研究 都 可 以 引申 到 任意 多 个 变量 的 情形 中 去 , 因而 特别 地 还 可 应 用 
于 原来 提出 的 有 关 以 球 和 平面 作 元 素 的 问题 上 去 “人们 从 而 可 以 给 所 得 结果 以 特 
别 直 观 的 形式 , 因为 两 个 平面 , 在 于 球面 上 所 建立 的 射影 度量 意义 下 所 形成 的 夹 角 ， 
等 于 它们 与 球面 所 交 出 的 圆 在 通常 意义 下 所 形成 的 交角 . 

这 样 我 们 就 得 到 了 在 球 上 的 , 并 进而 在 平面 上 的 一 个 圆 变换 群 , 它 具 有 如 下 的 
性 质 : 它 把 那些 互相 相 切 ( 即 相交 角 等 于 零 ) 的 园 变 成 仍然 是 这 样 一 些 互相 相 切 的 
H. 把 那些 与 另 一 个 转交 角 都 相等 的 园 也 都 变 成 具有 这 样 性 质 的 一 些 围 . 在 球面 上 
的 相关 线性 变换 , 在 平面 上 的 径 向 反 演 群 的 变换 , 都 包含 在 上 述 变换 的 群 中 " . 

I 如 果 对 流 形 作 球 极 平面 投影 , 则 就 会 得 到 一 个 众所周知 的 定理 : (已 是 在 空间 中 的 ) 一 多 维 区 
域 中 , 除了 存在 于 径 向 反 演 群 中 的 变换 外 , 不 会 有 保 形 点 变换 存在 . 相反 在 平面 中 则 有 任意 多 其 
他 种 的 变换 . 还 可 以 参阅 已 引用 过 的 Lie 的 著作 . 

1 [在 正文 中 所 作 的 考察 可 以 通过 补 上 少 车 解析 的 式 子 来 讲 得 清楚 得 多 . 设 与 我 人 的 平面 球 极 
射影 相关 的 球面 的 方程 在 普通 的 四 面体 坐标 系 中 为 : 

TEE EE EL? 
这 样 一 来 满足 这 个 条 件 方程 的 = 就 具有 平面 四 圆 (tetrazyklischer) 坐标 的 意义 , 平面 中 的 一 般 贺 
方程 就 将 为: 

DEER 
如 果 人 们 来 计算 这 个 图 的 半径 , 那么 人 们 就 会 由 此 得 到 下 述 根 式 
我 们 可 以 把 它 记 为 ius。 现在 我 们 又 可 以 把 图 看 成 是 平面 的 元 素 . 于 是 径 向 反 演 群 就 可 以 用 
uun us 的 齐 次 线性 变换 的 全 体 来 表示 , 这 种 变换 保持 
DEE 

以 其 多 重 数 变 到 自身 . 但 是 那个 相当 于 Lie 的 球 几何 的 , 扩张 图 几何 的 扩张 群 由 那些 五 个 变量 
unn 的 那样 一 些 齐 次 线性 变换 组 成 , 它们 把 

EE 
以 其 多 重 数 变 到 自身 . (1893)] 
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以 这 个 群 为 基础 的 圆 几何 , 类 似 于 Lie 对 空间 所 建立 的 球 几何 , 而 且 也 和 它 一 
样 在 研究 曲面 曲率 时 有 特别 的 意义 . 正如 径 向 反 演 几何 在 某 种 意义 下 包含 了 初等 几 
何 一 样 , 圆 几 何 也 在 这 个 意义 下 包含 了 径 向 反 演 几何 - 

这 个 刚才 得 到 的 圆 - ( 球 -) 变换 有 一 个 特别 的 性 质 , 它 把 相 切 的 圆 ( 球 ) 变 成 
正好 也 是 相 切 的 圆 ( 球 ). 如 果 把 所 有 的 曲线 (曲面 ) 都 看 成 是 圆 ( 球 ) 的 包 络 形体 ， 
那么 因此 就 有 , 相 切 的 曲线 (曲面 ) 必定 变 成 又 是 这 种 相 切 的 曲线 (曲面 ) 因而 这 
里 提 到 的 变换 属于 我 们 在 稍 后 要 作 一 般 考察 的 切 触 变换 这 一 类 , 在 这 类 变换 下 点 形 
体 的 相 切 是 一 种 不 变 关系 . 本 节 开 始 提 到 Gra8mann 的 圆 变换 , 还 有 类 似 的 球 变换 
也 可 与 它们 并 列 在 一 起 , 都 不 是 切 触 变 换 . 一 一 

如 果 说 上 述 两 类 推广 只 涉及 径 向 反 演 几 何 , 那么 这 些 也 以 相应 的 方式 适用 于 线 
几何 , 而 且 正如 我 们 已 经 指出 过 的 , 一 般 来 说 也 适用 于 对 通过 一 二 次 方程 挑 出 的 流 
形 作 射 影 研究 , 不 过 我 们 不 打算 在 此 作 进一步 的 讲述 了 


§8 ”以 点 变换 群 为 基础 的 其 他 方法 的 枚 举 


仅 就 不 计 与 交换 空间 元 素 相 联系 到 的 对 偶 变 换 来 说 , 初等 几何 , 径 向 反 演 几 何 
以 及 射影 几何 , 都 可 以 划 归 为 一 个 可 以 想象 得 到 的 研究 方式 的 集合 中 的 个 别 项 , 总 
之 , 它们 都 是 以 点 变换 群 为 基础 的 . 我 们 打算 在 此 只 提出 以 下 三 种 , 它们 与 刚才 所 
讲 到 的 研究 方式 都 是 一 致 的 ， 虽 说 这 些 方法 也 还 远 未 在 整体 上 像 射影 几何 那样 发 
展 成 为 一 门 独立 的 学 科 , 它们 还 是 以 其 鲜明 的 形象 出 现在 新 近 的 研究 中 心 . 


1. 有 理 变 换 群 


谈 到 有 理 变换 , 我 们 必须 很 好 地 来 区 分 , 这 种 变换 是 对 我 们 运算 的 区 域 中 的 所 
有 点 , 因而 也 就 是 对 空间 或 平面 等 等 “为 有 理 的 ", 还 是 只 对 区 域 中 所 含 的 一 个 流 
形 , 即 一 个 曲面 , 一 条 曲线 来 讲 是 有 理 的 . 如 果 我 们 要 在 至 今 所 述 的 意义 下 来 设计 
空间 的 或 平面 的 一 种 几何 , 我 们 就 要 应 用 第 一 种 ; 如 果 要 研究 在 一 给 定 的 曲面 、 曲 
线 上 的 几何 , 从 在 这 里 所 述 的 观点 出 发 , 后 一 种 才 有 意义 . 在 马上 要 讲 到 的 位 置 分 
析 (Analysis situs) (这 是 拓扑 学 的 早期 名 称 — 中 译 者 注 ) 中 也 要 区 分 这 两 种 情 
Ki 

然而 迄今 为 止 所 作 的 研究 , 不 论 在 何 处 , 主要 都 是 涉及 第 二 类 变换 . 只 要 对 曲 
面 和 曲线 的 几何 所 研究 的 问题 , 不 是 涉及 去 寻求 判断 两 曲面 、 曲 线 能 否 相 互 转换 的 


可 人 讲 到 现在 为 止 所 处 理 过 的 例子 都 是 和 参数 个 数 为 有 限 的 群 打交道 , 而 从 现在 起 在 正文 中 要 
谈 所 谓 的 无 限 群 了 . (1893)| (但 是 为 了 避免 误解 起 见 我 们 要 指出 , 在 Lie 的 后 来 的 研究 中 , 无 限 群 
的 含义 要 府 得 多 , 也 就 是 限于 这 样 一 些 群 , 它们 允许 通过 微分 方程 来 定义 . KJ 
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判 据 , 这 些 研究 就 不 在 我 们 这 里 要 研究 的 范围 之 内 . 本 文 提出 的 一 般 方案 肯定 不 
能 包含 全 部 数学 研究 , 而 只 不 过 是 把 某 些 方向 概括 到 一 个 统一 的 观点 之 下 . 

以 第 一 类 变换 为 基础 的 有 理 变换 几何 学 , 到 现在 才刚 刚 起 步 . 在 第 一 级 的 区 域 
内 , 即 在 直线 上 , 有 理 变换 恒 等 于 线性 变换 , 因而 没有 提供 什么 新 东西. 在 平面 内 人 
们 当然 知道 全 体 有 理 变换 (Cremona 变换 ), 并 指出 它们 可 以 通过 二 次 变换 组 合生 
R. 人们 还 知道 平面 曲线 的 不 变 特征 : 它们 的 亏 格 , 模 数 的 存在 ; 但 是 这 些 研究 还 
没有 真正 发 展 成 我 们 这 里 所 意 谓 的 平面 几何 . 人 们 至 今 对 有 理 变换 还 知之 甚 少 , 而 
且 就 用 这 些 不 多 的 知识 通过 映射 来 把 已 知 曲面 与 未 知 曲面 联系 起 来 . 一 一 


2. 位 置 分 析 


在 所 谓 的 位 置 分 析 中 , 人 们 要 寻求 相对 于 这 样 一 些 变换 保持 不 变 的 东西 , 这 些 
变换 是 由 无 穷 小 变形 组 合生 成 . 在 这 里 人 们 也 必须 和 我 们 已 经 讲 过 的 那样 , 区 分 变 
换 的 对 象 究竟 是 整个 区 域 , 因而 例如 是 整个 空间 , 或 者 只 是 从 其 中 分 出 来 的 一 个 流 
形 , 一 个 曲面 . 第 一 类 变换 是 那 种 我 们 可 以 用 来 作 一 种 空间 几何 基础 的 变换 . 它 的 
群 的 构 作 完全 不 同 于 迄今 所 考察 过 的 群 的 构 作 方式 ， 因 为 它 包括 了 所 有 由 设想 为 
实 的 无 穷 小 点 变换 所 组 合 而 成 的 变换 , 它们 承受 着 只 能 对 实 的 空间 元 素 起 作用 的 原 
则 性 的 限制 , 并 且 在 任意 函数 的 域 上 变动 . 人 们 还 可 以 对 这 个 群 作 有 点 儿 巧妙 的 扩 
充 办 法 , 就 是 把 它们 再 与 也 能 改变 无 穷 远 的 实 直射 变换 结合 起 来 . 一 


3. 全 体 点 变换 的 群 


如 果 说 对 于 这 种 群 不 再 有 曲面 能 具有 自己 的 个 性 , 因为 任意 一 个 曲面 通过 这 个 
群 的 变换 都 可 以 变 成 任何 其 他 的 曲面 , 那么 存在 更 高 级 的 形体 , 用 这 个 群 来 研究 它 
就 会 有 一 定 的 优越 性 . 就 这 些 在 此 作为 基础 的 几何 概念 来 说 , 如 果 此 后 不 把 这 些 形 
体 再 看 成 是 几何 形体 , 而 是 看 成 只 是 不 期 而 遇 找 到 了 几何 上 的 应 用 的 解析 结构 , 它 
们 照样 有 效 , 而 且 如 果 应 用 于 其 研究 过 程 {就 正好 像 是 任意 的 点 变换 ), 人 们 直到 最 
近 才 知道 开始 把 它们 理解 为 几何 变换 . 属于 这 种 解析 结构 (analytische Gebilde) 的 
首先 有 齐 次 微分 表达 式 , 其 次 偏 微分 方程 也 是 . 但 是 对 后 者 的 一 般 讨论 而 言 , 正如 
在 下 一 节 会 详 述 的 , 包括 全 体 切 触 变换 的 群 还 是 更 合适 一 些 
mi [从 另 一 方面 来 讲 它 又 最 好 是 适 于 正文 中 的 考察 , 这 在 1872 年 我 还 不 知道 . 设 预先 给 定 某 一 


代数 形体 (曲线 或 曲面 、 ), 我 们 来 把 它 转移 到 一 高 维 空间 中 去 , 作法 就 是 将 其 所 属 的 第 一 类 
被 积 函数 (Integranden erster Gattung) 的 比例 值 
ap 


当做 齐 次 坐标 引进 来 . 于 是 人 们 在 这 个 空间 中 就 简单 地 以 y 的 齐 次 线性 变换 群 作为 进一步 考察 
的 基础 .参见 Brill, Nather 和 Weber 诸位 先生 的 著作 , 还 有 , 例如 , 我 本 人 在 Math. Annalen 第 
36 卷 上 的 论文 : “Zur Theorie der Abel Funktion ( 论 Abel 函数 理论 )”[ 见 本 文集 卷 II (1803). 
[对 在 前 一 节 处 理 的 例子 , 可 将 其 中 常 党 出 现 的 群 在 转移 到 一 适当 选取 的 高 维 空间 时 用 一 个 线性 
变换 群 来 代替 . 于 是 研究 总 是 可 以 得 到 射影 上 的 应 用 . 显而易见 的 问题 是 , 由 此 得 出 一 个 一 般 性 
的 原理 究 竞 有 多 远 , 看 来 一 直 还 没有 得 到 研究 K) 
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在 以 全 体 点 变换 的 群 为 基础 的 几何 中 有 效 的 主要 定理 是 , 对 空间 的 一 个 无 穷 小 
的 部 分 , 一 点 变换 的 作用 总 是 相当 于 一 线性 变 接 . 因此 射影 几何 的 发 展现 在 对 无 穷 
小 的 区 域 就 有 了 它 的 意义 , 正 是 由 于 这 一 点 , 在 处 理 流 形 时 的 群 特别 可 以 任 选 一 一 
射影 观点 方法 的 突出 特点 也 就 正在 于 此 

我 们 已 经 有 很 久 不 再 谈论 以 相互 包容 的 群 为 基础 的 考察 方式 之 间 的 关系 了 , 在 
这 之 后 , 我 们 想 在 此 再 为 在 82 中 给 出 的 一 般 理论 举 一 个 例子 . 我 们 要 问 , 究竟 应 该 
怎样 从 “所 有 点 变换 ”的 观点 来 理解 射影 性 质 , 这 时 可 以 不 考虑 原本 是 属于 射影 几 
何 的 群 的 对 偶 变换 . 于 是 这 个 问题 就 与 下 面 这 另 一 个 问题 是 一 致 的 : 通过 怎样 的 条 
件 能 把 线性 变换 从 点 变换 的 总 体 中 分 出 来 . 前 者 的 特征 是 , 它 把 任 一 平面 都 映射 成 
平面 : 它们 就 那样 一 种 点 变换 , 在 其 作用 之 下 平面 的 流 形 (或 根据 同样 的 理由 , 直线 
的 流 形 也 一 样 ) 保持 不 变 . 射影 几何 是 从 所 有 点 变换 的 几何 通过 加 入 平面 的 流 形 而 
得 出 的 , 正如 初等 几何 是 由 射影 几何 通过 加 入 无 穷 远 球 国 而 得 出 的 一 样 ， 特 别 地 ， 
例如 , 从 全 体 点 变换 的 观点 来 看 , 我 们 可 以 把 一 曲面 标记 为 某 一 阶 次 的 代数 曲面 看 
成 是 对 平面 的 流 形 的 一 个 不 变 关系 . 当 我 们 像 Gra8mann [Crelles Journal, 第 44 着 
一 一 英 译本 注 ] 那样 把 代数 形体 的 生成 与 其 直 尺 作 图 相 联 系 , 这 一 点 就 十 分 清楚 了 . 
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切 甬 变 换 的 一 些 个 别 情形 甚至 时 就 被 人 们 研究 过 ; Jacobi 在 作 分 析 的 研究 时 就 
已 经 用 到 了 最 一 般 的 切 触 变换 ; 但 是 它们 只 是 通过 Lie 的 最 近 的 著作 才 第 一 次 被 引 
入 到 生动 的 几何 观念 中 来 ,因此 我 们 在 这 里 特别 地 来 骨 明 一 下 , 什么 是 切 角 变换 ， 
也 许 不 是 多 人 的 , 这 时 我 们 仍然 人 往常 一 样 , 只 限于 点 空间 为 三 维 的 情况 
用 分 析 的 观点 米 讲 ,所 谓 切 触 变 换 就 是 指 那 种 将 zy = 和 它们 的 偏 微分 系数 
E = a MER a 表示 出 了 易 见 在 此 变换 下 相 切 的 
an hemm. 这 就是 用 切 角 变换 这 个 各 字 的 理由 ， 在 以 点 作为 
间 元 素 出 发 切 甬 变换 可 分 为 三 类 : 使 三 下 无 限 多 的 点 所 对 应 的 仍 为 点 一 这 就 
是 我 们 刚刚 考察 过 的 点 变换 再 就 是 , 那 种 把 它们 变 成 曲线 的 变换 , 最 后 是 那 种 把 
它们 变 成 曲面 的 变换 ,我们 不 必 就 此 把 这 个 分 类 看 得 太 重要 , 因为 在 用 其 他 种 类 的 
三 重 无 限 多 的 空间 元 素 , 例如 平面 时 , 当然 仍然 会 有 分 成 三 类 群 的 情况 出 现 ,但 是 
它 并 不 与 以 点 为 基础 所 出 现 的 分 类 一 致 
如 果 在 一 点 上 应 用 所 有 的 切 甬 变换 , 那么 它 就 会 变 成 所 有 的 点 , 曲线 和 曲面 的 
集合 . 因而 这 些 点 , 曲线 和 曲面, 以 其 总 体 构 成 了 我 们 的 群 的 一 个 体 (Körper). 人 们 
由 此 可 以 推断 出 这 个 一 般 规则 , 认为 , 如 果 在 所 有 切 甬 变换 的 意义 下 形式 地 处 理 一 


癌 特 别 见 已 引 著 作 : 论 偏 微分 方程 与 线 从 , Math. Ann, 第 V 卷 , 文中 所 给 出 的 有 关 偏 微分 方程 
的 论述 我 主要 是 从 Lie 的 口述 得 知 的 ; 见 其 注 记 : 关于 偏 微 分 方程 Gottinger Nachrichten, 1872 年 
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个 问题 (例如 马上 就 要 摆 到 读者 面前 的 偏 微分 方程 的 理论 )， 当 我 们 只 以 点 (或 平 
面 ) 坐标 时 , 必定 是 不 完整 的 , 因为 作为 基础 的 空间 元 素 正好 不 构成 体 . 

但 是 如 果 还 要 保持 与 通常 方法 的 联系 , 那么 要 想 将 上 述 体 中 所 包含 的 个 体 当做 
空间 元 素 引 入 就行 不 通 , 因为 它们 的 数目 是 无 限 重 无 穷 (co 英 译本 ) 的 . 于 
是 就 有 必要 在 这 些 考察 中 , 作为 空间 元 素 引 入 的 既 不 是 点 , 也 不 是 曲线 或 曲面 , 而 
是 面 元 , 即 数值 组 z,y, ,p,q. 在 每 一 切 触 变换 下 每 一 面 元 变 成 一 个 新 的 面 元 ; 于 是 
这 五 重 无 穷 多 的 面 元 就 构成 一 个 体 . 

在 这 个 观点 之 下 必须 把 点 , 曲线 , 曲面 都 一 样 要 理解 为 面 元 的 聚集 (Aggregate), 
而 且 甚至 是 二 重 无 穷 多 的 聚集 . 因为 曲面 要 用 oc? 个 面 元 来 覆盖 , 曲线 则 与 同样 多 
的 面 元 相 切 , 而 每 一 个 点 也 有 oc? 个 面 元 通过 . 但 是 这 些 二 重 无 穷 多 的 面 元 聚集 还 
有 一 个 共同 的 特征 性 质 ， 人 们 把 两 个 相 邻 的 面 元 z,y,z,p,q H denn dy,z + 
dz,p + dp,q + dq, 在 有 以 下 式 : 


dz — pdz — qdy = 0 


描述 的 关系 时 , 说 成 是 处 于 相连 位 置 (vereinigte Lage). 因此 点 , 曲线 , 曲面 就 等 同 
于 一 个 由 面 元 组 成 的 二 重 无 穷 流 形 , 这 个 流 形 的 每 一 个 面 元 都 与 那些 有 单 重 无 限 多 
个 的 相依 的 面 元 处 于 相连 位 置 . 这 样 一 来 , 点 , 曲线 , 曲面 有 共同 的 特征 , 而 且 当 人 
们 以 切 触 变换 群 为 基础 时 , 必须 用 分 析 的 方法 来 表示 它们 . 

相 邻 面 元 处 于 相连 位 置 是 一 个 在 任何 切 触 变换 下 的 不 变 关系 . 但 是 反 过 来 我 们 
也 可 以 把 切 触 变换 定义 成 五 个 变量 z,y,z,p,g 的 那样 一 些 代 换 , 在 它们 的 变换 下 ， 
关系 dz - pdz - gdy = 0 保持 不 变 . 在 这 种 研究 中 空间 被 看 成 一 五 维 流 形 , 而 且 在 
对 此 流 形 作 处 理 时 , 要 以 所 有 变量 变换 的 集合 中 那些 保持 微分 间 的 某 一 确定 的 关系 
不 变 的 那 部 分 作成 的 群 为 基础 . 

我 们 要 研究 的 对 象 首先 有 那样 一 种 流 形 , 它们 由 变量 问 的 一 个 或 几 个 方程 , 即 
一 阶 偏 微分 方程 及 一 阶 偏 微分 方程 组 来 描述 有 一 个 主要 的 问题 是 , 如 何 从 面 元 的 
流 形 中 挑 出 满足 给 定 方程 的 面 元 来 : 也 就 是 挑 出 面 元 的 单 重 , 二 重 的 无 限 系列 , E 
们 每 一 个 均 与 其 相 邻 的 面 元 成 相连 关系 . 例如 , 一 阶 偏 微分 方程 的 求解 就 归结 为 这 
种 问题 . 可 以 这 样 来 表述 这 个 问题 : 从 那些 满足 方程 的 四 重 无 限 多 的 面 元 出 发 , 分 
离 出 上 述 类 型 的 二 重 无 限 的 流 形 来 特别 是 完全 解 的 问题 现在 取 如 下 的 准确 的 形 
式 : 将 满足 方程 的 四 重 无 限 多 的 面 元 以 某 种 方式 分 解 为 二 重 无 限 多 的 这 种 流 形 . 

我 不 打算 在 此 跟踪 对 微分 方程 的 这 一 研究 ; 有 关 这 一 方面 我 推荐 大 家 去 参阅 已 
引用 过 的 Lie 的 著作 . 只 是 还 要 强调 指出 , 从 切 触 变换 的 观点 来 看 , 一 阶 偏 微分 方 
程 没有 不 变量 , 因为 它们 的 每 一 个 都 可 以 变 到 任何 其 他 一 个 , 特别 是 线性 方程 已 不 
再 有 什么 独特 之 处 . 只 有 当 人 们 回 到 点 变换 的 观点 时 , 区 别 才 会 出 现 . 

切 触 变换 群 , 点 变换 群 , 最 后 射影 变换 群 ,能够 用 一 个 统一 的 方式 来 表征 ， 这 


a KRI 对 新 近 以 来 几何 学 研究 的 比较 考察 205 


一 点 我 禁不住 要 来 谈 一 谈 w . 切 触 变换 已 经 定义 成 这 样 一 种 变换 , 它 保持 相 邻 接 的 
面 元 处 于 连接 位 置 这 一 性 质 不 变 . 点 变换 则 相反 , 它 的 特征 性 质 是 把 处 于 相连 位 置 
的 相 邻 接 的 线 元 素 变 成 也 具有 这 种 性 质 的 线 元 素 . 最 后 , 直射 与 对 偶 变 换 则 保持 相 
邻接 的 连 缀 元 素 (Konnexelemente) 处 于 相连 位 置 这 一 性 质 不 变 . 我 这 里 所 说 的 连 
MER, 是 指 一 个 面 元 以 及 包含 在 其 中 的 一 个 线 元 素 所 构成 的 并 集 . 两 个 相 邻接 的 
EATE, 如 果 其 中 一 个 , 不 仅 是 它 的 点 , 而 且 它 的 线 元 素 , 都 包含 在 男 一 个 连 级 元 
KZH, 我 们 就 说 它们 位 置 相连 . 连 组 元 素 这 个 (也许 是 个 临时 性 的 ) 名 称 与 最 近 
Clebsch” 在 几何 学 中 所 引入 的 一 个 形体 有 关 , 这 一 形体 是 由 一 个 同时 包含 了 一 系 
列 的 点 坐标 , 一 系列 的 平面 坐标 和 一 系列 的 直线 坐标 的 方程 来 描绘 的 , 在 平面 上 的 
一 个 类 似 这 样 的 形体 Clebsch 把 它 称 之 为 连 级 (Konnexe). 


810 ” 论 任 意 维 流 形 


我 们 已 反复 强调 指出 , 我 们 把 此 前 的 论述 与 空间 的 概念 联系 在 一 起 , 只 是 希望 
借助 直观 的 例子 能 更 有 利于 亲 明 抽象 的 概念 . 但 就 所 考察 的 内 容 本 身 而 言 , 它们 与 
直 沉 的 图 像 无 关 , 而 是 属于 数学 研究 的 一 般 领域 , 人 们 称 之 为 多 维 流 形 理论 , 或 者 
(按照 GraBmann) 简称 作为 延伸 学 (Ausdehnungslehre). 人 们 是 如 何 实现 将 前 述 内 
容 从 空间 转移 到 单纯 的 流 形 上 , 这 是 显而易见 的 . 我 们 在 此 只 是 想 再 一 次 指出 , 与 
几何 学 相反 , 我 们 在 抽象 研究 中 有 一 个 好 处 , 这 就 是 我 们 可 以 完全 任意 选择 变换 群 
作为 研究 的 基础 ; 而 在 几何 学 中 却 事先 就 给 定 了 一 个 最 小 的 群 , 即 主 群 . 

在 这 里 我 们 只 能 就 下 述 三 种 处 理 方式 , 而 且 也 只 是 简单 地 触及 一 下 . 


1. 射影 的 处 理 方法 或 现代 代数 学 (不 变量 理论 ) 


它 的 群 由 对 描述 流 形 个 体 的 变量 所 作 的 线性 变换 和 对 偶 变 换 的 全 体 组 成 , 它 就 
是 射影 几何 的 推广 . 我 们 已 经 指出 过 , 这 种 处 理 方法 是 如 何 出 现在 应 用 于 对 高 一 维 
流 形 中 的 无 限 小 的 讨论 之 中 ， 它 在 下 述 意义 上 包括 了 我 们 下 面 还 要 讲 的 另 两 种 处 
理 方法 , 即 它 的 群 包含 了 作为 这 另 两 种 处 理 方法 的 基础 的 群 . 
2. 常 曲率 流 形 
这 种 流 形 的 概念 是 由 Riemann 从 更 一 般 的 流 形 的 概念 中 引申 出 来 的 , 在 这 种 
更 一 般 的 流 形 中 给 定 了 一 个 变量 的 微分 表达 式 . 它 的 群 就 是 由 所 有 那些 保持 这 个 
给 定 的 微分 表达 式 不 变 的 全 体 变换 所 组 成 、 如 果 在 射影 意义 上 我 们 在 以 变量 之 间 
的 一 个 给 定 的 二 次 方程 为 基础 建立 起 度量 关系 , 我 们 就 能 从 另 一 个 方面 达到 常 曲率 
M 我 把 这 些 定义 归功 于 Lie 的 一 个 评注 . [Lie 对 这 个 还 相当 有 意义 的 定义 在 他 的 后 来 的 工作 中 
好 像 从 未 回来 讨论 过 . Kj] 
12) H Gött. Abhandlungen, 1872 (第 17 卷 ): 论 不 变量 理论 的 一 个 基本 课题 (Uber eine Fanda- 
mentalaufgabe der Invariantentheorie), 还 有 特别 是 G6tt. Nachrichten 1872, 第 22 期 : 论 解析 几何 
中 的 一 个 新 的 基础 形体 (Über ein neues Grundgebilde der analytischen Geometrie der Ebene). 
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流 形 的 概念 . 这 种 方式 与 Riemann 的 方式 相 比 , 出 现 了 一 个 推广 , 即 把 变量 设想 为 
复数 ; 我 们 可 以 随后 把 变量 限制 到 实数 域 . 我 们 在 $5, 86 和 37 中 曾 涉及 的 大 量 研 
究 就 属于 这 里 所 讲 的 情形 - 


3. 平面 流 形 


Riemann 把 曲率 便 等 于 零 的 常 曲率 流 形 称 之 为 平面 流 形 ， 它 的 理论 是 初等 几 
何 的 直接 推广 . 它 的 群 能 够 一 和 初等 几何 中 的 主 群 一 样 一 一 通过 下 述 方式 从 
射影 几何 群 中 分 离 出 来 , 即将 那些 保持 一 个 由 两 个 方程 , 一 个 是 线性 方程, 一 个 是 
二 次 方程 , 所 描绘 的 一 个 形体 不 变 的 变换 分 离 出 来 而 得 . 如 果 还 要 想 与 通常 的 理论 
的 表述 形式 相对 接 , 那么 就 要 将 实数 域 和 虚数 域 这 两 种 情况 分 开 来 讨论 . 属于 这 个 
理论 的 , 首先 要 数 初等 几何 本 身 , 然后 , 比如 , 还 有 在 新 近 所 开创 的 对 通常 的 曲率 理 
论 的 推广 , 等 等 . 


结 束 S 


最 后 还 有 两 点 说 明 值得 一 谈 , 它们 与 我 们 至 今 所 讲述 的 有 密切 的 联系 . 一 点 是 
有 关 人 们 用 来 表达 此 前 概念 发 展 的 形式 体系 . 另 一 点 是 , 我 们 要 指出 若干 问题 , 按 
照 我 们 这 里 所 叙述 的 观点 来 着 手 处 理 , 看 来 是 重要 而 又 很 有 价值 的 . 

人 们 常常 责难 解析 几何 , 说 它 引 进 坐 标 时 偏好 选用 任意 的 元 素 . 对 于 用 变量 值 
来 表征 其 个 体 的 多 维 流 形 的 各 种 处 理 方式 , 也 受到 了 同样 的 责难 . 如 果 说 由 于 人 们 
对 坐标 方法 的 使 用 , 尤其 是 在 从 前 , 还 有 缺陷 , 这 种 责难 还 言 之 有 理 的 话 , 那么 在 对 
所 采用 的 方法 作 合理 的 处 理 之 下 它 就 会 销声匿迹 .在 群 的 意义 下 研究 流 形 时 可 能 
出 现 的 解析 表达 式 , 倘若 偶然 采用 了 坐标 系 的 话 , 根据 它 的 意义 , 应 与 坐标 系 无 关 ， 
而 且 现 在 也 有 必要 把 这 一 无 关 性 用 明显 的 形式 地 表示 出 来 ， 现 代 代数 学 指出 这 是 
可 能 的 , 并 且 指出 了 它 是 怎样 完成 的 , 在 其 中 把 我 们 在 此 要 用 到 的 形式 化 的 不 变量 
概念 以 最 明确 的 方式 表示 了 出 来 . 它 拥有 一 个 关于 不 变量 表达 式 构成 的 普遍 而 又 
详尽 的 法 则 , 并 且 原则 上 只 限于 运用 这 种 表达 式 来 运算 , 如 果 用 不 是 射影 群 的 其 他 
群 作 基础 , 对 其 形式 化 的 处 理 也 提出 了 相同 的 要 求 . 因为 形式 化 的 表述 毕竟 应 该 
与 概念 的 构成 一 致 , 于 是 我 们 既 可 以 把 形式 化 的 表述 只 用 作 概 念 本 身 的 准确 而 又 明 
晰 的 表达 , 或 者 人 们 也 可 以 利用 它 , 以 便 在 它 的 帮助 下 深入 到 尚未 被 研究 过 的 领域 


1 [例如 , 对 三 维 空间 绕 一 固定 点 的 转动 群 , 四 元 数 就 是 这 样 一 种 表述 形式 . (1893)] 
[但 是 我 自己 后 来 对 正文 的 这 个 要 求 就 很 少 遵守 . 对 此 起 决定 作用 的 是 我 在 自己 的 工作 , 特别 
是 在 教学 中 的 经 验 告 诉 我 老 是 要 去 学 习 新 式 的 书写 符号 一 般 来 说 所 耗费 的 时 间 要 比 通过 应 用 去 学 
会 它们 所 花 的 时 间 要 更 多 . 只 有 很 少 的 数学 家 才 会 去 学 习 他 同时 代 作者 频繁 推荐 的 各 种 符号 (而 
反 过 来 , 有 很 多 数学 家 肯定 会 发 现 , 他 们 会 用 某 种 他 们 自己 所 创造 的 新 符号 来 表达 他 们 的 思想 ). 
由 于 这 里 所 说 的 这 种 行为, 当前 我 们 已 经 在 数学 中 有 了 一 种 广泛 的 失语 症 (Sprachverwirkung), 如 
果 说 这 也 并 不 像 是 想 要 达到 使 所 有 的 数学 进步 自我 闭锁 的 最 终 目的 , 那 也 是 很 值得 怀疑 的 . K.) 
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至 于 我 们 还 想 要 谈 的 另 一 个 问题 , 通过 将 前 面 讲 到 的 观念 与 所 谓 的 Galois 方 
程式 理论 相 比较 就 会 引出 来 . 

在 Galois 理论 中 , 和 这 里 一 样 , 兴趣 都 是 集中 在 变换 群 上 . 而 变换 所 涉及 的 对 
象 则 全 然 不 同 , 在 那里 人 们 只 与 有 限 个 分 立 的 元 素 打交道 , 而 这 里 则 要 与 一 个 连续 
流 形 无 穷 多 个 元 素 打交道 . 但 是 由 于 群 概念 的 一 致 性 还 可 以 作 进一步 的 比较 mw ; 而 
且 我 更 想 在 此 指出 , 人 们 肯定 会 按照 这 里 所 阐述 的 观念 赋予 Lie 和 我 已 经 开始 的 研 
究 % 一 种 地 位 , 通过 它 也 可 以 更 好 地 来 表征 . 

在 Galois 理论 中 , 如 在 Serret 的 《Traité d'Algesbre supérieure (高 等 代数 教 
程 ) 》 或 在 C. Jordan 的 《Ttaité des substitutions ( 代 换 理论 教程 ) 》 中 所 论述 的 
那样 , 真正 要 研究 的 对 象 就 是 群 论 或 代 换 理论 本 身 , 方程 式 论 不 过 是 作为 它 的 一 个 
应 用 而 得 出 的 . 相应 地 我 们 也 需要 一 种 变换 理论 , 即 一 种 能 由 具有 给 定性 质 的 变换 
所 产生 的 群 论 . 和 在 代 换 理论 中 一 样 , 可 换 性 和 相似 性 等 概念 都 会 用 到 . 在 以 变换 
群 为 基础 的 对 流 形 的 处 理 就 以 变换 理论 的 一 个 应 用 的 面 摇 出 现 . 

在 方程 式 论 中 , 我 们 首先 就 是 有 系数 的 对 称 函数 , 它们 本 身 就 是 引人入胜 的 , 其 
次 我 们 还 有 这 样 一 些 表达 式 , 它们 即使 不 能 对 根 的 全 体 代 换 保持 不 变 , 至 少 也 能 对 
一 大 堆 根 的 代 换 保持 不 变 . 与 此 相当 , 在 以 一 个 群 为 基础 来 研究 流 形 时 , 我 们 首先 
要 问 清 所 有 的 体 (Körper) (5). 即 经 过 群 的 全 体 变换 保持 不 变 的 形体 . 但 是 , 也 还 
有 这 样 一 些 形体 , 它们 不 是 在 群 的 所 有 变换 下 保持 不 变 , 而 只 是 在 群 的 某 一 部 分 变 
换 下 保持 不 变 , 于 是 这 种 形体 在 以 这 个 为 基础 的 处 理 的 意义 下 特别 有 意思 , 它们 具 
有 出 色 的 性 质 . 因此 将 在 普通 几何 意义 下 的 对 称 形体 与 规则 形体 , 旋转 曲面 与 螺旋 
曲面 区 别 出 来 , 就 是 有 赖 于 此 . 如 果 站 在 射影 几何 的 立场 上 , 还 特别 要 求 使 形体 保 
持 不 变 的 那些 变换 是 可 换 的 , 那么 就 会 得 到 在 已 引证 过 的 、Lie 和 我 的 论文 中 考察 
过 的 那些 形体 , 并 导致 在 86 中 提出 过 的 一 般 问题 . 在 $1 和 83 那里 所 定 出 的 平面 
上 的 无 穷 多 个 可 换 线性 变换 , 就 是 属于 刚刚 所 讲 的 一 般 变换 理论 的 一 部 分 . 


M 我 要 在 这 里 提请 大 家 想起 , GraSmann 在 他 的 《延伸 理论 Ausdehnungslehre 》, 第 一 版 (1844) 
的 引言 中 , 已 经 对 组 合理 论 和 延 量 理 论 做 过 比较 

中 见 我 们 合作 的 论文 : Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlossenes System 
von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich übergehen ( 论 那 一 类 
grae 它们 在 一 单 重 无 限 多 个 可 换 线 性 变换 的 封闭 系统 下 保持 不 变 ), Math. Annalen, 第 IV 


WK 我 不 得 不 放弃 在 正文 中 来 说 明 , 在 微分 方程 的 理论 中 无 穷 小 变换 的 研究 所 取得 的 丰硕 成 果 ， 
Lie 和 我 在 已 引证 过 的 著述 的 $7 中 已 经 指出 , 容许 同样 的 无 穷 小 变换 的 常 微分 方程 , 也 出 现 了 相 
同 的 积分 困难 . 至 于 这 些 研究 应 如 何 应 用 于 偏 微分 方程, Lie 在 不 同 的 地 方 , 特别 是 在 上 面 所 引用 
过 的 论文 (Math.Ann. V) 中 , 用 了 几 个 不 同 的 例子 作 了 论述 (特别 见 Mitteilungen der Academie 
zu Christania, 1872 年 5 月 ). 

[特别 是 根据 正文 观点 我 后 来 在 代数 方程 方面 的 研究 , 和 我 对 超越 自 守 函数 方面 的 研究 一 样 
(这 二 者 将 都 将 刊载 在 本 文集 的 随后 两 卷 中 ), 也 应 与 Erlangen 纲领 的 叙述 放 在 一 起 . 关于 这 一 点 
请 参见 我 的 《Vorlesungen über das Ikosaeder (二 十 面体 讲义 ) 》(Leipziig, Teubner, 1883) 一 书 的 
前 言 , 我 在 其 中 明白 地 指出 了 我 的 有 关 的 工作 与 Lie 同时 在 连续 变换 群 方面 的 研究 的 对 比 . KJ] 


EC 


附 注 


工 谈 现代 几何 学 中 的 综合 方向 和 解析 方向 的 对 比 


目前 , 人 们 对 现代 综合 几何 学 和 解析 几何 学 之 间 的 差别 已 经 不 再 那么 看 重 了 ， 
因为 在 它们 的 研究 内 容 和 推论 方式 这 两 方面 都 逐渐 塑造 得 完全 类 似 了 ， 因 此 在 正 
文中 我 们 选用 “射影 几何 学 ”这 个 词 来 作为 这 二 者 的 共同 名 称 , 如 果 说 , 综合 方法 
更 多 地 用 空间 的 直观 来 进行 研究 , 并 从 而 给 予 它 的 一 流 的 、 朴 素 的 成 果 以 非 比 寻常 
的 魅力 , 那么 , 一 个 这 样 的 空间 直观 领域 也 并 不 会 将 解析 方法 拒 之 门 外 , 并 且 , 人 们 
可 以 把 解析 几何 学 的 公式 理解 为 几何 关系 的 一 个 准确 而 又 清晰 的 表达 . 另 一 方面 ， 
一 个 设计 得 好 的 形式 体系 会 在 一 定 程度 上 走 在 思想 的 前 面 , 从 而 有 助 于 进一步 的 研 
究 , 人 们 对 它 的 这 一 好 处 也 不 能 低估 . 然而 我 们 总 要 坚持 这 样 一 个 要 求 , 即 , 一 个 数 
学 课题 , 只 要 还 没有 做 到 在 概念 上 明显 时 , 就 不 能 认为 是 解决 了 ; 而 在 形式 体系 上 
的 推进 还 只 是 迈 出 了 第 一 步 , 然而 却 是 很 重要 的 一 步 . 


N. 今日 之 几何 分 离 成 各 个 分 支 


如 果 人 们 注意 到 , 例如 , 数学 物理 学 家 自始至终 对 哪怕 只 是 稍稍 用 一 点 已 是 很 
成 熟 了 的 射影 观点 在 许多 情况 下 就 能 带 来 的 好 处 也 不 屑 一 顾 ， 正 如 在 另 一 方面 的 
射影 几何 学 的 学 子 们 也 不 愿 去 接触 由 曲面 的 曲率 理论 所 发 气 出 夹 的 数学 真理 的 宝 
藏 , 那么 人 们 就 不 得 不 认为 几何 知识 当前 的 状况 真是 不 够 完善 , 但 同时 渴望 很 快 就 
会 成 为 过 去 . 


JII. 关于 空间 直观 的 意义 


如 果 说 我 们 在 正文 中 把 空间 直观 看 成 是 某 种 附属 的 东西 , 这 只 是 对 要 进行 研究 
的 纯 数学 内 容 来 讲 的 . 对 它 来 说 , 直观 只 具有 使 说 明 形象 生动 的 意义 , 这 一 切 对 教 
育 方面 来 讲 应 给 以 很 高 的 评价 . 从 这 个 观点 上 来 说 , 例如 , 一 个 数学 模型 就 极 具 教 
学 意义 , 也 非常 有 趣 . 

但 是 空间 直观 意义 的 问题 的 提出 , 一 般 来 说 , 则 完全 是 另 一 回 事 . 我 把 空间 直 
观 自身 看 成 是 某 种 独立 的 东西 . 存在 一 种 真正 的 几何 , 它 并 不 是 和 已 讲 过 的 研究 的 
正文 中 所 说 的 那样 , 只 是 抽象 研究 的 形象 生动 的 说 明 形 式 . 在 这 里 所 涉及 的 , 空间 
图 形 如 何 根据 它们 的 全 部 成 型 的 实际 (vollen gestaltlichen Wirklichkeit) 来 理解 , 而 
且 对 它们 能 够 成 立 的 (就 它们 的 数学 内 容 这 一 方面 来 讲 的 ) 关系 , 应 能 作为 空间 观 
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念 的 基本 定理 (公理 一 一 中 译 者 注 ) 的 明显 的 推论 来 把 握 . 对 这 种 几何 来 讲 , 一 个 
模型 一 一 不 管 它 现在 是 构造 出 来 而 被 看 见 了 的 , 抑或 只 是 被 生动 地 想象 成 的 一 一 
已 不 再 是 达到 目的 的 工具 , 而 是 事物 的 本 身 . 

当 我 们 这 样 把 几何 学 看 成 是 一 门 独立 于 纯粹 数学 的 学 科 而 与 它 相提并论 时 , 这 
本 身 并 不 是 什么 新 的 东西 . 但 是 再 一 次 鲜明 地 提出 这 个 观点 还 是 很 有 意义 的 , 因为 
新 近 的 研究 几乎 把 它 完全 忽略 了 ， 反 过 来 新 近 的 研究 也 是 几乎 没有 用 于 掌握 空间 
产物 的 形状 上 的 关系 , 而 且 正 是 在 这 个 方向 上 显得 大 有 希望 之 时 , 没有 用 到 它 , 这 
一 点 就 与 此 密切 有 关中 . 


IV. 关于 任意 维 流 形 


空间 作为 点 的 存 身 之 所 只 有 三 维 这 一 点 , 从 数学 的 观点 来 看 , 是 用 不 着 来 讨论 
的 ; 但 是 同样 从 数学 的 观点 上 来 看 , 人 们 也 无 法 阻碍 任何 人 去 主张 空间 实质 上 有 四 
维 , 甚至 无 限 多 维 , 虽然 我 们 能 够 感受 到 的 只 是 三 维 . 多 维 流 形 的 理论 怎样 越 来 越 
走向 数学 研究 的 前 台 , 根据 它 的 本 质 , 与 这 一 主张 完全 无 关 . 但 是 已 经 在 其 中 建成 
的 一 种 习惯 用 语 , 当然 就 是 从 这 个 观点 导出 的 . 人 们 不 再 讲 流 形 中 的 个 体 , 而 改 说 
一 高 维 空间 中 的 点 , 等 等 . 但 是 就 其 本 身 来 说 这 种 用 语 也 有 许多 优点 , 就 此 而 言 , 它 
通过 回想 起 几何 的 直观 而 使 理解 变 得 更 容易 一 些 . 但 它 会 带 来 有 害 的 后 果 , 以 致 在 
一 个 相当 大 的 范围 内 认为 对 任意 多 维 流 形 的 研究 是 与 上 述 空间 性 质 的 概念 一 致 的 . 
没有 什么 比 这 个 见解 更 缺乏 根据 了 . 如 果 这 个 观点 是 正确 的 , 那么 相关 的 数学 研究 
当然 就 立即 会 找到 几何 上 的 应 用 一 一 但 是 它 的 价值 和 它 的 意图 都 是 富 于 其 固有 的 
数学 内 容 之 中 , 而 与 这 个 观点 也 毫 无 关系 

而 当 Pliicker 教导 我 们 , 把 真实 的 空间 理解 为 一 任意 多 维 的 流 形 , 则 完全 是 另 
一 回 事 , 这 时 人 们 是 引入 了 依赖 于 任意 多 个 参数 的 几何 形体 (曲线 , 曲面 等 等 ) 来 作 
为 空间 的 元 素 ( 见 正文 的 85). 

把 任意 维 流 形 的 元 素 当做 空间 点 的 类 似 物 的 思想 方式 最 早 是 由 Gragmann 在 
他 的 延 量 理论 (1844) 中 所 开创 的 . 他 的 思想 完全 不 涉及 上 述 关于 空间 本 质 的 看 法 ; 
后 者 要 回溯 到 Gau8 在 一 次 偶然 的 机 会 所 作 的 简短 的 评注 并 通过 Riemann 的 研究 
工作 , Riemann 在 其 中 提 到 了 这 个 评注 , 把 它 推 广 到 多 维 流 形 而 为 在 一 个 更 广 范围 
内 的 人 们 所 知 . 这 两 种 见解 一 Gra8mann 的 以 及 Pliicker 的 一 一 各 有 各 的 优点 ; 
人 们 交替 地 使 用 着 它们 二 者 的 优点 


1 [REA KJEIR (Gestalten) 方面 , 特别 是 关于 代数 曲线 和 代数 曲面 的 形状 方面 的 研究 , 可 在 
本 全 集 的 第 II 卷 中 找到 . K] 

I [ 近 百 年 来 数学 思想 取得 了 怎样 的 进展 组 唐 多 言 . 特别 是 有 关 Gra8mann 的 见解 以 及 他 对 代 
数 形体 的 处 理 , 我 提请 大 家 去 参阅 Sere 在 数学 百科 全 书 的 11 2, 第 7 册 (1918) 上 所 撰写 的 评 
述 . K] 
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V. 关于 所 谓 的 非 欧 几何 


在 正文 中 所 提 到 的 射影 度量 几何 , 正如 新 近 的 研究 告诉 我 们 , 它 在 本 质 上 与 在 
放弃 了 平行 公理 之 下 所 设计 出 来 的 度量 几何 相 吻 合 , 当今 它 以 非 欧 几何 之 名 多 次 受 
到 评论 和 商议 * . 如 果 说 在 正文 中 我 们 根本 没有 触及 这 个 名 称 , 这 是 由 于 一 个 与 上 
一 注释 中 的 令 述 有 关 的 理由 ， 人 们 把 太 多 的 非 数 学 的 想象 与 非 欧 几 何 这 个 名 称 联 
系 到 了 一 起 , 这 些 非 数学 的 想象 一 方面 受到 了 巨大 热情 的 支持 , 另 一 方面 又 受到 了 
同样 多 的 激烈 的 排斥 (perhorreszirt), 但 是 我 们 的 纯粹 数学 的 研究 靠 它们 没有 得 出 
任何 创新 来 . 下 面 的 人 氢 述 可 能 病 明 我 们 想 在 这 方面 为 澄清 概念 而 有 所 作为 的 愿望 . 

上 述 关于 平行 理论 的 研究 及 其 进一步 的 完善 在 数学 上 有 两 方面 的 意义 . 

它 曾 证 明 一 一 人 们 可 以 把 这 一 点 看 成 是 它 的 独一无二 的 、 完 美 无 缺 的 业绩 
一 一 平行 公理 不 是 平常 放 在 它 前 面 的 那些 公理 的 数学 推论 , 而 是 在 其 中 表达 了 一 
个 本 质 上 办 新 的 , 在 先前 的 研究 中 没有 被 触及 过 的 直观 要 夫 . 人 们 可 以 , 也 应 该 对 
每 一 个 公理 , 而 不 只 是 几何 学 , 完成 类 似 的 研究 ; 从 而 人 们 由 此 就 能 获得 这 些 公理 
相互 之 间 地 位 的 洞 识 . 

其 次 这 些 研究 又 将 一 个 非常 有 价值 的 数学 概念 赠送 给 我 们 : 这 就 是 常 曲率 流 形 
的 概念 . 正如 我 们 已 经 指出 过 并 且 在 正文 的 un 中 进一步 阐述 了 的 那样 , 它 与 独立 
于 所 有 平行 理论 而 成 长 起 来 的 射影 度量 存在 着 最 紧密 的 联系 . 如 果 说 研究 这 种 度量 
本 身 就 有 极 高 的 意义 , 并 且 人 允许 大 量 的 应 用 , 那么 它 还 包含 了 在 几何 学 中 给 定 的 度 
量 作为 它 的 一 个 特例 (极限 情形 ), 并 且 教 我 们 从 一 个 提高 了 的 观点 去 理解 后 者 . 

有 一 个 问题 , 它 完全 与 已 讲 过 的 观点 无 关 , 这 就 是 , 平行 公理 的 基础 何在 , 我 们 
是 像 一 部 分 人 所 认为 的 那样 , 把 它 看 成 是 绝对 给 定 的 , 还 是 像 另 一 部 分 人 说 的 那样 ， 
愿 把 它 看 成 只 是 由 经 验 近似 证 明了 的 . 如 果 假设 基础 为 后 者 , 那么 立即 就 会 有 一 个 
有 关 的 数学 研究 问题 , 即 人 们 如 何 去 构 造 一 种 更 准确 的 几何 . 然而 , 这 个 问题 的 提 
法 显然 是 一 个 涉及 我 们 认识 的 最 一 般 基础 的 哲学 问题 . 这 种 问题 的 提 法 不 会 使 纯粹 
的 数学 家 感 兴 趣 , 他 希望 他 的 研究 不 会 与 人 们 对 这 个 问题 是 从 这 方面 还 是 从 另 一 方 
面 给 出 的 回答 有 关 . 


VL 线 几 何 看 成 是 对 一 个 常 曲率 流 形 的 研究 


当 我 们 把 线 几何 与 五 维 流 形 中 的 射影 度量 相 结合 时 , 我 们 必须 注意 到 , 我 们 在 
直线 中 看 到 的 (在 度量 的 意义 下 ) 只 是 流 形 的 无 穷 远 的 元 素 . 因此 有 必要 考虑 一 下 ， 
一 射影 度量 对 它 的 无 穷 远 元 素 取 什么 值 , 并 且 在 此 来 探讨 一 下 , 如 何 去 排 除 要 不 然 
会 阻碍 我 们 将 线 几何 理解 为 度量 几何 的 困难 . 我 们 联系 到 一 个 直观 的 例子 来 进行 这 
种 探讨 , 这 个 例子 给 出 了 建立 在 二 次 曲面 上 的 射影 度量 - 


文 为 diskutiert, 而 在 1872 年 的 原始 版 本 上 的 原文 是 disputiert (争议 ) 一 一 中 译 者 注 
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空间 中 任 取 的 两 个 点 相对 于 曲面 有 一 个 绝对 不 变量 : 它们 的 连 线 与 曲面 的 两 
个 交点 和 这 两 个 点 形成 的 交 比 . 但 是 如 果 将 在 两 个 点 挪 到 曲面 上 , 那么 这 个 交 比 不 
论 这 两 个 点 的 位 置 如 何 都 会 等 于 零 , 只 有 这 两 个 点 在 同一 条 母线 上 这 个 情况 例外 ， 
这 时 它 的 值 不 定 . 如 果 这 两 个 点 不 重合 , 这 就 是 在 其 关系 中 唯一 能 出 现 的 特例 , 于 
是 我 们 得 到 下 述 定理 : 


在 空间 中 人 们 在 一 二 次 曲面 上 所 能 建立 的 射影 度量 并 不 能 为 这 个 曲面 上 的 几 
何 给 出 任何 度量 . 


通过 将 曲面 变 到 自身 的 线性 变换 能 够 将 其 上 的 任意 三 个 点 变 成 其 上 的 其 他 三 
个 点 ,上述 结论 就 与 此 有 关 . 

如 果 想 在 曲面 本 身上 有 一 个 度量 , 人 们 就 必须 限制 变换 群 , 而 这 一 点 只 要 我 们 
固定 一 个 任意 的 点 (或 者 它 的 极 平面 ) 就 能 做 到 . 首先 假设 这 个 点 不 放置 在 曲面 上 . 
这 样 我 们 把 曲面 从 这 个 点 投影 到 一 平面 上 , 这 时 就 有 一 条 圆锥 曲线 作为 边界 曲线 出 
现 . 我 们 以 这 条 圆锥 曲线 为 基础 在 平面 中 建立 一 个 射影 度量 , 然后 再 反 过 来 把 它 转 
移 到 曲面 上 m . 这 是 一 个 真正 的 有 常 曲率 度量 , 从 而 我 们 有 下 述 定理 : 


一 旦 我 们 保持 置 于 曲面 外 的 一 点 固定 , 我 们 就 在 曲面 上 得 到 了 一 个 这 样 的 一 个 
有 长 曲率 的 度量 . 


相应 地 可 以 得 到 : 


如 果 取 曲面 本 身上 的 一 个 点 作 这 个 固定 点 ,我 们 就 会 在 曲面 上 得 到 一 个 其 曲率 
为 零 的 度量 . 


对 于 曲面 上 的 所 有 这 些 度量 , 曲面 的 母线 都 是 长 度 为 零 的 直线 . 因此 曲面 上 的 
弧 元 对 不 同 的 度量 只 差 一 个 常数 因子 . 曲面 上 不 存在 绝对 的 弧 元 . 但 是 我 们 完全 可 
以 谈 曲 面 上 传播 方向 之 间 的 夹 角 . 一 一 

所 有 这 些 定理 和 研究 结果 现在 都 可 以 直接 用 到 线 几 何 上 去 . 对 线 空间 (Linien- 
raum) 本 身 暂 时 还 不 存在 实质 性 的 度量 . 当 我 们 保持 一 线性 线 丛 固定 时 才 会 产生 出 
这 样 一 个 度量 , 而 且 甚至 它 还 会 得 到 常 曲率 或 零 曲率 , 视线 从 是 一 般 线 从 还 是 特殊 
RA (一 条 直线 ) 而 定 . 绝对 弧 元 的 出 现 也 特别 与 这 个 挑 出 来 固定 的 线 从 有 关 . 与 
一 给 定 直线 相交 的 、 长 度 为 零 的 相 邻 直线 之 间 的 相对 传播 方向 则 与 此 无 关 , 于 是 我 
们 就 能 谈 两 个 任意 传播 方向 之 间 所 形成 的 夹 角 咯 . 

可 这 个 关系 在 普通 的 度量 几何 中 发 生 了 改变 ; 对 这 种 几何 , 两 个 无 穷 远 点 自然 有 一 个 绝对 不 变 
量 . 人 们 这 时 在 清点 将 无 穷 远 曲面 变 到 自身 的 线性 变换 的 数目 时 可 能 过 到 的 矛盾 , 因为 其 中 的 平 
移 和 相似 变换 根本 不 会 改变 无 穷 远 , 从 而 就 被 消除 了 

WS 
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VI. 关于 二 元 形式 的 解释 


我 们 打算 在 此 来 考虑 , 在 以 z+ iy 的 球面 解释 为 基础 之 下 , 可 以 赋予 三 次 二 元 
形式 的 形式 系统 以 及 双 二 次 二 元 形式 的 形式 系统 以 何 种 一 目 了 然 的 外 表 形 式 . 

一 个 二 元 三 次 形式 f 有 一 个 三 次 共 变量 Q, 一 个 二 次 共 变量 A 和 一 个 不 变量 
R". 由 f 和 Q 组 合成 一 六 次 共 变量 的 完全 系列 


Q? +A- RPP, 


其 中 包含 了 Ar. 人们 可 以 证 明 m, 三 次 形式 的 每 一 个 共 变量 都 必定 能 分 解 为 这 种 
由 六 个 点 组 成 的 点 系 . 只 要 和 可 取 复 数值 , 就 会 有 二 重 无 限 多 的 这 种 共 变量 . 

这 个 如 此 框 定 的 形式 系统 现在 可 以 用 下 述 方式 表示 在 球 上 Mm . 通过 一 个 将 球 
变 到 自身 的 适当 的 线性 变换 , 我 们 可 以 把 表示 S 的 三 个 点 变 到 球 上 一 个 大 圆 上 的 
三 个 等 距 的 点 . 可 以 把 这 个 大 圆 看 成 赤道 ; 代表 7 的 这 三 个 点 在 它 上 面具 有 地 理 经 
度 分 别 为 0",120*,240*. 这 样 一 来 , Q 就 由 赤道 上 经 度 分 别 为 60",180",300" 的 三 
个 点 来 表示 , 而 A 则 由 两 个 极点 来 代表 . 每 一 个 形式 Q? + 和 Rf? 由 六 个 点 来 表示 ， 
其 地 理 纬度 和 经 度 包含 在 下 表格 中 , 其 中 a 与 6 为 任意 数 : 


aj a | a | -al -a -a 
p| 122+8| aal al 120-B| 240-8 


如 果 我 们 跟踪 球 上 的 这 个 点 系 , 我 们 就 会 有 趣 地 发 现 , 这 些 点 由 此 出 现 的 次 数 
计算 起 来 , / 和 Q 会 是 两 次 , A 会 是 三 次 . 

一 个 双 二 次 形式 f 有 一 个 同样 次 数 的 共 变量 H, 一 个 六 次 共 变量 T, 两 个 不 变 
量 i 和 大 要 特别 指出 的 是 , 双 二 次 形式 族 i# + Aj 全 部 都 属于 该 7, 而 且 在 其 中 
可 以 将 了 分解 成 它们 的 三 KAF, 含 于 其 中 都 要 计 入 两 次 . — 

现在 来 通过 球 的 中 心 作 三 根 相互 垂直 的 轴 OX, OY, OZ, 它们 与 球面 交 出 的 六 
个 点 构成 形式 TS z,y,z 表 任 一 球面 点 的 坐标 形式 iH + 和 jf 的 四 个 点 
由 下 表 


m n z 
z, -y -3 
-m yn -z3 
=z, -y z 


全 见 Clebsch 的 《Theorie der binären Formen (二 元 形式 的 理论 ) 》(1871) 一 书 中 相关 章节 . 

Ia 通过 考察 将 f 变 到 自身 的 线性 变换 , H Math. Ann, 第 4 卷 , 352 页 [ 论 代数 方程 预 解 式 的 
一 个 几何 表示 

19) [也 可 见 Beltrami: Ricerche sulla geometria delle forme binarie cubiche (二 元 三 次 形式 的 几何 
学 研究 ), Accademia di Bologna, Memorie, 1870 (1893)] [Beltrami 文集 ,第 1 卷 ] 
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表示 . 这 四 个 点 每 次 都 构成 一 对 称 四 面体 的 四 个 顶点 , 它 的 对 边 被 坐标 系 的 轴线 所 
平分 , 由 此 表明 了 在 双 二 次 方程 理论 中 起 到 ;五 + 和 jf 的 预 解 式 的 作用 "" . 
Erlangen, 1872 年 10 月 . 


附 1 Klein 为 本 文 的 英 译 写 的 前 言 * 


我 在 1872 年 的 “纲领 ", 作为 一 单行 本 出 版 , 开始 只 是 在 一 个 小 范围 内 发 行 . 对 
此 我 是 比较 容易 理解 的 , 因为 不 可 能 期 望 在 纲领 中 所 展开 的 观点 在 一 开始 就 受到 太 
大 的 关注 . 但 是 现在 数学 在 这 一 时 期 以 来 的 发 展 就 是 准确 地 沿 着 这 一 观点 所 指出 
的 道路 , 而 且 特 别 是 自从 Lie 开始 以 广泛 的 形式 发 表 他 的 “变换 群 理论 ”(Leipzig， 
Teubner, vol. I (1888), vol. II (1890)) 以 来 , 看 来 有 必要 在 一 个 更 大 的 流通 范围 内 出 
版 我 的 “纲领 " 一 文 . 由 M. Gina Fano 完成 的 意大利 文 的 译本 最 近 发 表 在 Annali 
di Mathematca, ser.2, vol. 17. 对 其 英文 译文 的 接受 也 受到 了 同样 的 期 待 , 这 我 要 
感谢 Haskill 先生 
译文 完全 是 紧 扣 原文 的 . 在 少数 几 个 地 方 有 字句 的 变动 . 新 的 用 语 放 在 方 括号 
内 , 一 系列 附加 的 脚注 也 是 这 样 来 标明 . 看 来 有 必要 加 入 的 大 部 分 已 经 在 意译 文本 
中 有 了 . 
F. Klein 


附 2 Klein 为 本 文 的 法 文 译本 写 的 前 言 ' 


在 《Annali di Matematica (数学 年 鉴 )》 刊 载 了 我 的 《Erlangen 纲领 》 的 意 


Ek LER II 卷 所 刊载 的 论述 “在 线性 变换 下 变 到 自身 的 二 元 形式 " 的 论文 (特别 见 

Math. Annalen, 第 9 卷 , 1875) 可 以 作为 紧 接 正文 提示 之 后 的 直接 叙述 
此 外 我 还 乐意 推荐 Möbius 的 研究 工作 , 我 决定 重新 发 表 Erlangen 纲领 与 它 有 关 (在 1885 

1887 年 间 我 被 萨 克 逊 科学 协会 递 请 参与 筹备 他 的 工作 的 全 集 出 版 事宜 后 , 我 本 人 才 理解 到 它们 
之 间 的 内 在 联系 ). Möbius 那 时 还 并 不 知道 群 的 一 般 概念 , 也 不 知道 我 在 Erlangen 纲领 中 作为 例 
示 列举 过 的 许多 几何 变换 , 但 是 他 受到 -种 自信 预感 指引 , 将 他 的 在 几何 方面 一 个 接 一 个 的 研究 
工作 准确 地 指向 相当 于 纲领 的 基本 思想 所 指 的 方向 . 他 在 其 重心 计算 (1827) 一 书 的 中 部 将 “ 几 
何 课题 " 按照 与 “等 同性 "( 存 合 ),“ 相 似 性 ", “ 仿 射 性 " 以 及 “直射 性 " 的 “亲缘 关系 ”来 进行 整 
理 . 从 1853 年 起 开始 发 表 他 在 “ 保 贺 变 换 (Kreisverwandtschat)"(= 平面 上 的 径 向 反 演 几 何 ). 在 
这 之 前 (1849) 出 现 了 他 论述 晶体 对 称 性 的 第 一 简报 告 . 但 是 在 1863 年 , 在 他 73 岁 的 高 龄 , 他 
以 其 论述 “基本 变换 "( 即 几何 学 中 的 那 一 领域 , 我 们 今天 称 之 为 位 置 分 析 (Analysis situs)) (这 是 
Klein 当时 的 提 法 , 今天 已 习惯 称 之 为 拓扑 学 — 中 译 者 注 ) 方面 的 报告 投入 工作 . 人 们 可 以 把 
这 些 报告 与 Curt Reinhardt 先生 在 Möbius 的 全 集 第 1 卷 和 第 IV 卷 中 根据 他 的 手写 的 遗 稿 的 
丰富 内 容 所 能 作出 的 有 趣 的 论述 相 比较 - Kj] 

* 这 个 前 言 译 自 本 文 的 英 译 本 . — 译 者 注 - 

十 这 个 前 言 采 自 《数学 史 译 文集 》( 上 海 科学 技术 出 版 社 , 1981 年 ) 第 13 页 . 一 一 中 译 者 注 


24 m WRI 对 新 近 以 来 几何 学 研究 的 比较 考察 


大 利文 译本 后 , 大 约 一 年 以 前 , 我 以 很 高 兴 的 心情 接受 了 Padé 先生 要 出 版 一 个 法 
文 译本 的 建议 , 因为 目前 群 论 似乎 在 法 国 受到 空前 的 重视 , 我 的 纲领 的 内 容 也 许 将 
在 那里 激 起 一 些 关 注 ， 在 意译 本 中 我 对 正文 做 了 少量 的 修改 ,并 加 了 一 些 附注 , 在 
正文 中 都 用 | | 标明 ,其 他 基本 上 原封 不 动 .在 此 后 的 工作 中 , 不 管 多 么 接近 我 的 论 
题 , 我 也 没有 引用 . 因为 要 系统 地 总 结 在 1872 年 以 后 发 表 的 成 果 是 一 个 长 期 的 任 
务 , 我 觉得 , 对 于 我 的 纲领 , 如 不 做 全 面 和 详细 的 修改 , 不 可 能 把 其 中 的 中 心思 想 清 
楚 地 表达 出 来 . 我 希望 将 来 能 完成 它 


WRI 


单 复 变量 函数 一 般 理 论 基础 


Bernhard Riemann 


[博士 论文 , G6ttingen, 1851; 未 加 变动 的 第 二 版 , G6ttingen, 1867) 


1. 


设想 z 为 一 变量 , 它 能 逐步 取得 所 有 可 能 的 实数 值 , 如 果 对 它 的 每 一 个 值 有 某 
个 量 w 的 一 个 唯一 的 值 与 之 对 应 , 我 们 就 说 w 是 z 的 函数 , 而 且 如 果 , 当 z 在 两 
个 固定 值 之 间 连 续 变 动 时 , w 也 同样 地 作 连 续 的 变动 ,我 们 就 称 此 函数 是 在 这 个 区 
间 内 的 连续 函数 . 

这 个 定义 显然 根本 没有 在 这 个 函数 的 个 别 值 之 间 设 定 什么 规律, 就 是 说 , 如 果 
要 规定 这 个 丽 数 在 某 一 区 间 上 的 值 , 那么 将 它 延 拓 到 上 述 原来 那个 区 域 之 外 完全 可 
以 是 任意 的 . 

Ho 对 量 z 的 依赖 关系 可 以 用 一 个 数学 规律 来 给 出 , 从 而 对 每 一 个 z 的 值 可 
以 经 一 定 的 量 的 运算 求 出 其 相应 的 w 来. 能 够 将 对 应 于 z 在 某 一 区 间 内 全 部 值 的 
必用 同一 个 相互 关联 的 规律 来 确定 , 以 前 认为 只 有 某 一 定 类 型 的 函数 才 可 能 (按照 
Euler 的 说 法 , 叫做 functiones continuae (连续 函数 ); 新 近 的 研究 表明 , 对 一 给 定 区 
域 上 的 任意 连续 函数 都 可 以 用 一 个 解析 表达 式 来 描述 .因此 量 w 对 量 = 的 依赖 关 
系 , 不 论 是 任意 给 出 的 , 还 是 通过 一 个 确定 的 量 的 运算 来 规定 的 , 都 一 样 . 由 于 上 述 
定理 , 这 两 个 概念 是 一 臻 的 . 

MIN. 的 变动 范围 不 限于 取 实 值 ,而 可 以 取 像 z+yi (其 中 i = VT) 
这 种 形式 的 复数 时 , 情况 就 不 一 样 

U zt yi M z+ yi + de + dy i DÉI = 所 取 的 两 个 相差 无 限 小 的 值 , 它们 对 应 
的 两 个 值 分 别 为 + vi M u + vi + du + dvi. 这 样 一 来 , 如 果 量 w 对 z 的 依赖 
关系 假定 是 任意 的 ， 比值 ZC ARBER dz 和 dy 而 变 , 就 是 说 , 如果 令 
de + dy i = cei, H 

du+dvi Lin, ðv Ly Gen, 
ek ) SE, ) 
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但 是 在 w 作为 = 的 函数 也 能 用 简单 的 量 的 运算 的 结合 来 确定 的 那 种 方式 下 , MR 
AU 总 是 会 与 微分 de 的 具体 值 无 关 m . 因而 显然 不 是 每 一 个 复 变量 对 复 变量 = 
贿 [E 何 依赖 关系 都 可 以 用 这 种 方式 来 表达 - 

上 面 所 到 的 这 个 所 有 由 量 的 运算 所 确定 的 任何 函数 都 具有 的 特征 , 我 们 将 以 
它 作为 下 面 研究 的 基础 在 下 面 对 这 种 函数 的 研究 将 不 依赖 于 这 种 表达 式 , 就 是 说 ， 
我 们 不 去 证 明 这 种 特征 对 用 量 的 运算 表达 的 相互 依 囊 性 的 概念 的 必要 性 和 充分 性 ， 
直接 从 下 面 的 定义 出 发 : 

一 个 复 变量 w 随 另 一 个 复 变量 * 的 改变 如 可 具有 这 样 的 性 质 , me D 的 
值 与 微分 dz 的 值 无 关 , 我 们 就 说 w 是 eg, 


2. 


不 论 是 w 还 是 z, 都 被 认为 是 变量 , 它们 都 可 以 取 征 一 复数 值 . 这 样 一 种 展 布 
在 一 二 维 连 通 区 域 上 的 变动 范围 (Veränderlichkeit) 的 概念 , 通过 与 立体 的 几何 直 
观 相 联系 , 理解 起 来 就 会 容易 得 多 . 

设想 量 z 的 每 一 值 z + yi 用 平面 4 上 其 直角 坐标 为 z,y 的 点 O 来 表示 , 量 
w WA u+ vi 用 平面 B 上 其 直角 坐标 为 u,v 的 点 Q 来 表示 . 于 是 量 w 对 量 
z 的 每 一 依赖 关系 就 可 表示 为 点 Q 的 位 置 对 点 O 的 位 置 的 依赖 关系 . 对 z 每 一 个 
值 都 有 一 个 随 z 连续 改变 的 w 的 一 个 确定 的 值 与 之 对 应 , 换言之 , 如 果 Div 是 
zy 的 连续 函数 , 则 平面 A 上 的 每 一 点 与 平面 5 上 的 一 点 相对 应 , 其 上 的 每 一 条 
曲线 , 一 般 来 说 , 与 平面 B 上 的 一 条 曲线 相对 应 , 其 上 的 每 一 块 连通 的 面 块 与 平面 
B 上 的 一 块 连通 的 面 块 相 对 应 . 因而 人 们 可 以 把 这 样 一 个 基 w 对 量 z 的 依赖 关系 
设想 为 平面 4 到 平面 B 上 的 一 个 映射 (Abbildung). 

3. 

现在 我 们 来 研究 在 w 为 复 变量 z 的 函数 , 即 , 在 E 与 dz 无 关 时 , 这 个 映射 
会 有 什么 性 质 . 

我 们 用 o 来 表示 平面 4 上 点 O 附近 的 一 个 不 定点 , 用 g 表 它 在 平面 B 上 的 
像 , FE z+ yi de + dy i Dud + du de i RE z 和 w 在 这 两 点 的 值 . 于 是 


1 这 一 断言 在 那 种 可 以 通过 微分 法 则 从 用 z 来 表示 w 的 表达 式 求 出 g 对 z 的 表达 式 来 的 
所 有 情况 下 都 是 正确 的 ; 它 的 严格 的 一 般 有 效 性 至 今 尚 有 待 确立 - 
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可 以 把 dz,dy 和 du, dv 看 成 是 点 o 及 q 相对 于 以 点 O RO 为 原点 时 的 直角 坐标 ， 
而 且 如 果 令 dei dy i= se” 以 及 wu 二 dv i= ne”, HIR £, p,n, 就 是 这 两 个 点 以 
点 OR Q 为 原点 时 的 极 坐标 . RER o 及 o 为 点 o 在 无 限 靠近 O 的 两 个 确定 
点 , 并 且 把 与 它们 相关 的 其 余 符号 的 意义 用 相应 的 指标 表示 出 来 , 那么 假设 

du +dv' i _ du" +dv" i 

dr +dy i da" + dy"i 


以 及 随 之 而 来 的 
二 do 
durdi n” dydy i ei s 


由 此 得 出 z = 5 Dä y = y er, URIE, 在 三 角形 Oo' 与 三 角形 
YQy' 中 角 dd 与 角 die 相等 , 而 且 它们 的 对 角 边 相互 成 比例 . 
因此 在 两 个 互相 对 应 的 无 限 小 的 三 角形 之 间 就 会 有 相似 性 , 从 而 一 般 来 说 , 在 
平面 4 上 的 一 个 无 穷 小 的 部 分 与 其 在 平面 B 的 像 之 间 存在 着 相似 性 . 这 个 定理 的 
一 个 例外 情形 只 有 在 那 种 特殊 情况 下 才 会 出 现 , 那 时 量 = 和 w 相互 对 应 的 改变 所 
成 的 比例 不 为 有 限 , 而 这 种 比例 为 有 限 的 假设 在 推导 中 是 默认 了 的 
A. 


du+dvi p 
如 果 我 们 将 微 商 En 写成 以 下 的 形式 


则 我 们 就 会 得 到 , 在 且 只 有 在 有 
E 


Echt? Echt 


时 , 微 商 才 会 对 dz 和 dy 的 任意 两 个 值 具 有 相同 的 值 . 因此 这 两 个 条 件 就 是 对 于 为 
EE 能 作为 z= 二 < 十 的 函数 来 说 的 充分 和 必要 的 条 件 . 由 此 条 件 得 出 这 
两 个 函数 每 个 单独 都 要 满足 下 述 方程 

bu Pu Pv Pv 


aata” at aT 

DEE 
分 映像 与 原 像 相似 , 这 个 问题 的 一 般 解 ”( 这 是 对 Copenhagen 王室 科学 协会 1822 年 提出 的 悬赏 
问题 的 应 征 论文 , 载 “天 文学 文集 , Schumacher 主编 , 第 三 册 , Altona, 1825") (Gaus 全 集 , 第 TV 
卷 , 189 页 ). 


0, 
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它 为 我 们 研究 这 种 函数 中 的 单独 项 的 性 质 莫 定 了 基础 我们 将 先行 对 整 函数 做 深 
入 的 研究 来 证 明 这 些 性 质 的 最 重要 的 部 分 , 但 是 在 这 之 前 我 们 还 要 对 几 点 属于 一 般 
领域 的 内 容 加 以 说 明和 规定 , 以 便 为 该 研究 铺 平 道 路 . 

5. 


对 下 面 的 研究 我 们 将 把 量 z,y 的 变动 范围 限制 到 一 个 有 限 的 区 域内 , 即 我 们 不 
再 把 O 点 的 位 置 看 成 就 在 平面 4 本 身上 面 , 而 是 看 成 位 于 铺 在 其 上 的 一 个 面 了 上 . 
我 们 选择 这 样 一 种 谈论 相互 有 下 在 一 起 的 面 的 表述 方式 , 这 没有 什么 不 得 体 的 , 为 的 
是 给 我 们 打开 这 样 一 扇 可 能 性 的 大 门 , 使 得 我 们 点 O 的 位 置 可 以 多 次 伸 到 平面 同 
一 部 分 上 面 , 而 且 还 假设 在 这 种 情况 下 , 相互 从 在 一 起 的 面部 分 (Flichentheile) 不 
至 于 沿 一 条 线 连 在 一 起 , 这 样 将 面 折 释 (Umfaltung) 起 来 或 撕 开 (Spaltung) 成 相互 
酝 在 一 起 的 部 分 的 情况 就 不 至 于 发 生 . 

在 平面 的 任何 部 分 上 相互 登 在 一 起 的 面部 分 , 在 其 位 置 的 边界 及 其 定向 ( 即 其 
内 侧 和 外 侧 ) 给 定 后 , 其 数目 就 完全 确定 了 ; 可 是 它们 的 形状 还 是 可 以 各 不 相同 的 

实际 上 如 果 我 们 在 平面 上 通过 被 面 覆 盖 的 部 分 任意 作 一 条 曲线 1, 那么 沿 着 它 
只 有 在 越过 边界 时 相互 覆盖 面部 分 的 数目 才 会 改变 , 确切 地 说 , 就 是 从 外 穿 人 内 时 
改变 一 个 +1, 在 相反 的 情况 下 , 就 改变 一 个 -1, 因此 处 处 都 是 确定 的 . 沿 这 条 线 
的 边 岸 每 一 块 接壤 的 面部 分 以 完全 确定 的 方式 向 外 延 拓 , 直至 与 边界 线 相交 , 因为 
无 论 如 何 只 有 在 个 别 的 点 上 才 会 有 不 确定 性 (Unbestimmtheit), 因而 也 就 是 或 者 在 
这 条 线 上 的 一 点 , 或 者 是 离 这 个 位 置 有 限 远 的 一 个 点 上 才 会 有 这 种 不 确定 性 ; 因此 
如 果 我 们 把 研究 限于 曲线 ! 位 于 面 的 内 那 部 分 并 在 其 两 侧 只 限于 一 充分 小 的 面 带 
(Flächenstreifen), 我 们 就 能 谈 确 定 的 (bestimmten) 接壤 的 面部 分 , 它们 在 两 侧 的 
数目 相等 , 而 且 , 在 我 们 赋予 曲线 以 确定 的 方向 之 时 , 我 们 将 其 左 侧 的 面部 分 记 为 
um, ,an 其 右 侧 的 记 为 af,a4,… ai, 于 是 a 的 每 一 面部 分 就 将 延 拓 成 a 的 
一 个 面部 分 ; 而 且 这 一 点 一 般 来 讲 甚至 对 曲线 ! 的 全 程 来 讲 都 是 这 样 , 可 是 对 ! 的 
特殊 位 置 可 在 它 的 一 点 上 发 生变 化 . 我 们 假定 在 这 样 一 个 点 a 的 上 面 ( 即 沿 ! 的 前 
面 的 那些 部 分 ) 面部 分 aiaz,- ,ar RER DEE d ei ,a 和 相连 接 , 但 是 
在 它 的 下 面 则 与 后 者 连接 的 则 是 aa ,aa,… ,ao。, 其 中 a1,a2,… ,am 只 是 在 顺序 
上 不 同 于 1,2,… ,n, 所 以 在 o 的 上 面 一 个 从 a ER a, 的 点 , 当 它 在 o 的 下 面 回 
到 左 侧 时 , 它 就 会 到 达 面 部 分 oo, 而 当 它 从 左 到 右 绕 点 " 转 一 圈 时 , 那么 这 时 面 
部 分 所 在 的 指标 , 其 顺序 就 将 会 按 下 述 数字 排列 : 


laanaa :an 


在 这 个 序列 中 , 只 要 1 没有 重复 , 所 有 各 项 必定 是 各 不 相同 的 , 因为 对 任 一 中 间 项 
apu 以 及 在 它 前 面 直至 1 的 所 有 各 项 必定 是 按 紧 接着 的 顺序 一 个 领先 一 个 ; 但 是 
经 一 定数 目的 项 数 后 , 这 个 数目 显然 必定 会 小 于 n 设 它 等 于 m, 这 时 项 1 又 重新 
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出 现 , 那么 余下 的 各 项 必定 又 会 按 原来 的 顺序 排列 . 于 是 那个 围绕 着 转动 的 点 在 
每 转 过 m 圈 之 后 又 重新 回 到 原来 的 面部 分 上 , 而 且 只 限于 在 这 m 块 相互 登 在 一 起 
的 面部 分 上 , 这 些 面部 分 在 点 o 上 连接 成 一 个 单独 的 点 . 我 们 称 这 个 点 为 面 了 的 
Im 一 1) 阶 支点 (Windungspunkt). 通过 将 同样 的 方法 应 用 到 其 余 n- m 个 面部 分 ， 
如 果 它 们 不 是 走 散 开 的 , 它们 就 会 分 解 为 由 m1,m2,… 个 面部 分 组 成 的 系统 , 在 这 
种 情况 下 在 o 点 上 还 有 (m — 1) 阶 的 , (ma — 1) 阶 的 , ……… 支点 存在 . 

如 果 T 的 边界 的 位 置 及 其 定向 , 以 及 它 的 支点 的 位 置 都 已 给 定 , 那么 了 或 者 
是 已 完全 确定 , 或 者 是 仍 还 限于 有 限 个 不 同 的 位 形 ; 后 者 , 在 目前 看 来 这 些 确定 的 
面 块 与 相互 秋 置 的 不 同 面部 分 相关 . 

一 个 变量 , 如 果 它 对 面 了 上 的 任 一 点 O, 一 般 来 说 , 也 就 是 无 一 例外 地 只 排除 
个 别 的 线 与 点 , 所 取 的 确定 值 随 该 点 的 位 置 连续 改变 , 显然 就 可 以 看 成 是 z,y 的 
函数 , 而 且 今后 随时 随地 只 要 是 谈 z,y 的 函数 , 就 是 按 这 个 方式 来 规定 这 个 概念. 

可 是 在 我 们 转向 考察 这 种 函数 之 前 , 我 们 还 要 插入 几 句 有 关 面 的 连通 性 的 话 . 
就 此 我 们 将 只 限于 讨论 这 样 的 面 , 它们 尚未 沿 一 条 线 被 撕 开 . 

6. 


两 个 面部 分 , 如 果 在 面 内 有 一 条 线 能 将 一 面部 分 内 的 点 与 另 一 面部 分 内 的 点 连 
起 来 , 我 们 就 认为 它们 是 连通 的 , 或 者 说 属于 同一 块 而 , 否则 就 认为 它们 分 离 的 . 

一 块 面 的 连通 性 的 研究 是 以 用 机 灾 线 将 面 制 开 的 方法 为 基础 的 , GEN 
线 是 指 -条 从 一 个 边界 点 单 重 ( 即 其 上 没有 -- 个 点 是 多 重点 ) 地 经 过 内 部 抵达 一 个 
边界 点 的 线 , 后 面 这 个 点 也 可 以 是 位 于 作为 边界 外 加 上 去 的 部 分 , 那么 也 可 以 就 是 
模 制 线 上 的 原来 那个 点 

一 片 连通 的 面 , 如 果 任意 机 宙 线 都 能 将 它 分 成 几 块 , 我们 就 说 它 是 单 连通 的 , 否 
则 就 说 成 是 多 连通 的 . 

引 理 工 一 单 连通 面 4 由 任 一 横 荐 线 ab 分 着 成 两 个 单 连通 的 块 


设 在 这 两 块 中 有 一 块 不 能 由 横 割 线 cd 分 成 小 块 , 则 我 们 显然 有 , 分 别 根据 其 
两 个 端点 都 不 在 , 或 者 只 有 端点 c 在 , 或 者 两 个 端点 都 在 ab 上 的 不 同情 况 , 通过 沿 
整个 ob 线 , 或 沿 ob 部 分 , 或 沿 cd 部 分 与 它 连接 起 来 , 就 会 得 到 一 个 连通 的 面 , E 
可 通过 一 条 横 割 线 从 4 得 出 来 , 这 就 与 假设 矛盾 - 


引 理 II 如 果 一 面 了 通过 ni RRR q 分 割 成 mi 块 单 连通 的 面 块 系统 


这 个 限制 甚至 不 是 函数 的 概念 对 本 身 所 要 求 的 , 而 是 为 了 能 将 无 穷 小 计算 应 用 于 其 上 所 要 
求 的 : 一 个 在 一 块 面 上 的 所 有 点 上 都 不 连续 的 函数 , 例如 像 这 样 的 函数 , 它 在 可 公 度 的 = 和 可 公 
度 的 y 上 取 值 为 1, 但 对 其 余 的 z,y 上 则 取 值 为 2, 我 们 对 它 既 不 能 微分 , 又 不 能 积分 , 因而 根本 
就 不 能 对 它 (直接 ) 作 无 穷 计算 . 我 们 在 此 对 面 T 有 意 作 的 这 个 限制 将 在 稍 后 (15 节 ) 来 说 明 它 
的 必要 性 

i 所 谓 通过 多 条 模 划 线 的 分 割 总 是 要 按 逐 次 的 方式 来 理解, 即将 由 横 割 线 产生 的 这 样 的 一 个 
面 再 通过 一 个 新 的 模 割 线 作 进一步 的 分 割 - 
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Ta, NÄE na RRR q 分 割 成 ma 块 面 块 系统 Ta, 则 ma 一 ma 不 可 能 > nı 一 mi- 


各 的 每 一 条 线 , 如 果 它 不 完全 落 在 线 系 a 中 , 就 同时 会 形成 面 T 的 一 条 或 多 
条 横 割 线 qr, 作为 横 制 线 A 的 端点 可 以 认为 是 : 


a) BIRER o 的 2na 端点 , 但 如 果 它 们 的 端点 与 线 系 @ 的 一 部 分 重合 时 , 则 除 
外 . 

b) WRR o 中 的 每 一 个 与 线 q 的 中 间 点 相交 的 中 间 点 , 但 如 果 它 已 经 是 处 
Fa 的 另 一 条 线 中 , 即 如 果 它 与 q 的 一 条 横 割 线 的 端点 重合 时 , 则 除外 . 


现在 我 们 来 用 / 表示 这 两 个 系统 的 横 割 线 在 其 全 程 中 相遇 或 分 盆 的 次 数 (其 

中 单个 的 共同 点 这 时 要 计 入 两 次 ), 用 wv 表示 gq 的 端 部 与 g 的 一 个 中 部 相 琶 合 的 

次 数 , 用 a qa 的 端 部 与 % 的 中 部 相 琶 合 的 次 数 , 最 后 用 vs 表示 o, 的 端 部 与 

qm 的 端 部 相 得 合 的 次 数 , 那么 提供 的 横 割 线 A, 的 端点 个 数 为 Nr. 1: 2n2 — vz — va, 

Nr. 2: p- n 但 是 这 两 种 情况 合 起 来 就 包括 了 全 部 的 端点 , 而 且 每 个 只 含 一 次 . 因 
而 这 种 横 割 线 的 总 数 就 是 

2na- v- vt+h— 

2 


用 完全 相同 的 推论 可 以 得 出 由 横 割 线 q 生成 的 面 系 Ta HIRR qi 的 总 数 为 


2m n-th- 
i 


=m+s. 


因而 =n +s. 于 是 面 系 NT 显然 通过 na+s 条 横 截 线 g, 就 会 变 成 和 面 系 Ta 由 n +s 
条 横 制 线 A 所 分 割 成 的 面 系 一 样 . 但 是 T, 由 ma 块 单 连通 块 构成 因而 根据 引 理 I 
通过 ma + e 条 横 割 线 分 割 成 mi + nz + s 块 面 块 ; 因而 , 如 果 ma < ma +n — ni, 
那么 Ti 的 面 块 数目 经 m +s 条 横 割 线 分 割 后 就 会 使 多 块 数 多 过 ni +s, 而 这 是 无 
意义 的 . 

如 果 将 不 定 的 横 制 线 数 用 m 来 表示 , 块 的 数目 用 m 来 表示 , 那么 由 于 这 个 引 理 ， 
对 将 一 个 面 分 割 成 单 连通 块 的 所 有 分 割 来 说 , — m 是 一 个 常数 ; 因为 如 果 我 们 任 
取 两 个 确定 的 分 割 , 一 个 通过 ni 条 横 制 线 的 分 割 成 mi 块 , 一 个 通过 na 条 横 割 线 
分 割 成 ma 块 , 那么 在 第 一 次 分 割 成 的 块 为 单 连通 块 时, 就 会 有 n- m < nn 一 mi， 
而 在 后 者 为 单 连通 块 时 就 有 ni -m < na - m, 因而 当 二 者 均 如 此 时 , 就 会 有 
m -m =n mm 

完全 有 理由 可 以 将 这 个 数 命名 为 一 个 面 的 “连通 度 (Ordnung des Zusammeng- 
hangs)”; 它 将 能 

通过 任 一 横 割 线 会 减 小 1 一 一 这 是 根据 定义 ， 

通过 从 内 部 的 任 一 内 点 简单 地 连 到 边界 的 一 条 线 , 或 一 条 经 过 先前 的 交点 的 线 
都 不 会 发 生 改 变 , 以 及 
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通过 一 条 完全 处 于 内 部 、 两 端点 也 在 内 部 的 一 条 割 线 会 增加 1, 

因为 前 者 是 通过 一 条 横 割 线 , 而 后 者 是 通过 两 条 横 割 线 变 成 的 一 条 横 割 线 . 

最 后 对 一 由 多 块 面 构成 的 面 来 说 , 在 将 这 些 块 的 连通 度 相 加 时 , 它 的 连通 度 将 
保持 不 变 . 

然而 我 们 在 以 下 将 主要 限于 由 一 块 组 成 的 面 , 并 且 用 单 连通 , 双 连 通 等 等 这 样 
质朴 无 华 的 称呼 来 表示 它们 的 连通 性 , 其 中 所 谓 n 重 连通 的 面 就 是 指 这 样 一 种 面 ， 
能 用 n- 1 条 横 割 线 把 它 分 割 成 一 单 连通 的 面 . 

有 关 面 的 连通 性 与 其 边界 之 间 的 关系 易 知 有 : 


1) 单 连通 面 的 边界 必定 是 由 一 条 单一 的 封闭 曲线 组 成 . 

如 果 边 界 由 分 隔 开 的 段 组 成 , 那么 就 会 有 一 条 横 制 线 q, 它 把 一 个 自 a 的 点 与 
另 一 个 段 b 的 点 连接 起 来 , 只 会 与 连通 的 面部 分 相交 , 因为 在 面 的 内 部 会 有 一 条 线 
从 横 割 线 g 的 一 侧 通 到 它 的 对 面 一 侧 ; 这 样 一 来 横 割 线 9 就 不 会 把 面 制 成 小 块 , 而 
这 与 假设 矛盾 

2) 用 任意 一 条 横 割 线 只 能 使 边界 段 的 数目 , 要 么 减少 1, 要 么 增加 1. 

RMR 4 要 么 把 一 边界 段 a 的 一 个 点 与 男 一 个 边界 段 b 的 点 连 起 一 
在 这 种 情况 下 全 部 这 种 线 按 顺序 a,q,5,q 合 起 来 形成 边界 线 的 一 条 单一 的 封闭 段 . 

或 者 它 把 一 段 边界 上 的 两 个 点 连 起 来 一 一 在 这 种 情况 下 通过 它 的 两 个 端点 它 
分 成 两 段 , 其 中 每 一 段 与 横 割 线 合 起 来 形成 一 条 封闭 的 边界 段 . 一 一 

或 者 最 后 它 终止 于 它 前 面 的 一 个 点 , 并 且 能 够 看 成 是 由 一 条 封闭 的 曲线 o 与 
另 一 条 线 ! 组 合 而 成 , 这 条 线 ! 把 。 的 一 个 点 与 一 边界 段 a 上 的 一 个 点 连 起 来 一 
在 这 种 情况 下 o 形成 边界 段 的 一 部 分 , a,1,0,1 形成 它 的 另 一 部 分 , 二 者 都 是 自行 封 
闭 的 . 

从 而 就 会 有 , 要 么 一 一 在 第 一 个 情况 下 一 一 以 一 条 边界 段 代替 两 条 , 或 者 要 
么 一 在 后 两 种 情况 下 一 一 用 两 条 边界 段 来 代 蔡 一 条 , 我 们 的 定理 就 由 此 推 得 . 


由 此 可 知 , 构成 n 重 连 通 面 块 的 边界 的 线段 数 要 么 =n, 要 么 是 一 个 偶数 . 

由 此 我 们 还 可 以 得 出 下 述 推论 : 

如 果 n 重 连通 面 块 的 边界 的 线段 数 = n, 则 通过 任 一 在 其 内 部 自行 封闭 的 简 
单 横 割 线 割 成 分 离 的 两 块 . 

因为 这 样 做 不 会 改变 其 连通 度 , 边界 段 的 数目 就 要 增加 一 个 2, 因而 这 个 面 , 如 
果 它 还 是 连通 的 话 , 就 将 是 一 块 n 重 连通 面 而 却 有 着 n +2 条 边界 线段 这 是 不 可 
能 的 . 


7. 
设 X 与 Y 为 二 个 对 铺 在 4 上 的 面 T 的 全 部 点 (z,y) 为 连续 的 函数 , 如 果 将 
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边界 上 任 一 点 向 内 的 法 线 对 z 轴 的 倾角 记 为 &, 对 y 轴 的 倾角 记 为 n, 则 展 布 在 这 
个 面 上 的 所 有 面 元 dT 的 积分 


TI, ler Tue +Y cosnds 


可 以 换 成 沿边 界线 的 所 有 线 元 ds 的 积分 . 

为 了 转换 积分 (EZ 我 们 把 平面 4 被 面 T 所 烤 盖 的 部 分 用 平行 于 z 轴 
的 一 组 平行 线 分 割 成 带 元 ,而 且 是 这 样 来 分 割 , 使 得 面 T 的 每 一 分 支点 在 一 条 这 
样 的 分 割 线 上 . 在 这 个 假设 下 T 位 于 其 上 的 每 一 部 分 都 是 由 一 个 或 数 个 分 开拓 列 
的 梯形 块 所 组 成 ， 这 种 面 带 从 y 轴 切 出 一 微 元 dy, 于 是 某 一 个 面 带 对 (EZ 


的 贡献 值 显然 会 =dy | ZX dz, 这 里 这 个 积分 是 滑 属 于 面 了 上 的 那 条 直线 , 该 
直线 与 经 过 dy 的 一 条 法 线 相 重合 . 现在 设 这 些 直线 的 下 端点 ( 即 那些 对 应 的 - 
最 小 的 点 ) 为 0,,0,,0,,…， 其 上 端点 为 0',0",0”, 将 函数 X 些 点 的 
值 分 别 记 为 A, e 将 面 带 从 边界 线 上 所 切割 出 的 相应 线 元 记 为 
de dau ,ds',ds"，,…, BE 在 这 些 线 元 处 的 值 记 为 6,6,，… EE, 那么 就 
有 


TE E E ED BE Ep 4o 
ES 
倾角 上 显然 在 下 端点 处 为 锐角 , 在 上 端点 处 为 钝 角 , 于 是 有 
曲 =eos6d = cos €, d£, 


= -asfi =- oost" 


通过 代入 这 些 值 就 得 到 
au | Za =- J X cosgds, 


其 中 求 和 是 对 所 有 的 边界 线 元 来 作 的 , 这 些 边界 线 元 在 y 轴 上 的 投影 就 是 dy. 
对 所 有 在 考察 中 会 出 现 的 dy 积分 , 显然 会 穷尽 面 T 的 所 有 面 元 和 边界 线 的 所 
有 线 元 , 于 是 我 们 就 得 到 , 在 此 范围 内 ,有 


JEE 


通过 完全 类 似 的 推导 , 我 们 有 
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从 而 得 到 
J (Z + il dr= -/ Coe +Y cosn) ds, w.z.b.w.* 


8. 


我 们 用 s 表 在 边界 线 上 从 一 固定 点 沿 某 一 稍 后 来 确定 的 方向 来 计算 的 , 至 一 

未 定点 Oo 的 长 度 , 并 用 p 表 在 此 点 所 作 的 法 线 上 一 未 定点 O 离 该 点 的 距离 , 以 指 

向 内 为 正 , 那么 显然 可 以 将 在 点 O 处 的 = 和 y 的 值 看 成 是 s A p 的 函数 , 于 是 在 
边界 线 的 点 上 就 有 下 述 偏 微 商 的 关系 : 

ðr 

E) 


其 中 上 面 的 符号 适用 于 当 沿 量 s 增长 的 方向 与 p 的 增长 的 方向 所 夹 的 角 与 z 轴 和 
y 轴 所 夹 的 角 一 样 , 如 果 相 反 , 就 适用 下 面 的 符号 . 我 们 将 在 边界 上 的 所 有 部 分 将 这 
个 方向 取 成 使 得 有 


y = F cos$, 


= EH Ze 
em mn g =+osm ge 


Eat? Eet 

这 一 般 来 说 对 我 们 的 结果 不 会 有 大 的 妨碍 . 

显然 我 们 可 以 把 这 种 规定 扩展 到 的 内 部 的 线 上 ; 只 不 过 在 此 为 了 规定 dp 和 
ds 的 符号 , 在 保持 它们 的 相对 关系 和 在 那里 所 规定 的 一 致 下 , 还 要 补充 一 点 , 即 要 
说 明 , 要 规定 的 符号 究竟 是 dp 的 , 还 是 ds 的 ; 确切 地 说 , 对 一 条 能 缩 成 一 点 的 线 要 
说 明 , 由 它 所 分 割 开 的 面 块 中 它 是 哪 一 块 的 边界 , 由 此 就 可 把 dp 的 符号 确定 下 来 ， 
而 在 不 能 缩 成 一 点 的 线 的 情况 下 则 要 说 明 其 起 点 , 即 s 在 那里 取 最 小 值 的 端点 . 

将 在 上 一 节 所 得 到 的 cose 和 cosn 的 值 代入 就 得 到 了 所 要 证 明 的 方程 , 和 在 
那里 所 取 的 范围 一 样 : 


E ACC 


通过 将 上 节 末 的 定理 应 用 到 在 面 的 所 有 部 分 均 有 


ax ƏY 
ze" Se 


=0 


的 情形 , 我 们 将 得 到 下 述 定理 : 
* w.z.b.w. = 这 正 是 要 证 明 的 . — 中 译 者 注 
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工 设 X A Y 是 两 个 在 T 的 任意 点 上 为 有 限 , 连续 并 满足 下 述 方程 


的 函数 , 那么 通过 扩展 到 T 的 整个 边界 上 后 有 


IESSE 


设想 将 展 布 在 A 上 的 面 们 以 任意 方式 分 成 两 块 7 ar, 则 下 述 对 T 的 边 


界 的 积分 
IECH 


就 可 看 出 是 对 T， 边界 的 积分 与 对 Ts 边界 的 积分 之 差 . 因为 这 时 Ta 延伸 到 T 边 
界 的 部 分 二 者 的 积分 在 此 互相 抵消 , 而 它 所 有 其 余 的 边界 线 元 正好 对 应 于 Ta 边界 
的 线 元 . 

借助 于 这 个 变换 由 定理 工 得 出 : 

II. 下 述 对 展 布 在 A 上 的 面 的 全 部 边界 的 积分 


0z ,Oy 
Ježa. 

的 值 , 在 扩大 或 缩小 一 个 任意 常数 下 保持 不 变 , 只 是 在 这 样 做 时 要 求 不 会 有 在 其 中 
定理 I 的 假设 得 不 到 满足 的 面 块 出 人 其 中 . 

如 果 函 数 X 和 Y 的 确 在 面 T 任 一 部 分 上 都 满足 上 述 微分 方程 , 但 在 个 别 的 
线 或 点 上 被 不 连续 所 困扰 , 那么 对 每 一 条 这 样 的 线 和 每 一 个 这 样 的 点 我 们 可 以 用 一 
块 任意 的 无 限 小 的 面部 分 作为 外 这 把 它们 围 起 来 , 于 是 通过 应 用 定理 II 我 们 就 得 
EI 


II 对 T 的 全 部 边界 求 积 的 积分 
ezea. 
等 于 下 述 积分 
IECH 


对 所 有 包围 不 连续 之 处 的 边界 求 积 之 和 , 而 且 对 每 一 个 这 种 不 连续 的 地 方 , 不 管用 
多 么 狭窄 的 边界 去 包围 它 , 积分 保持 为 同一 个 值 . 

对 纯粹 的 不 连续 点 , 如 果 随 着 点 O 到 这 点 的 距离 p 同时 有 pX 和 pY IEN 
小 , 则 这 个 值 必定 为 堆 ; 因为 这 时 如 果 我 们 引进 一 个 以 这 个 点 为 原点 , 以 任何 方向 
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为 极 轴 的 极 坐标 p,p, 并 且 选 一 个 围绕 着 该 点 半径 为 p 的 圆 作为 围 线 , 则 沿 这 条 围 


线 的 积分 可 表 为 Ee A 
L Cira) e 


ENER TE <, 因为 不管 < 多 么 小 ,总 可 以 将 p 取得 这 样 小 
使 得 在 不 计 正 负 时 《全 + Y AE) p o Spur Aen 


INECC 


IV. 既然 对 展 布 在 4 上 的 一 单 连 通 面 的 任 一 面部 分 沿 其 整个 边界 所 作 的 积分 
e, ar 
EE 


Dë fl =o 


那么 就 可 得 知 , 对 任意 两 个 固定 点 Oo 和 O, 沿 位 于 其 中 从 Oo 到 O 的 所 有 路 线 的 
积分 均 具 有 相同 的 值 . 

将 点 Oo 和 O 连接 起 来 的 任意 两 条 曲线 s, 和 sa 合 起 来 就 形成 一 条 封闭 曲线 
ss. 这 条 曲线 或 者 是 本 身 就 具有 未 与 任何 多 重点 相交 的 性 质 , 或 者 我 们 可 以 将 它 分 
解 成 多 个 全 都 是 简单 的 闭 曲线 , 办 法 就 是 从 它 的 任 一 点 出 发 沿 该 曲线 前 行 , 每 次 遇 
到 了 前 面 的 一 个 点 时 就 将 这 中 间 经 过 的 部 分 分 离 出 去 , 并 把 这 接 下 来 的 部 分 看 成 是 
前 面部 分 的 直接 的 接续 . 每 一 条 这 样 的 曲线 都 会 将 面 分 成 一 个 单 连通 的 区 域 和 一 个 
双 连 通 的 区 域 ; 因此 它 就 必定 构成 其 中 一 块 的 全 部 边界 , 因而 沿 它 的 积分 


Or 
Jë- säin 
根据 假设 = 0. 由 此 可 知 , 如 果 在 积分 过 程 中 处 处 都 是 沿 着 量 s 增 大 的 方向 前 行 的 
话 这 个 结果 对 沿 整个 曲线 sa 的 积分 也 成 立 ; 因此 对 沿 曲线 s 和 sa 的 积分 , 如 果 
还 保持 积分 路 径 的 方向 不 变 的 话 , 即 一 个 从 Oo 到 O, 另 一 个 从 O 到 Oo, 二 者 会 互 
相抵 消 , 从 而 , 如 果 把 后 一 积分 的 方向 改过 来 , 二 者 就 会 相等 
现在 设 有 一 任意 的 面 T, 在 其 中 , 一 般 来 说 , 有 


或 


那么 , 我 们 首先 , 如 果 必 要 的 话 , 将 不 连续 的 地 点 剔除 出 去 , 使 得 在 余下 的 面 块 中 对 
任意 的 面部 分 有 Mie 
JE al -0 


26 M WRU 单 复 变 重 函 数 一 般 理论 基础 


并 用 横 制 线 把 它 分 割 成 单 连通 的 面 7". 于 是 对 在 此 T" 面 内 从 一 点 Oo 连 到 另 一 
点 O 的 曲线 , 我 们 这 个 积分 都 具有 相同 的 值 ; 为 了 简短 起 见 这 个 值 可 以 记 为 


E 
J CZ SE ée ll ds, 
这 样 一 来 在 将 Oo 设想 为 固定 , 将 O 设想 为 可 变动 时 , 它 就 将 对 任 一 O 的 位 置 有 
一 个 与 连 线 无 关 的 确定 的 值 , 从 而 也 就 可 以 看 成 是 z,y 的 一 个 函数 . 这 个 函数 在 O 
沿 任 一 线 元 位 移 ds 时 的 改变 可 以 表示 为 


HCH 


它 在 T* 中 处 处 连续 , 并 且 沿 的 一 条 模 割 线 两 边 相 等 . 
V. 因此 在 将 Oo 设想 为 固定 时 , 积分 


za 人 DÉI säi 
构成 z,y 的 一 个 函数 , 它 在 T 中 处 处 连续 , 但 在 T 中 在 沿 一 条 横 割 线 从 一 个 支点 
到 另 一 个 支点 之 间 越 过 时 会 改变 一 个 常量 , 而 且 其 偏 微分 有 
E ED 
w- a Ka =-X. 
TERR LDR ERA E AE FR AEEA E: 因 
为 如 果 人 们 在 横 制 线 系 中 顺 向 后 的 方向 走 一 一 较 后 的 在 先 一 一 , 那么 这 一 改变 ， 
在 其 值 一 开始 就 对 每 一 横 制 线 就 给 定 了 的 情况 下 , 处 处 都 是 确定 的 ; 但 是 后 者 是 相 
互 无 关 的 . 
10. 


如 果 到 目前 为 止 我 们 一 直 用 X 来 表示 的 函数 代表 


WÉI 

Or ðr’ 

FI Y 来 表示 的 代表 IN you 
s A 


则 有 


E 
DEE E $ SS 二 时 (E: d Zei K 


因此 如 果 函 数 u 和 w 还 满足 方程 
Pu Pu Pu Pu 
tc SC 
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则 有 
ox ƏY 
De t Dy T 
并 由 此 可 以 找到 上 节 诸 定理 对 下 述 表达 式 
Jovi 
它 现在 E 
RISCH 
的 应 用 . 


现在 我 们 假设 函数 u, 包括 它 的 一 阶 微 商 在 内 , 即使 万 一 有 的 不 连续 性 无 论 如 
何 也 不 会 沦 一 条 曲线 发 生 ， 并 且 还 假设 随 着 这 种 不 连续 点 到 O 点 的 距离 p 同时 有 
vi 和 Ka 为 无 限 小 , 从 而 u 的 不 连续 性 根据 上 一 节 II 中 的 注释 完全 可 以 不 计 . 
于 是 在 这 种 情况 下 我 们 就 可 以 在 每 一 条 经 过 不 连续 点 的 直线 上 取 p 的 一 个 值 


R, 使 得 在 这 个 值 之 下 ， 
Bu_ Gudr, uy 


Pap ~ ?Bz Hp + ?5 Dp 
总 是 保持 为 有 限 , 再 用 U 表 u 在 p = R 处 的 值 , M 表 函数 038 在 该 区 间 内 不 
计 其 符号 时 的 最 大 值 ,那么 在 这 些 意义 下 始终 有 u- U < M(Uogp - log R), 从 而 
Mt plu- V) DR pe 都 会 随 p 同时 成 为 无 限 小 ; 但 是 根据 假设 这 一 点 对 pg 以 及 
并 且 在 w 没有 不 连续 性 时 , 对 
ðu ,Ou 本 ,Ou 
HG —vëI 以 及 Des -u ll 


也 都 成 立 ; 因此 上 一 节 所 提 到 的 情形 在 这 里 也 会 出 现 . 
我 们 进一步 假设 由 点 O 的 位 置 所 形成 的 面 7 处 处 单 重地 展 布 在 4 上 , 并 设 
想 其 中 一 个 任意 点 Oo, 在 其 上 u,z,y 取 值 为 uo,zo,yo- 基 


F log((e — 20)? + (v — w)?) = logr, 
HEH zy 的 函数 于 是 就 有 


bi 


Flogr ker _ 
Ke 
的 性 质 , 而 且 只 有 在 z = zo,y = yo, 因而 也 就 是 我 们 的 情况 , 面 了 上 只 有 一 个 点 会 
受到 不 连续 性 之 累 . 
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因此 , 如 果 令 logr 作为 w RA, 根据 9 节 , IIL 相对 于 T 的 整个 边界 的 下 述 


积分 
(ee 多 


等 于 它 对 围绕 Ou 的 任 一 围 道 的 积分 , 而 且 , 因此 我 们 如 果 选 此 围 道 为 一 圆周 , 其 ” 
为 一 常数 值 , 用 p 表 其 上 一 点 沿 任意 方向 到 O 的 弧 长 除 以 半径 , 它 就 会 等 于 


- f Erde- 10gr f tas, 
IG 


=- [uw 


M u 在 Oo 点 连续 时 , 对 一 无 限 小 的 ~ 就 过 渡 为 一 uo2. 
于 是 在 我 们 对 u MT 所 作 的 假设 下 , 对 在 面 内 任 一 u 在 该 处 为 连续 的 点 Oo， 


我 们 有 
u= 去 / (er 党 SS “eer) ds, 


其 中 积分 是 对 整个 边界 的 , 当 积分 是 围绕 Oo 的 圆周 时 , 则 


, wm 
=3/ e 
由 其 中 第 一 个 表达 式 可 以 导出 下 述 


引 理 。 如果 函数 u 在 一 处 处 都 是 单 重 驯 盖 在 平面 4 的 面 7 内 , 一 般 来 讲 , 满 
足 微分 方程 


或 者 由 于 


有 


Pu Pu 
top 

而 且 还 假设 有 

1) 不 满足 这 个 微分 方程 的 点 不 会 构成 面部 分 ， 

ott, DE, DE 不 连续 的 点 不 会 连续 地 充满 一 条 曲线 

D 在 每 一 个 不 连续 点 处 , 量 A BAR O 的 距离 EA 
限 小 , 以 及 

4) u 的 可 移 去 (hebbare) 不 连续 性 已 通过 改变 个 别 点 处 的 值 移 去 , 所 以 它 和 它 
的 全 部 微 商 在 这 个 面 内 部 的 所 有 点 上 均 为 有 限 和 和 连续 . 
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实际 上 , 如 果 我 们 把 点 Oo 考虑 为 可 移动 的 , 则 在 表达 式 


IER 


PRA kene, 值 会 改变 . 但 是 这 些 量 , 包括 它们 的 所 有 微 商 ， 只 要 
Oo 还 保持 在 T 的 内 部 , 对 边界 每 一 弧 元 均 为 z0,y 的 有 限 的 、 连 续 的 函数 , 因为 
微 商 是 用 这 些 量 的 分 式 有 理 函数 来 表示 的 , 在 分 母 中 只 含有 ， WR. 因此 这 个 结论 
对 我 们 的 积分 的 值 ,从 而 对 函数 uo 也 都 成 立 ， 因 为 这 些 量 在 前 面 的 假设 下 只 能 在 
那些 它们 在 该 处 不 连续 的 个 别 点 上 可 能 取 与 之 不 同 的 值 ,而 这 种 可 能 性 通过 引 理 的 
假设 4) 可 以 消除 . 


11. 
在 对 u IER Lag F, 我 们 会 有 下 述 定理 : 
1. RIERA u = 0 0 BE = 0, SE 
我 们 首先 来 证 明 , 一 条 其 上 有 u = 0 和 2 = 0 的 南 线 X 不 可 能 构成 一 块 其 
上 为 正 值 的 面部 分 a 的 边界 . 
假设 出 现 了 这 种 情况 , 那么 我 们 就 从 a 中 市 出 一 块 , 它 的 边界 一 部 分 为 和 , 另 


一 部 分 为 圆周 曲线 , 且 不 含 这 个 圆 的 中 心 点 Oo, 这 种 构 作 总 是 可 能 的 ， 于是, 如果 
我 们 将 O 相对 于 Oo 的 极 坐标 用 7, 来 表示 , 就 有 下 述 沿 这 块 的 全 部 边界 积分 的 


结果 
J our eas 8 /Ee =0, 


PA TAR R EE RER AIE FE AA 


或 者 因为 
就 有 


而 这 是 与 我 们 假设 u 在 a 的 内 部 为 正 是 相 巴 盾 的 . 
用 类 似 的 方式 可 以 证 明 , 对 在 其 中 为 负 的 面 块 b, 在 它 的 边界 上 方程 u = 0 
和 E = 0 不 可 能 成 立 
如 果 现在 在 面 了 上 的 一 条 曲线 上 有 u = 0 和 Z = 0, 而 另 一 方面 在 它 的 某 
一 部 分 上 u 又 异 于 零 , 那么 对 这 样 一 个 面部 分 显然 就 有 , 或 是 由 这 条 曲线 本 身 , 或 
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Kales DEE EE 
Sr 的 曲线 来 作 边界 , 而 这 必定 会 导致 与 前 面 的 假设 相 矛 盾 . 

N. 如 果 沿 一 条 曲线 给 定 了 wu 和 P 的 值 , 则 u 由 此 就 在 T 的 所 有 部 分 被 确定 
下 来 了 . 

Du 和 uz 为 两 个 确定 的 函数 , 它们 满足 加 在 函数 u 上 的 那些 条 件 , 那么 差 
u 一 uz 也 会 满足 这 些 条 件 , 这 由 将 它们 代 和 人 这 些 条 件 就 立即 可 得 出 . 如 果 DI, 
包括 它们 对 p 的 一 阶 微 商 沿 一 曲线 相等 , 但 在 其 他 的 面部 分 上 则 否 , 那么 就 将 会 有 ， 
在 这 条 线 上 u-u =0 和 D = 0, 但 不 能 处 处 =0, 这 与 定理 I 相 违背 . 

IIL 在 内 部 的 点 上 , 如 果 u 不 是 处 处 为 常数 , 则 u 等 于 常数 的 那些 点 必定 形 
成 这 样 的 曲线 , 它 把 大 于 这 个 u 值 的 面 块 与 小 于 这 个 u 值 的 面 块 分 割 开 来 . 

这 个 定理 由 以 下 几 点 组 成 

不 可 能 在 了 的 内 部 的 一 点 上 取 极 小 或 极 大 ; 

不 可 能 只 在 面 的 -- 部 分 上 为 常数 ; 

在 其 上 u = a 的 曲线 , 以 它 作为 边界 的 两 侧 的 面部 分 中 , u - a 不 可 能 有 相同 
的 符号 ; 

容易 看 出 , 与 这 些 定理 相反 的 结论 必定 会 导致 上 节 所 证 明了 的 方程 


1 re 


或 2 
[ue=0 
d 


遭受 到 破坏 , 从 而 是 不 可 能 的 
12. 
现在 我 们 回 过 头 来 考察 一 个 复 变量 w= u+ vi, 它 一 般 来 说 ( 即 不 排除 有 个 别 

例外 的 线 和 点 ), 对 面 7 上 的 每 一 点 具有 一 个 确定 的 , 随 其 位 置 按照 方程 

ðu_ðv D. ðv 

a y Wu "Se 
连续 改变 的 值 , 并 且 按照 先前 的 约定 这 样 来 表示 w 的 这 个 性 质 , 即 我 们 把 w 称 为 
z= r+ yi 的 函数 . 为 了 简化 下 面 的 叙述 我 们 事先 假定 , z 的 函数 在 其 值 的 变化 过 


程 中 不 会 在 个 别 点 上 出 现 不 连续 的 情况 . 
我 们 暂时 认定 面 7 是 单 连 通 的 , 并 且 是 单 重 禾 盖 在 平面 4 上 的 . 
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引 理 ”如 果 一 个 z 的 函数 w 无 论 如 何 也 不 会 沿 整 条 曲线 承受 着 连续 性 被 中 
断 , 并 且 进 一 步 对 面 上 每 一 个 任意 的 点 O', 设 在 这 一 点 上 z = z', 随 着 无 限 靠近 点 
O, w(z 一 2) 将 会 无 限 小 , 则 它 和 它 的 所 有 微 商 必定 在 该 面 内 的 所 有 点 上 有 限 和 连 
续 . 

对 量 w 的 变化 所 作 的 假设 , 如 果 令 z oe, 对 在 面 了 的 任 一 部 分 上 的 u 
和 v, 可 以 分 解 为 


1) 
和 

2) ES EE 

3) 函数 u 和 v 不 会 在 一 条 曲线 上 不 连续 ; 

4) 对 每 一 点 O’, pu 和 pv 将 随同 该 点 到 点 O 的 距离 p 一 同 变 为 无 限 小 ; 


5) 函数 u 和 v 的 通过 改变 个 别 点 处 的 值 可 以 移 去 的 不 连续 性 均 已 排除 . 
由 于 假设 2), 3), 4), 对 面 7 上 的 任 一 部 分 , 沿 其 整个 边界 的 积分 


Or Ou 
IOC 


根据 9 节 , III = 0, 因而 沿 任 一 条 从 Oo 到 O 的 曲线 的 积分 


KT 


(根据 9 节 , IV) 都 会 取 相同 的 值 , 并 由 此 , 在 把 Oo 设想 为 固定 时 ， 形成 让 zi 的 、 
在 每 一 点 上 必定 为 连续 的 函数 U, 而 且 对 它 的 微 商 有 (还 是 根据 DE- on DR 


EE 1o Enn 


A 从 而 函数 U 包括 它 的 全 部 微 商 在 的 所 有 点 上 都 是 有 限 和 连续 的 , 并 且 因此 
这 一 点 对 复 函数 岂 = E- E 及 其 对 z 的 微 商 也 成 立 . 
13. 

现在 我 们 来 研究 , 在 保持 12 节 中 所 作 的 那些 假设 之 下 , 再 假定 , 对 面 内 的 某 一 
定点 0, (z 一 = per'w 在 点 O 无 限 靠近 时 不 变 为 无 限 小 ， 因 此 在 这 种 情况 下 
w EA O 无 限 靠近 O 时 将 变 为 无 穷 大 , 这 时 我 们 假设 , 如 果 量 w 不 是 保持 与 
为 同 阶 , 就 是 说 二 者 的 商 通 近 一 有 限 的 极限 , 至 少 这 两 个 量 的 阶 也 是 相互 成 有 限 的 
比例 , 从 而 使 得 有 一 个 p ER ES w 的 积 在 p 为 无 限 小 时 , 或 者 为 无 限 小 , 或 者 
保持 为 有 限 值 . 如 果 p Ha AER n 是 接近 它 而 大 于 它 的 整数 , 那么 
E (z ru ew 将 随 p 一 起 为 无 限 小 , 从 而 (z sii 作为 z 的 函数 
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因为 TH y dE), ER te ma 12 rm, 从 而 
在 点 är, 如 果 我 人 用 ER 0 HIM, WA al an- 
就 是 一 个 函数 , 它 在 这 点 连续 上 且 = 0, 从 而 会 随 p 一 起 为 无 限 小 , 由 此 根据 12 节 得 
mier Dr 是 点 0 处 的 一 个 连续 务 数 通过 连续 使 用 这 个 方法 , 8 
然 可 知 , go "äm 
a D 
rte t tp Pa 

后 就 变 成 一 个 在 点 O' 处 保持 有 限 和 连续 的 函数 

因此 如 果 在 满足 12 节 的 假设 条 件 下 出 现 的 变化 是 这 样 ， 函数 w 在 am T 
内 部 的 一 点 0' 无 限 通 近 时 变 为 无 限 大 , 则 这 个 无 限 大 的 阶 数 (一 个 与 距离 成 反比 
地 增 大 的 量 看 成 是 一 个 一 阶 的 无 限 大 )， 当 它 有 限时 必定 为 整数 ;而 且 如 果 这 个 数 
=m, Men w 通过 附加 上 一 个 含 2m 个 任意 常数 的 函数 后 就 可 以 变 成 在 这 一 点 
连续 的 函数 


注 . 一 个 函数 , 如 果 确 定 它 的 可 能 方式 包括 了 一 个 一 维 的 连续 区 域 , 我 们 就 把 它 看 成 是 一 个 
含有 一 个 任意 常数 的 函数 


14. 


在 12 节 和 13 节 对 面 7 所 作 的 限制 不 是 本 质 的 .显然 对 任 一 面 内 的 任意 一 点 ， 
我 们 都 可 以 用 一 面 块 把 它 包 围 起 来 , 它 在 那里 具有 所 假设 的 性 质 , 唯一 的 例外 就 是 
该 点 为 该 面 的 支点 时 的 情形 

为 了 研究 这 种 情形 , 我 们 设想 面 T 或 它 的 一 个 面 块 , 含有 一 个 (n 一 1) 阶 的 支 
点 0 设 其 上 z = z = r + y'i, 借助 于 函数 s = (z -- al 把 它 映射 到 另 一 个 平 
面 A 上 , 即 我 们 设想 用 这 个 平面 上 的 一 个 点 6, 它 的 直角 坐标 为 6,n, 来 代表 函数 
<S=6+ 虽 在 0 点 的 值 , 并 把 点 9 看 成 是 点 O 的 像 . 用 这 个 办 法 我 们 就 得 到 了 在 
A 上 铺 开 的 一 个 连通 面 作为 面 T 上 这 一 部 分 的 像 , 它 在 点 O 的 像 点 6' 上 不 再 会 
有 支点 , 下 面 我 们 马上 来 证 明 这 一 点 . 

为 了 明确 概念 起 见 我 们 设想 围绕 着 平面 4 上 的 点 O, 以 半径 R 作 一 个 圆 , 并且 
平行 > 轴 作 一 条 直径 , 在 其 上 z- z' 将 取 实 值 . 于 是 由 这 个 圆 制 出 去 包围 支点 的 面 
块 后 的 面 T, 如 果 忆 选 得 充分 小 , 就 会 在 这 条 直径 的 两 侧 被 分 隔 成 块 散 开 成 半 回 
形 的 面 块 . 在 直径 的 一 侧 , 如 果 vu 为 正 , 这 一 侧 的 面 块 我 们 就 记 为 at,az，… ,an， 
而 在 对 着 的 另 一 侧 上 的 面 块 就 记 为 gj,o,…… RER, 在 z-z 取 负 值 时 , 将 
am ,an ERR ai, ai, a, 连 起 来 , Z z-z 取 正 值 时 , 则 顺序 地 与 
ahai, ah 连接 起 来 , 这 样 一 来 这 样 假设 就 显然 可 使 得 一 个 ( 按 所 要 求 的 方向 ) ` 
绕 点 0' 转圈 的 点 将 依次 经 过 面 a1,a4,a2, 9,… , anan, 在 经 过 ah 后 又 回 到 a, 上 
来 . 现在 我 们 在 这 两 个 平面 上 都 引入 极 坐标 , 也 就 是 令 z-z = per = oe, 并 
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且 为 了 讨论 DEER, RITE (> - 2 = ptest 的 那样 一 些 值 ,使 得 后 一 表 
达 式 满足 设 定 0 < w <m, 于 是 对 a 的 所 有 点 就 有 o< Aide Dr 这 样 一 来 
它 在 平面 A 的 像 就 完全 落 在 一 个 其 极 角 从 世 = 0 到 y= T, 半径 为 e WEEN 
区 内 , 而 且 对 o 上 的 每 一 个 点 都 有 这 个 房 区 的 一 个 唯一 换 , 且 随 之 连续 移动 的 点 
与 之 对 应 , 反之 亦 然 , 由 此 得 出 , 面 ; 的 映像 是 单 重 展 布 在 这 个 扁 区 上 的 连通 面 
用 完全 关 似 的 方式 可 知 面 d 是 位 于 从 y= 到 y = 各 的 扇 区 的 映像, os 是 从 
v= ae D anren, 最后, 如 果 我 们 对 这 个 面 上 的 每 一 点 选 其 p 依 
Sp, H 2r, 2 与 37,.…,(2n 一 Us D Zen 之 间 , 而 这 总 有 一 种 方式 且 只 有 一 
种 方式 是 可 能 的 , 这 时 对 a, WAEA y = 加 二 Lx 到 y = 2a 的 扇 区 的 映像. 而 这 
些 扁 区 又 按 这 个 顺序 相互 连接 , BG a 和 e 的 各 个 面 一 样 , 更 确切 地 说 , 在 这 里 相 
接触 的 点 在 那里 对 应 的 也 是 相 接触 的 点 ; 因此 它们 就 可 以 将 那些 面 T 中 包含 点 0 
的 面 块 的 映像 拼接 成 一 块 连通 的 映像 ， 而 且 这 个 映像 显然 是 在 平面 A 单 重 展 布 的 

一 个 变量 , 如 果 它 对 每 一 点 O 都 有 一 确定 的 值 , 那么 它 对 9 每 一 点 也 是 这 样 ， 
反之 亦 然 , 因为 每 一 个 O 只 对 应 一 个 6, 每 一 个 9 也 只 对 应 一 个 0; 如 果 进 一 步 它 
还 是 * 的 函数 , 那么 它 也 是 的 丽 数 , 这 是 因为 , 如 果 e 无 关 , 就 会 有 SE 
与 ds 无 关 , 而 且 反 之 亦 然 .由 此 得 知 , 对 所 有 wi z 的 函数 , 如 果 把 它们 看 成 是 
Li 的 函数 , 那么 12 节 和 13 节 中 的 定理 也 可 以 应 用 到 支点 O 上 , 这 就 给 我 
们 带 来 了 下 面 的 定理 : 

如 果 一 个 * 的 函数 w 在 从 O 向 一 个 (n 一 1) 阶 的 支点 0' 通 近 的 过 程 中 变 为 
无 限 大 ,那么 这 个 无 限 大 量 阶 次 必定 等 于 距离 的 一 个 每 其 指数 为 mm, 而 且 
如 果 这 个 指数 =- 亚 那么 就 能 通过 加 上 一 个 表达 式 


a 
uai 


A. ag. 
E-z) $ (e-z) i Gë 
其 中 a1,a2,… ,am 为 任意 的 复数 , 变 成 在 点 O' 处 的 连续 函数 . 
这 个 定理 包含 了 下 述 结论 作为 它 的 一 个 推论 , 这 就 是 , 如 果 在 点 O EREA 
0O' 时 (z 一 z)*w 变 为 无 限 小 , 则 函数 w 在 点 O 处 连续 
15. 


现在 设想 有 一 个 z 的 函数 , 它 对 展 布 在 4 上 的 任 一 面 了 上 的 每 一 点 O 都 有 
一 确定 的 值 , 并 且 不 是 处 处 为 常数 , 用 几何 的 语言 来 表述 就 是 这 样 , 它 在 点 O 的 值 
w=u+vi 可 以 用 平面 B 上 的 一 个 其 直角 坐标 为 u,v 的 点 Q 来 表示 , 于 是 有 以 下 
结论 : 

工 全 部 点 Q 可 以 说 构成 一 个 面 5, 对 它 的 每 一 个 点 有 一 个 在 了 中 随 之 连续 变 
动 的 点 O 与 之 对 应 . 
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为 了 证 明 这 一 点 , 显然 只 需要 证 明 , 点 Q 的 位 置 总 是 会 随 点 O 的 位 着 变动 (E 
至 , 一 般 来 讲 , 随 着 作 连 续 的 变动 ). 这 一 点 包含 在 下 述 定理 之 中 : 
一 个 = 的 函数 w = ut vi, 如 果 它 不 是 处 处 为 常数 , 就 不 可 能 沿 一 条 线 为 常数 . 
证 设 沿革 一 条 南 线 取 值 常 数值 e+ bi, 则 对 此 疝 线 有 a 以 及 De, 


GH 
它 =- En 


Plu—a) p (u — ai 
ES ôy? 
处 处 = 0; 因此 根据 11 节 , 1, 必定 处 处 u 一 a=0, 又 由 于 


从 而 处 处 也 有 v -b= 0, 这 与 假设 矛盾 . 

I. 由 于 在 工 中 所 作 的 假设 , 面 5 的 面部 分 之 间 不 可 能 是 连通 的 , 如 果 它们 在 
T 中 对 应 部 分 不 是 连通 的 话 ; 反 过 来, 在 T 中 连通 且 w 为 连续 之 处 , 而 5 就 有 相 
应 的 连通 性 , 

这 些 假设 相当 于 说 , 与 5 的 边界 相对 应 的 , 一 部 分 是 T 的 边界 , 另 一 部 分 是 不 
连续 之 处 ; 但 是 在 面部 分 的 内 部 , 除去 个 别 的 点 外 , 处 处 是 单 叶 (schlicht) 地 覆盖 在 
B 上 的 , 也 就 是 说 , 绝 不 会 有 据 开 成 相互 酸 在 一 起 的 面部 分 , WARA RENEE. 

因为 处 处 具有 相应 的 连通 性 , 头 一 个 结论 只 有 在 了 出 现 了 撕 开 时 才 会 发 生 ， 
这 违反 了 假设 ; 后 一 个 结论 我 们 马上 就 来 证 明 . 

我 们 最 先 来 证 明 , 在 TE 为 有 限 之 处 的 点 Q 不 可 能 位 于 面 S WNZ E. 

实际 上 , MEHR T 中 形状 任意 , 大 小 不 定 的 面 块 来 包围 与 点 Op 对 应 的 
Do, 那么 (根据 3 节 ) 我 们 就 一 定 能 够 将 它 的 尺寸 取得 这 样 小 , 使 得 5 的 对 应 面 
部 分 与 之 相差 很 少 , 从 而 是 这 样 小 , 使 得 它 的 边界 在 平面 B Läim op 
个 面 块 . 但 是 如 果 Q 位 于 面 S 的 折 乔 之 上 , 这 就 是 不 可 能 的 . 

作为 > 的 函数 , 现在 DI 根据 工 只 能 在 个 别 点 上 =0, 而 且 由 于 在 中 所 考 
察 的 点 上 连续 , 只 会 在 这 信 视 的 支点 上 变 为 无 限 大 ; 由 于 这 些 , 这 正 是 要 证 明 的 . 

TI 于 是 面 5 就 是 这 样 的 一 个 面 , 对 于 它 在 5 节 对 T 所 作 的 那些 假设 也 能 适 
用 ; 在 这 个 面 内 对 每 一 点 @ 未 定量 z 有 一个 确定 的 值 , 它 随 Q 的 位 置 这 样 连续 地 
改变 , 使 得 52 与 位 置 改变 的 方向 无 关 . 这 样 一 来 它 就 在 用 S 所 描绘 的 量 域 中 构造 
了 一 个 在 前 饼 规 定 的 意义 下 的 、 复 变量 w 随 = 而 变 的 连续 函数 . 

由 此 还 进一步 得 出 : 

ong AET A S 上 两 个 相互 对 应 的 点 , 在 该 处 有 z=’, w = u, 如 果 
它们 中 没有 一 个 支点 , 则 在 Op 0' 无 限 靠近 时 , 一 zm Am, 而 且 


EES 


映像 就 是 在 那里 的 一 个 在 最 小 部 分 上 的 相似 映像; 但 是 如 果 Q 是 一 个 (n 一 1) 阶 
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MER, 是 一 个 (m D 阶 的 支点 则 在 O 向 0 ERN, = 2i am 


近 一 个 有 限 的 极限 , 而 且 在 相互 接触 的 面部 分 出 现 的 映像 类 型 很 容易 由 14 节 给 出 . 
16. 
引 理 ” 设 e 和 有 为 两 个 z,y 的 函数 , 它们 对 任意 地 展 布 在 4 上 的 面 了 的 所 


有 部 分 的 下 述 积分 
IS E 
/ Je SZ ER E Te 


有 有 限 值 , 那么 在 改变 a 之 下 这 个 积分 就 得 出 了 一 个 连续 的 , 或 者 只 是 在 个 别 点 上 
为 不 连续 的 函数 , 它 在 边界 上 = 0, 对 于 这 样 的 函数 总 有 一 个 极 小 值 , 如 果 我 们 通过 
改变 个 别 点 处 的 函数 值 排除 掉 可 移 去 不 连续 性 , 则 只 有 一 个 这 样 的 极 小 值 . 

我 们 用 A 表 一 未 定 的 连续 , 或 还 可 能 只 在 个 别 点 上 为 不 连续 的 函数 , 它 在 边界 
上 = 0, 并且 对 它 展 布 在 整个 面 上 的 下 述 积分 


DAN [3AN 
FOROG 
具有 有 限 值 , 再 用 w 表 不 定 函数 a +A, MIO 表 展 布 在 整个 面 上 的 下 述 积分 
ðw _ 38N? _ (3w 86 
WEE II Je 

函数 的 全 体 构成 一 个 连通 闭 域 , 就 是 说 , 每 一 个 这 样 的 函数 连续 地 过 渡 到 另 一 个 
这 样 的 函数 , 但 是 不 可 能 无 限 副 近 一 个 沿 一 条 曲线 不 连续 的 函数 ， 除非 L 为 无 限 
(17 节 ); 这 样 对 任 一 X 令 w = a + 入 9 取 有 限 值 , 这 个 值 将 随 和 的 形状 连续 改变 
并 随 L 同时 变 为 无 限 , 但 决 不 会 降 到 零 之 下 ; 从 而 N 至 少 对 函数 w 的 某 个 形状 会 
取 极 小 . 


为 了 证 明 我 们 的 定理 的 第 二 部 分 , 设 u 为 w 的 一 个 函数 , 它 使 取 极 小 值 ,为 
在 整个 面 上 某 个 常量 , 它 使 得 w+AA 满足 前 面 对 函 数 — 所 加 的 条 件 . 对 w = uth, N 


将 取 值 为 
WOCHE 
Dec ee, 


MOKROG 


=M +2Nh+ Lh?, 
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于 是 只 要 h 取得 充分 小 , (根据 极 小 的 概念 ) 对 任意 的 和 它 都 必定 会 大 于 M. 但 是 
这 就 要 求 对 任意 作 有 N=0; 因为 否则 的 话 , 在 h 与 N 的 符号 相反 , 而 且 在 不 计 符 
号 时 假设 有 < 了 , 则 下 式 


2 Le 2 
2Nh + Lh? = Lh DI 


就 会 取 负 值 . 令 = 入, 在 这 种 形式 下 它 显然 可 以 取 到 w 的 所 包含 的 所 有 值 , 因 
此 9 对 它 的 值 将 = M + L, 由 于 二 实质 上 为 正 , 从 而 没有 一 个 函数 w 的 形状 能 使 
9 对 它 所 取 的 值 小 于 对 w = u 所 取 的 值 
如 果 我 们 现在 对 w 的 另 一 个 函数 u 求 得 了 另 一 个 在 EME M’, 那么 
上 面 的 结论 对 它 也 适用 , 于 是 有 M' <M 以 及 M < M', 从 而 M = M'. 但 是 如 果 
把 w 写成 A 的 形式 , 则 我 们 就 得 到 M 的 表达 式 为 M + ,其 中 L R LE 
入 = A 时 所 取 的 值 ,而 方程 M = M' 就 给 出 L=0. 这 只 有 在 所 有 的 面部 分 上 有 
EIN EIN 
d7" dy 
时 才 有 可 能 , 因此 , 只 要 N 还 连续 , 这 个 函数 就 必定 是 一 个 常数 , 并 且 由 于 它 在 边 
界 上 = 0, 而 且 不 会 沿 一 条 曲线 发 生 不 连续 , 从 而 最 多 只 能 在 个 别 点 上 有 异 于 零 的 
值 . 因此 , 两 个 函数 , 如 果 它 们 都 赋予 9 一 极 小 , 只 能 在 个 别 点 上 相互 有 差异 , 如 
果 在 函数 u 中 通过 改变 个 别 点 处 的 值 消除 可 以 去 的 不 连续 性 , 这 个 函数 就 完全 确 
Sr, 
17. 


现在 我 们 事后 来 补充 证 明 , 在 和 能 无 限 通 近 一 沿 一 条 曲线 不 连续 的 函数 7 的 
情况 下 , 工 的 有 限 性 将 受到 损害 , 就 是 说 , 如 果 函 数 和 满足 这 样 的 条 件 , 它 在 一 个 包 
围 间断 曲线 的 面部 分 T 之 外 与 7 一 致 ,那么 我 们 总 可 以 将 T 取得 如 此 之 小 , 以 至 
必定 会 大 于 一 个 任意 给 定 的 量 C. 

我 们 在 通常 的 意义 下 关于 不 连续 曲线 取 其 。 和 p, 对 不 定 的 s 我 们 用 x 表 曲 
率 , 当 凸 向 正 p 一 侧 时 视 为 正 , p 在 T 的 边界 正 侧 的 值 用 ps 表示 , 在 负 侧 的 值 用 
pa 表示 , y 相应 的 值 分 别 用 y 和 xz 表示 . 现在 我 们 来 考察 这 条 曲线 上 任 一 连续 弯 
曲 的 一 段 , 则 T 中 包含 在 其 两 端点 的 法 线 之 间 的 部 分 , 如 果 尚 未 扩展 到 曲率 中 心 ， 
则 对 L 的 贡献 为 


Te felt EI ls 
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但 是 在 和 的 两 个 固定 的 边界 值 为 m 和 y 时 , 根据 众所周知 的 规则 求 得 
m-n? 
log(1 — «pa) — log(1 — pi 
从 而 , 即使 设 A 在 T” 的 内 部 , 该 值 也 必定 会 
(n — ma)’nds 
log(1 一 spa) 一 log(1 — sp1) ` 
如 果 (m — y2)? 对 m > pi > 0 和 ma < pa < 0 所 取得 的 最 大 值 随 x - rz 一 道 
变 为 无 限 小 , 则 函数 y 在 p = 0 处 为 连续 ; 于 是 对 s 的 任 一 值 总 可 以 取 这 样 的 一 
个 有 限量 m, 使 得 , 不 管 m -m 取得 如 何 小 , 总 是 会 包含 在 通过 m >p > 0 和 
Ta < pa < 0 (其 中 等 式 是 相互 排斥 的 ) 所 表达 的 p 和 pa 的 边界 值 之 内 , 对 于 它 有 
(M-n) >m. 我 们 再 在 先前 的 限制 下 设 T 取 任何 形状 , 这 时 我 们 给 pi 和 po 以 
确定 的 值 Pi 和 Pa, 并 用 a 来 表示 在 不 连续 曲线 上 沿 所 考察 的 部 分 的 下 述 积分 的 
值 


mnds 
log(1 — «Pa) 一 log(1 — sP)” 
这 样 显然 我 们 能 使 
(med 
log(1 — p2) — log(1 — spi) 
办 法 就 是 , 对 于 s EMRIP pi 和 ps 的 值 , 使 得 下 述 不 等 式 
1—(1—«P)# 1-(1-rP)È 


ne, ae MR m-a 


能 够 成 立 . 但 是 这 会 带 来 这 样 的 结果 , 就 是 , 即使 将 和 取 在 T 之 内 , 那 从 对 T 的 
所 考察 的 面 块 所 得 出 的 上 部 分 就 会 因此 使 得 工 本身 > C, 这 正 是 要 证 明 的 . 


18. 


根据 16 节 我 们 已 经 对 在 那里 规定 函数 u 以 及 一 个 任意 的 函数 A 证 明了 下 述 
展 布 在 整个 面 7 上 的 积分 


ðu 86 DEEN 
n- OC ata a)l 
现在 我 们 要 从 这 个 方程 导出 进一步 的 结论 . 
如 果 我 们 从 面 Lada u, 6, 和 的 不 连续 之 处 的 面 块 ,那么 在 从 余下 的 
TS T” 得 出 的 N 的 部 分 , 借助 一 7 节 , 8 节 , 当 将 其 中 的 X 代 之 以 (人 SI D 


Jz 
au [ðu 88 
YY 代 之 以 EE 
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由 于 加 在 函数 A 上 的 边界 条 件 , 在 相对 于 与 T 有 公共 边界 块 的 T” 部 分 上 的 下 述 


" OCH 


等 于 0, 于 是 N 就 可 以 看 成 是 由 两 部 分 组 合成 的 , 一 部 分 为 对 T" 的 下 述 积分 


Pu Pu 
-Paa 
另 一 部 分 为 对 T 下 述 积分 
(全 _ 3b ðu 86NVBA ðu 88 
UE 
现在 显然 可 知 , 如 果 在 面 了 的 森 一 部 分 上 II er, 那么 N 同样 地 也 可 以 
得 到 异 于 鹤 的 人 ,只 要 我 们 现在 选 \, 它 现 从 还 可 改 自 由 选取 ,在 7 SACH 


"wua, vg A (名 + El 处 处 有 相同 的 符号 . 但 是 如 果 So + 23 


在 的 全 部 上 面 都 0, 那么 对 任意 由 Te 对 N mme, F 
条 件 N=0 EEN, 在 不 连续 处 所 责 献 的 部 分 会 一 

这 样 一 来, 对 于 卫 数 E, 3， 如 果 我 们 令 前 者 =X, AH =Y, 一 
般 来 说 ,我 们 不 仅 有 方程 


而 且 沿 T 的 任 一 部 分 的 全 部 边界 的 下 述 积分 也 会 有 


Br yo) 
Dën 
只 要 这 个 表达 式 通常 还 有 一 个 确定 的 值 的 话 . 

这 样 , 如 果 面 T 是 多 连通 的 话 , (根据 9 节 , V) 用 模 割 线 把 它 剖 分 为 单 连通 的 


T”, 则 下 述 积分 
LGS 


对 在 T* 内 任意 一 条 从 Oo 到 O 的 曲线 都 有 相同 的 值 , 因而 , 将 Oo 看 成 是 固定 
时 , 它 就 构成 一 个 z,y 的 函数 , EE T 内 处 处 连续 , 并 且 沿 割 线 的 两 侧 有 相同 的 
变化 . 把 这 个 函数 v 加 到 8 上 去 , 给 我 们 提供 了 一 个 函数 = B +v, 它 的 微 商 有 
如 -如 以 及 如 -加 
Ehe: "eet? 

于 是 我 们 有 下 述 
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SIS ”如 果 一 连通 面 7 由 横 割 线 剖 分 成 单 连通 的 T", 在 其 上 给 定 了 一 个 z,y 
的 复 函 数 < + pi, 它 展 布 在 整个 面 上 的 下 述 积分 


aa St 各 +2) 
J JE %) Es Të `] SÉ 
有 有 限 值 , 则 它 总 能 , 也 只 能 以 一 种 方式 , 通过 附加 一 个 z,y 的 函数 u+ vi, 变 成 = 
的 函数 , 这 个 函数 u+ vi 满足 下 述 条 件 : 
1) u 在 边界 上 = 0, 或 者 只 在 其 上 的 个 别 点 上 异 于 零 ,v 在 一 点 上 任意 给 定 . 


2) p 在 了 中 以 及 wv ET 中 的 变化 只 在 个 别 点 上 不 连续 , 而 且 只 是 这 样 不 连 
续 , 使 得 展 布 在 整个 面 上 的 下 述 积分 


EM 3u)” avy? av 
II) (ëlo (EI 7 
取 有 限 值 , 而 且 后 者 沿 割 线 两 侧 相 等 . 
以 上 条 件 足以 确定 u+ vi, 这 一 点 可 由 下 面 得 出 , 因为 v 可 由 / 确定 到 只 差 一 
个 附加 的 常数 , 而 u 总 是 同时 会 使 积分 取 极 小 , 因为 如 果 令 u = a + u, 显然 对 
任 一 入 会 有 N =0; 根据 16 节 这 是 一 个 只 有 一 个 函数 才能 具有 的 性 质 . 
19. 


作为 上 一 节 末 所 述 引 理 的 基础 的 原理 , 开辟 了 研究 (与 其 具体 表达 式 无 关 ) 单 
个 复 变量 的 确定 的 函数 之 路 . 

为 了 了 解 这 个 领域 需要 大 致 估计 一 下 为 确定 在 给 定 变 量 域 内 的 这 样 一 个 函数 
所 需 条 件 的 数量 . 

首先 我 们 只 限于 一 个 确定 的 情形 , 如 果 展 布 在 4 上 的 一 个 面 , 变量 域 就 是 用 它 
来 描述 的 , 是 单 连通 的 , 这 样 = 的 函数 w = u + vi 就 可 以 按照 下 面 的 条 件 来 确定 : 

1) u 在 边界 的 所 有 点 上 的 值 给 定 , 它们 在 位 置 的 无 限 小 的 改变 下 改变 一 个 相同 
阶 次 的 无 限 小 量 , 但 在 其 他 情况 下 可 以 随意 改变 . 几 

2) v 在 任 一 点 的 值 可 以 随意 给 定 . 

3) 函数 在 所 有 点 上 应 有 限 和 连续 . 

但 是 通过 这 些 条 件 它 就 完全 确定 下 来 了 . 

实际 上 这 一 点 可 以 从 上 一 节 的 引 理 导出 , 如 果 我 们 这 样 来 确定 a + pi, 而 这 总 
是 可 能 的 , 让 a 在 边界 上 等 于 给 定 的 值 , 而 在 整个 面 上 对 任 一 位 置 的 无 限 小 的 变动 ， 
a 十 Bi 的 改变 为 同 阶 无 限 小 

O 对 这 些 值 的 变化 本 身 只 限制 它 不 要 沿边 界 部 分 发 生 不 连续 ; 只 有 在 避免 在 此 引起 不 必要 的 

麻烦 时 才 会 作 进一步 的 限制 
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因此 , 一 般 来 讲 , u 在 边界 上 作为 s 的 完全 任意 的 函数 给 定 , 并 且 v 由 此 随 之 
处 处 确定 ; 但 是 反 过 来 也 可 以 在 边界 上 每 一 点 任意 给 定 v, 于 是 u 的 值 由 此 随 之 确 
定 . 因此 w 在 边界 点 上 的 值 的 选择 的 活动 空间 在 每 一 边界 点 上 就 包括 了 一 个 一 维 
流 形 , 而 完全 确定 它 就 需要 在 每 一 边界 点 上 有 一 个 方程 , 这 方面 目前 还 不 要 紧 , 使 
得 每 一 个 这 样 的 方程 只 涉及 在 边界 点 上 的 一 项 的 值 . 也 可 以 这 样 来 完成 这 一 确定 ， 
就 是 对 每 一 边界 点 给 定 一 个 随 其 位 置 连续 改变 其 形式 的 , 含 两 项 (原文 Gleider, 疑 
是 Glieder) 的 方程 , 或 者 对 边界 的 多 个 部 分 同时 做 到 , 对 其 中 一 个 部 分 的 每 一 点 令 
n-1 个 确定 点 , 而 对 其 余部 分 每 一 个 则 令 一 个 确定 的 点 与 之 对 应 , 并 且 对 每 n 个 
这 样 的 点 共同 给 以 n 个 随 其 位 置 连续 改变 的 方程 . 但 是 这 些 条 件 , 它们 的 总 体 构成 
一 个 连续 流 形 , 并 且 由 任意 函数 之 间 的 方程 来 表达 , 为 了 能 够 而 且 足 够 确定 一 个 在 
量 的 变化 区 域内 处 处 的 连续 函数 , 一 般 来 说 , 还 需要 再 补充 一 个 用 一 些 单独 的 方程 

对 任意 常数 的 方程 一 一 来 表达 的 限制 , 就 是 这 样 到 现在 为 止 我 们 估计 的 精确 
性 还 没有 谈 到 . 

对 那 种 量 z 的 变化 域 由 一 多 连通 面 来 表示 的 情形 , 以 上 的 研究 不 必 作 实质 的 
改变 , 这 就 是 应 用 18 节 的 引 理 可 以 得 到 直至 越过 横 制 线 所 产生 的 变化 , 就 像 刚才 
处 理 的 函数 一 样 , 如 果 边 界 条 件 所 含 的 可 供 支配 的 常数 个 数 等 于 横 割 线 的 数目 , 这 
种 变化 就 可 令 它 = 0. 

在 内 部 有 一 条 线 上 失去 了 连续 性 的 情况 , 如 果 把 这 条 线 看 成 是 面 的 制 线 , 也 就 
属于 前 面 那 种 情况 . 

最 后 如 果 人 允许 在 一 单个 的 点 上 违反 连续 性 , 因而 根据 12 节 就 可 能 有 函数 的 趋 
向 无 限 大 , 那么 在 对 此 点 保持 平常 在 我 们 的 最 初 情况 所 作 的 假设 之 下 , 我 们 就 能 够 
任意 给 定 一 个 z 的 函数 , 只 要 我 们 要 确定 的 函数 在 减 去 它 之 后 就 会 是 连续 的 ; 但 是 
由 此 它 就 完全 确定 了 . 然后 我 们 令 量 a + Bi 在 一 个 围绕 该 不 连续 点 所 夯 的 任意 小 
的 圆 上 等 于 这 个 给 定 的 函数 , 但 在 其 余地 方 则 等 于 先前 所 规定 的 , 则 沿 这 个 圆 的 下 
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会 = 0, 沿 其 余部 分 的 积分 等 于 一 个 有 限量 , 因此 我 们 可 以 将 上 一 节 的 引 理应 用 上 
去 , 由 此 得 到 一 个 具有 我 们 所 期 望 的 性 质 的 函数 . 于 是 我 们 借助 13 节 中 的 几 个 引 
理 就 可 推 知 , 在 一 般 情况 下 , 如 果 函 数 在 一 个 单独 的 不 连续 点 处 变 为 无 限 大 的 阶 次 
为 m 则 可 供 支配 的 常数 的 个 数 为 2n. 

几何 地 来 表述 就 是 (按照 15 节 ), 一 个 在 一 给 定 的 二 维 量 域内 变化 的 复 变量 = 
的 函数 w, 从 一 个 覆盖 一 给 定 4 的 面 了 (在 其 一 个 最 小 部 分 控 去 个 别 的 点 ) 得 出 
类 似 的 覆盖 B 的 像 5. 这 些 条 件 是 作为 确定 函数 的 充分 而 又 必要 的 条 件 来 求 得 的 ， 
涉及 的 是 它们 在 边界 上 的 值 ,或 是 在 不 连续 点 处 的 值 ; 因此 它们 全 都 好 像 是 (15 节 ) 
S 的 边界 位 置 的 条 件 , 也 就 是 说 , 它们 为 每 一 个 边界 点 给 出 了 一 个 条 件 方程 .既然 
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每 一 个 这 样 的 方程 只 涉及 一 个 边界 点 , 所 以 它们 要 用 一 族 曲线 来 表示 , 由 它们 来 为 
每 一 个 边界 点 生成 一 个 几何 位 置 . 如 果 两 个 相互 连续 错开 的 边界 点 共同 接受 两 个 条 
件 方程 , 那么 就 会 在 这 两 个 边界 部 分 之 间 出 现 一 个 关系 , 使 得 其 中 一 个 实际 上 被 规 
定之 后 , 另 一 个 也 就 随 之 定 下 来 了 . 类 似 的 方式 也 会 为 另 一 种 形式 条 件 方程 给 出 其 
几何 解释 , 我 们 不 能 在 此 进一步 谈 下 去 了 - 


20. 


在 数学 中 引进 复数 量 的 原因 及 其 最 切 近 的 目的 就 在 用 简单 " 量 的 运算 所 表达 
的 变量 间 相 互 关联 的 规律 理论 之 中 . 特别 是 , 如 果 我 们 把 这 些 规 律 应 用 于 一 个 扩大 
了 的 范围 内 , 即 对 它们 所 涉及 的 变量 给 以 复数 值 , 那么 一 种 以 往 是 隐藏 着 的 和 谐 与 
规律 性 就 会 显现 出 来 .发 生 这 种 现象 的 情况 直至 现在 还 才 只 包括 一 个 小 小 的 领域 
一 一 它 几 乎 全 都 可 以 归结 到 两 个 变量 之 间 的 那样 一 种 相互 关联 规律 , 其 中 要 么 一 
个 变量 是 另 一 个 的 代数 中 函数 , 要 么 是 这 样 一 种 函数 , 它 的 微 商 是 个 代数 函数 一 一 
但 是 在 这 里 所 作 的 几乎 每 一 步 不 仅 给 那些 未 用 复 变量 所 得 的 结果 一 个 更 简单 、 更 
完整 的 形式 , 而 且 还 为 新 的 发 现 开辟 了 道路 , 这 方面 对 代数 函数 , 圆 函数 或 者 指数 
函数 , 椭圆 及 Abel 函数 的 研究 的 历史 就 是 明证 . 

下 面 将 简短 地 提示 一 下 , 通过 我 们 对 这 种 函数 的 研究 得 到 了 一 些 什么 样 结果 . 

至 今 为 止 对 这 种 函数 的 研究 方法 都 是 以 一 个 表达 式 作为 定义 为 基础 , 这 个 表达 
式 对 它 的 自 变量 每 一 个 值得 出 这 个 函数 的 一 个 值 ; 通过 我 们 的 研究 证 明 , 由 于 单个 
复 变量 函数 的 一 般 特性 , 在 这 种 定义 中 定义 面 块 (Bestimmungsstiicke) 中 有 一 部 分 
面 块 上 的 规定 是 其 余部 分 定义 面 块 的 推论 , 而 且 定义 面 块 的 范围 可 缩小 到 为 确定 所 
必需 . 这 大 大 地 简化 了 处 理 . 例如 为 了 证 明 同一 函数 的 两 个 表达 式 的 相等 , 以 往 我 
们 就 要 将 一 个 表达 式 转变 成 另 一 个 表达 式 , 这 也 就 是 要 证 明 , 对 自 变量 每 一 个 值 二 
者 均一 致 ; 现在 只 要 证 明 它 们 在 一 个 远 小 得 多 的 范围 内 一 致 就 足够 了 . 

在 这 里 所 提供 的 基础 上 建立 起 来 的 这 种 函数 的 理论 , 可 以 以 一 种 与 用 量 的 运算 
的 确定 方式 无 关 地 来 确定 函数 的 性 状 (Gestaltung) ( 即 它 对 自 变量 每 一 个 值 所 取 的 
值 ), 这 样 对 单个 复 变 量 函数 的 一 般 概念 来 说 , 为 了 确定 函数 只 需 补 上 必要 的 特征 就 
可 以 了 , 然后 就 可 以 过 渡 到 这 个 函数 能 够 具有 的 各 种 不 同 的 表达 式 . 通过 相似 的 县 
的 运算 所 表 出 的 一 类 函数 , 它们 的 共同 特征 于 是 就 用 加 在 它们 身上 的 边界 条 件 和 间 
断 条 件 来 描述 . 例如, 如 果 量 z 的 变动 区 域 是 展 布 在 整个 无 限 平面 A 上 的 一 个 单 
连通 或 多 连通 域 , 而 且 函 数 在 其 中 只 允许 在 个 别 点 上 不 连续 , 确切 地 讲 是 阶 次 为 有 
限 的 无 限 大 ( 即 对 一 个 无 限 大 的 z 就 是 这 个 量 本 身 , 但 对 每 一 个 有 限 的 值 > 则 为 

U 我 们 在 这 里 把 加 和 减 , RAR, 微分 和 积分 都 看 成 是 初等 运算 , 并 且 如 果 一 个 相互 关联 的 规 

律 能 用 更 少 的 初等 运算 来 确定 , 就 说 是 更 加 简单 一 些 . 实际 上 到 目前 为 止 在 分 析 中 所 用 到 的 函数 


都 可 以 用 有 限 个 这 样 的 运算 来 定义 - 
a 即 这 时 在 二 者 之 间 会 有 一 个 代数 方程 
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二 这 时 就 把 它 说 成 是 一 阶 无 限 大 量 ), 那么 这 个 函数 必定 是 代数 函数 , 反之 每 
一 个 代数 函数 也 必定 满足 这 个 条 件 . 

这 个 理论 , 如 我 们 已 经 指出 的 , 容易 由 阐明 量 的 运算 所 决定 的 相互 依赖 关系 来 
确定 , 我 们 不 打算 现在 来 详细 阐述 它 , 因为 我 们 暂时 还 不 研究 函数 的 表达 式 

出 于 同样 的 理由 我 们 也 不 打算 在 这 里 去 涉及 我 们 的 定理 可 应 用 于 六 述 这 个 相 
互 关系 规律 的 一 般 理论 的 基础 价值 , 为 此 需要 证 明 , 这 里 作为 单 复 变量 函数 的 基本 
概念 与 可 以 用 量 的 运算 来 表达 相互 依赖 关系 w 完全 一 致 , 

21. 


我 们 还 要 用 一 个 详尽 的 例子 来 说 明 应 用 我 们 的 一 般 定理 的 好 处 

在 上 一 节 所 指出 的 它 的 应 用 , 尽管 是 在 研究 一 开始 就 提出 来 的 , 还 只 是 一 个 特 
例 ， 因 为 如 果 这 种 相互 依赖 关系 是 由 有 限 个 在 那里 被 看 成 是 基本 运算 的 量 的 运算 
所 决定 , 所 以 函数 只 能 含有 限 个 参数 , 而 这 对 于 足以 确定 函数 的 一 组 相互 无 关 的 边 
界 条 件 和 间断 条 件 就 有 这 样 的 后 果 , 就 是 在 这 种 情况 下 想 要 用 沿 一 条 曲线 在 其 每 一 
点 上 随意 地 给 定 值 来 给 出 这 种 条 件 根本 不 可 能 . 因此 对 我 们 的 目的 来 说 比较 适合 的 
是 , 不 去 从 那里 所 取 的 例子 中 去 选 , 而 宁愿 选 这 样 的 例子 , 其 中 复 变量 的 函数 依赖 
于 一 个 任意 的 函数 . 

为 了 直观 地 说 明和 易于 理解 起 见 , 我 们 给 它 以 在 19 节 末 所 采用 过 的 几何 包装 . 
于 是 这 就 好 像 是 研究 这 样 一 种 可 能 性 , 即 提供 已 给 面 的 一 个 连通 的 、 在 最 小 部 分 与 
之 相似 的 映像 , 这 个 形状 为 已 给 , 因而 用 上 面 的 形式 来 表达 就 是 , 对 映像 的 每 一 个 
边界 点 , 确切 地 说 对 所 有 这 种 点 , 给 出 一 条 正规 曲线 (Ordscurve), 而 且 除 此 之 外 (15 
节 ) 边界 的 定向 及 其 支点 也 已 给 定 . 我 们 限于 在 下 面 的 情况 下 来 求解 这 个 问题 , 这 
时 一 个 面 的 每 一 个 点 只 对 应 另 一 个 面 的 一 个 点 , 并 且 这 个 面 是 单 连通 的 , 在 这 种 情 
况 下 它 的 解 包含 在 下 面 的 引 理 中 . 

两 个 给 定 的 单 连通 平面 总 可 以 这 样 来 互相 关联 , 使 得 对 其 中 一 个 面 的 每 一 点 总 
可 以 与 另 一 个 面 上 随 之 一 同 连续 地 移动 的 一 个 点 相对 应 , 而 且 它们 的 对 应 在 极 小 部 
分 相似 ; 确切 地 讲 就 是 , 有 一 个 内 点 和 一 个 边界 点 相对 应 的 点 可 以 任意 给 定 ; 但 随 
之 对 所 有 的 点 这 个 关系 就 确定 下 来 了 - 

如 果 两 个 面 了 入 都 与 第 三 个 面 5 这 样 相互 关联 , 使 得 在 对 应 的 最 小 部 分 相 
似 , 那么 由 此 得 出 在 面 7 和 R 之 间 的 一 个 对 应 , 它 显然 也 有 这 个 性 质 . 使 两 个 任 
意 的 面 这 样 来 相互 关联 , 其 对 应 的 极 小 部 分 之 间 有 相似 性 , 这 个 问题 现在 就 归结 为， 
将 任 一 面 通过 一 个 确定 的 保持 极 小 部 分 相似 的 方式 作 映射 . 这 样 一 来 , 如 果 我 们 在 
mp 上 围绕 着 w= 0 的 点 以 半径 1 画 一 个 圆 K, 则 为 了 盖 明 我 们 的 引 理 就 只 需 

后 我 们 把 这 种 关系 理解 为 任何 一 个 可 以 有 限 次 或 无 限 次 地 用 四 个 最 简单 的 计算 操作 , 加 和 碱 ， 

RAR, 表达 出 来 的 关系 . 量 的 运算 表达 式 (与 数 的 运算 不 同 ) 是 指 这 样 一 种 计算 操作 , 这 时 不 用 
考虑 量 的 可 公 度 性 . 
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要 证 明 : 一 块 覆盖 在 4 上 的 任意 的 单 连通 面 了 总 可 以 单 连通 地 并 且 在 极 小 部 分 相 
似 地 映射 到 这 个 贺 K 上 , 而 且 , 使 得 圆心 对 应 于 一 个 任意 给 定 的 点 Oo, 圆周 上 的 
一 个 任意 给 定点 对 应 于 面 T 的 边界 上 的 一 个 任意 给 定 的 点 O', 以 这 样 的 方式 映射 
只 能 有 一 种 - 

我 们 这 样 来 约定 用 z,Q 表 点 Oo, 用 适当 的 下 标 后 来 表 o, 并 且 在 T 中 围绕 
Os 以 它 为 中 心 画 一 个 任意 的 圆 O, 它 不 会 伸 到 T 的 边界 上 , 也 不 会 包含 支点 . 如 果 
引信 极 坐标 , 即 令 z- zo rer, 那么 这 时 就 会 有 函数 log(z 一 z) = logr + pi. 因此 
它 的 实 部 的 值 在 整个 圆 上 连续 变化 , 只 有 点 Oo 除外 , 它 在 那里 变 为 无 限 大 . 但 是 它 
的 虚 部 , 如 果 我 们 将 ”可 能 取 的 值 处 处 最 小 都 选 为 正 , 沿 着 (z - zo) 取 实 值 的 半径 ， 
在 其 一 侧 选 其 值 为 0, 在 其 另 一 侧 选 其 值 为 2r, 但 是 接着 在 所 有 的 其 余 点 就 连续 改 
变 . 显然 这 条 半径 可 设 为 从 中 心 引 向 圆周 的 任意 一 条 直线 1, 从 而 函数 log(z — zo) 
在 点 O 从 这 条 线 的 负 侧 (根据 8 节 即 指 该 处 p 为 负 值 ) 越过 此 线 到 它 的 正 侧 时 会 
承受 一 个 2r 的 突然 减 小 , 但 在 其 余 情况 下 就 会 随 它 在 整个 贺 6 内 的 位 置 连续 变 
化 . 如 果 现在 我 们 令 z,y 的 函数 a+ pi 在 圆 O 内 =log(z — zo), 但 是 在 它 的 外 面 ， 
在 我 们 将 ! 任意 延伸 直到 边界 的 过 程 中 , 我 们 这 样 来 规定 , 使 得 它 


1) Æ O 的 周边 上 令 它 =log(z - zo), 在 了 的 边界 上 为 纯 虚 数 ， 

2) 在 从 直线 1 的 负 侧 越过 它 到 正 侧 的 过 程 中 , 改变 一 个 e, 但 在 平常 的 情 
况 下 则 对 每 一 无 限 小 的 位 置 变动 下 会 有 相同 数量 级 的 无 限 小 量 的 改变 . 而 这 总 是 可 
能 的 , 于 是 我 们 得 到 下 述 积分 式 
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展 布 在 9 上 的 积分 值 为 零 , 展 布 在 其 余部 分 上 的 积分 为 一 个 有 限 值 . 于 是 就 可 通 
过 加 上 一 个 只 余 一 个 纯 虚 的 常数 不 定 的 z,y 的 连续 函数 , 它 在 边界 上 为 纯 虚 数 , 把 
a+ pi 变 成 一 个 z 的 函数 t = m + mi 这 个 函数 的 实 部 m 在 边界 上 = 0, 在 点 
Oo = -oo, 而 在 T 的 整个 其 余部 分 则 连续 变化 . 因此 对 于 m 在 从 0 到 -oo 的 每 一 
个 值 a,T 被 m = a 的 直线 分 割 成 两 部 分 , 其 中 一 部 分 m < a, Oo 包含 在 其 中 , 另 一 
部 分 m > a, 它 的 边界 则 一 部 分 由 T 的 边界 , 一 部 分 由 直线 m = a, 共同 组 成 . WI 
的 连通 次 数 经 此 分 割 , 或 者 不 会 改变 , 或 者 会 降低 , 因为 这 个 面 的 次 数 = -1, 因此 
它 或 者 会 分 割 为 连通 次 数 为 0 和 -1 的 两 块 . 或 者 分 割 成 比 二 多 的 块 数 . 但 后 者 是 
不 可 能 的 , 因为 那样 的 话 在 这 些 块 中 至 少 有 一 块 , m 在 其 中 处 处 有 限 和 连续 , 而 且 
在 所 有 的 边界 上 必定 为 常数 , 因而 或 者 必定 会 在 一 个 面部 分 上 为 常数 , 或 者 会 在 某 
个 部 分 一 一 在 某 个 点 或 沿 某 一 条 线 一 上 会 取 到 极 大 或 极 小 值 , 与 11 节 , III 相 
抵触 因而 m 为 常数 的 那些 点 就 形成 一 条 闭合 曲线 , 它 围 成 包含 着 点 Oo 的 面 块 ， 
而 且 m 向 内 下 降 到 必要 的 值 , 由 此 得 出 , 只 要 n 是 连续 的 , 在 顺 着 正 向 转 (这 时 按 
8 节 s 增 大 ) 时 它 总 是 增 大 , 而 且 它 只 有 在 从 直线 的 负 侧 越过 直线 到 其 正 侧 时 才 会 
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有 一 个 -2r 的 突变 中 , 在 0 到 2r 之 间 的 每 一 个 值 一 旦 忽略 去 2r 的 一 个 倍数 就 会 
相等 . 如 果 现在 我 们 令 e = w, W em 和 n 就 是 点 Q 相对 于 以 圆 K 的 中 心 为 原点 
的 极 坐标 . 于 是 点 Q 的 全 体 就 构成 处 处 为 单 重地 展 布 在 K 上 的 面 5; 其 点 Qo 与 
圆 的 中 心 重合 ; 但 是 点 Q 可 以 利用 在 n 中 尚 待 规定 的 常数 移 到 圆周 任意 给 定 的 点 
E, 这 正 是 要 证 明 的 . 

在 点 Oo 为 一 个 (n 一 1) 阶 支点 的 情形 时 , 只 要 将 log(z 一 ao) 换 成 元 Letz zo), 
就 可 以 用 完全 相同 的 推导 方法 达到 目的 , 它 的 进一步 的 叙述 很 容易 用 14 节 的 所 述 
来 完成 . 

22. 


我 们 不 打算 在 这 里 来 全 面 阐述 在 本 文中 所 研究 对 象 的 一 般 情形 , 其 中 一 个 面 中 
的 一 个 点 对 应 于 另 -- 个 面 的 多 个 点 , 而 且 不 假设 有 单 连通 性 , 这 尤其 是 因为 从 几何 
观点 来 理解 , 我 们 的 整个 研究 已 经 达到 了 一 个 一 般 的 形态 . 局 跟 于 除去 个 别 点 外 为 
单 叶 面 的 平面 之 上 的 限制 对 此 也 并 不 重要 ; 相反 它 许可 对 这 样 的 问题 , 即将 一 个 任 
意 给 定 的 面 以 保持 极 小 部 分 相似 的 方式 映射 到 另 一 个 任意 给 定 的 面 上 去 , 作 完全 相 
同 的 处 理 . 我 们 在 此 满足 于 提出 两 篇 Gau8 的 论文 , 一 篇 是 在 3 节 中 引用 过 的 , 另 
一 篇 是 他 的 曲面 一 般 理论 中 的 13 节 . 


内 容 提 要 ” 


1 RER = u+ vi, 如 果 它 随 另 一 个 变量 z= r tyi 这 样 变化 , 使 得 SE 
与 dz 无 关 , 我 们 就 说 w 是 z 的 函数 . 这 个 定义 的 根据 是 , 如 果 量 w 对 z AA 
系 是 用 解析 表达 式 给 出 的 话 , 这 种 情况 就 总 会 出 现 . 

2. HEN = 和 w 的 值 用 两 个 平面 4 和 B 上 的 点 O 和 Q 来 描述, 它们 的 相 
互信 由 关系 看 成 是 一 个 平面 到 另 一 个 平面 上 的 映射 

3 如 果 这 样 一 个 依赖 关系 (1 节 ) 有 字 与 dz 无 关 , 那么 在 原平 面 与 其 像 之 
间 在 极 小 部 分 相似 

4 TE 与 dz 无 关 的 条 件 是 , 有 下 述 恒等式 成 立 : 了 = ge oy B 由 它 


们 就 推 得 CRN Pe A 


5. 我 们 将 用 展 布 在 4 上 的 一 块 有 限 的 面 了 来 代替 4 作为 点 O 的 位 置 所 在 的 
地 方 . 这 个 面 的 支点 . 
全 因为 直线 ! 是 从 位 于 而 块 内 的 一 个 点 连 到 外 面 的 一 个 点 , 所 以 当 它 多 次 与 边界 相交 时 , 从 内 


走向 外 就 会 比 从 外 走向 内 多 一 次 , 由 此 当 顺 正 向 转动 时 n 的 突变 之 和 总 是 会 = -: 
所 这 份 内 容 提要 几乎 完全 源 于 Riemann XA] 
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6. 论 一 块 面 的 连通 性 . 
T. 如 果 X FA Y 是 在 了 的 所 有 点 上 = 和 的 连续 函数 , 则 展 布 在 整个 站 上 的 
sa f E TK) AT EFIE IHR - | (X cosg + Y cosn) ds 
5 DAE 0 关于 任 gngnk s H p. ds 与 的 正 负 号 的 相对 关系 要 使 
得 有 , 呈 


BEEE 
öx oY 
Ke 十 Ka =0 
时 , 7 节 中 定理 的 应 用 
10. ERR 4 的 面 中 的 函数 一 般 来 说 , 满足 方程 DI, En 
且 其 所 有 微 商 处 处 有 限 和 连续 的 条 件 
11. 这 样 一 种 函数 的 性 质 . 
12 RRE 4 的 单 连通 面 了 中 eg w, 连同 其 所 有 的 微 商 处 
处 有 限 和 连续 的 条 件 . 


13. 这 样 一 个 函数 在 一 个 内 点 上 的 不 连续 性 . 

14. 将 12 节 和 13 节 的 定理 推广 到 一 任意 平面 的 内 点 上 . 

15. 从 展 布 在 平面 4 中 的 面 T 到 展 布 在 平面 B 中 的 面 5S 上 的 映射 ,用 它 来 几 
何 地 描述 z 的 一 个 函数 w 的 值 , 它 的 一 般 性 质 . 


16， 展 布 在 整个 面 . teme (IS ST + ER E Jar, 通过 改变 


a 我 们 就 得 到 一 个 连续 函数 或 者 在 个 别 点 上 为 不 连续 的 函数 , 它 在 边界 上 = 0, 总 
会 在 一 个 点 上 取 到 一 极 小 值 , 而 且 通 过 改变 个 别 点 处 的 值 除去 可 移 去 间断 点 后 , 就 
只 有 一 个 这 样 的 点 . 

17. 用 极限 的 方法 建立 上 一 节 预 先 提出 的 定理 的 基础 . 

18. 如 果 在 一 通过 横 割 线 能 分 割 成 单 连通 面 7* 的 、 任 意 的 连通 平面 了 上 , 给 
定 了 一 个 z,y 的 函数 a + Bi, 对 于 它 展 布 在 整个 面 上 的 下 述 积分 


ða E IS ES 
(Srel, 
为 有 限 , 那么 总 有 一 种 方式 , 也 只 有 一 种 方式 通过 加 上 一 个 z,y 的 函数 u+ vi, 


变 成 一 个 z 的 函数 , 这 个 函数 uvi 由 以 下 条 件 来 确定 ; 1) y 在 边界 上 = 0, 
v 在 一 点 给 定 ，2) p ET 内 以 及 v 在 T* 内 的 改变 只 是 在 个 别 点 上 不 连续 , 而 


且 只 是 这 样 地 不 连续 使 得 在 整个 面 上 的 下 述 积分 | OE E Je 与 
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19. 确定 在 一 给 定量 域内 变化 的 复 变量 的 函数 充分 必要 条 件 的 粗略 评估 . 

20. 以 前 通过 量 的 运算 来 确定 函数 的 方式 包含 了 多 余 的 部 分 . 通过 在 这 里 所 作 
的 研究 把 确定 一 个 函数 的 确定 要 素 返 回 到 必要 的 程度 

21. 两 个 给 定 的 单 连通 面 总 可 以 做 到 这 样 来 使 之 相互 关联 , 使 得 其 中 一 个 的 任 
意 一 个 点 能 与 另 一 个 中 的 随 之 共同 连续 移动 的 点 相对 应 , 并 且 对 应 的 极 小 部 分 之 间 
相似 ; 而 且 对 其 中 的 一 个 面 的 内 点 和 一 个 边界 点 的 对 应 点 可 以 任意 给 定 . 这 样 其 他 
点 的 对 应 关系 就 完全 确定 下 来 了 . 

22. 结束 语 . 


附录 II 


论 竟 定 几 何 学 基础 之 假设 


( 选 自 Gattingen 王室 科学 协会 文集 第 十 三 卷 )” 


Bernhard Riemann 


研究 计划 


众所周知 , 几何 学 把 空间 的 概念 以 及 在 空间 中 作 图 的 基本 规则 这 二 者 都 预 设 
为 某 种 给 定 了 的 东西 . 它 给 出 它们 的 定义 只 是 名 义 上 的 , 而 其 实质 的 规定 则 是 以 公 
理 的 形式 出 现 . 从 而 这 些 预 设 (Voraussetzung) 的 关系 仍然 处 于 黑暗 之 中 ; 人 们 既 
看 不 清楚 , 它们 的 联系 是 否 和 在 何 种 程度 上 是 必须 的 , 也 不 能 先 验 地 知道 它们 是 否 
可 能 . 

即使 是 从 Euklid 到 Legendre, 把 现代 那些 最 有 名 的 几何 革新 家 都 算 上 , 无 论 是 
数学 家 , 还 是 投身 于 此 的 哲学 家 , 都 未 能 使 这 一 黑暗 得 到 澄清 . 其 原因 很 可 能 就 在 于 ， 
多 重 延伸 量 (mehrfach ausgedehnter Grössen) 的 一 般 概念 , 空间 量 (Raumgrissen) 
就 包含 于 其 中 , 仍然 还 没有 研究 出 来 . 因此 我 给 自己 首先 就 提出 这 样 的 任务 , 从 一 
般 的 量 的 概念 来 构造 一 多 重 延伸 量 的 概念 . 由 此 得 出 , 一 多 重 延伸 量 可 以 有 不 同 种 
类 的 度量 关系 , 因而 空间 只 不 过 是 三 重 延伸 量 的 一 个 特殊 情形 . 但 是 由 此 就 有 一 个 
必然 的 结论 , 这 就 是 , 几何 学 的 命题 不 可 能 由 一 般 量 的 概念 推导 出 来 , 相反 , 那些 把 
空间 与 其 他 可 以 想象 得 到 的 三 重 延 伸 量 区 分 开 来 的 性 质 只 能 从 经 验 中 来 获得 ， 于 
是 就 引出 了 这 样 一 个 问题 , 寻求 那 种 足以 规定 空间 度量 关系 的 最 简单 的 事实 一 
根据 这 个 事情 的 本 质 , 这 是 一 个 不 能 完全 确定 的 问题 ; 因为 允许 有 多 组 简单 事实 , 它 
们 都 足以 用 来 规定 空间 的 度量 关系 ; 对 当下 的 目的 来 说 最 重要 的 就 是 Euklid 商定 
基础 的 那 一 组 . 这 组 事实 , 和 其 他 事实 一 样 , 不 是 必然 的 , 但 从 经 验 上 是 肯定 的 , E 
们 是 假设 (Hypothesen); 因此 对 其 可 能 性 人 们 是 可 以 研究 的 , 虽然 在 观察 的 


* 本 文 曾 由 Riemann 于 1854 年 7 H 10 HÆ Göttingen 大 学 哲学 系 专门 为 他 的 就 职 而 安排 的 
报告 会 上 宣读 过 . 这 就 说 明了 它 的 表述 形式 , 在 其 中 解析 的 研究 只 能 是 点 到 即 止 ; 人 们 可 以 在 他 
的 应 征 巴黎 悬赏 问题 的 论文 中 找到 一 些 关于 这 方面 的 论述 和 若干 相关 注释 - 

Di Voraussetzungen 一 般 译 为 假设 , 此 处 为 了 与 Hypothese 区 别 起 见 , 评 为 预 设 . — 中 译 者 注 
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这 一 可 能 性 是 很 大 的 , 并 进而 由 此 探索 将 它们 扩展 到 观察 的 范围 之 外 , 既 向 无 限 大 
的 方面 扩展 , 又 向 无 限 小 的 方面 扩展 的 可 能 性 . 


IL n 重 延 伸 量 的 概念 


当 我 现在 来 探讨 这 些 问题 中 的 第 一 个 、 建 立 多重 延 伸 量 的 概念 的 问题 之 时 , 我 
想 应 该 允许 我 要 求 批评 有 更 多 一 些 的 宽容 , 因为 我 在 哲学 性 质 的 一 类 研究 工作 做 得 
很 少 , 其 中 的 困难 更 多 地 是 在 概念 上 , 而 不 是 在 构造 上 , 而 且 除了 从 枢密 顾问 Gaus 
先生 在 他 的 第 二 篇 论 双 二 次 余 式 的 论文 ， 在 Göttingenschen gelehrten Anzeigen 
(Göttingen 学 术 通 报 ), 以 及 在 他 的 五 十 周岁 纪念 册 得 到 就 此 所 作 的 一 些 非常 简短 
的 提示 , 再 就 是 从 Herbart 的 一 些 哲学 研究 得 到 点 提示 之 外 , 我 再 无 其 他 前 期 工作 
可 资 利用 . 


1 


量 的 概念 , 只 有 此 前 存在 更 一 般 的 概念 并 且 许可 有 不 同 的 具体 确定 方式 (Bes- 
timmungsweise) 时 , 才 有 可 能 来 谈 . 按照 在 这 些 具体 确定 方式 从 其 中 一 个 到 另 一 
个 的 过 渡 是 连续 或 否 , 它们 形成 一 连续 流 形 或 一 离散 的 流 形 ; 在 前 一 种 情况 下 这 些 
个 别 的 确定 方式 就 叫做 点 , 在 后 一 种 情况 下 就 叫做 流 形 的 元 素 . 其 具体 的 确定 方式 
形成 离散 流 形 的 概念 是 如 此 司空 见 惯 , 以 致 对 任何 给 定 的 事物 总 可 以 找到 , 至 少 在 
开化 了 的 语言 中 可 以 找到 , 一 个 能 够 把 它 包 括 于 其 中 的 概念 (而 且 因此 数学 家 在 离 
散 量 的 学 说 中 , 就 可 以 毫 不 犹豫 地 以 所 给 事物 都 是 同一 类 的 这 个 要 求 作为 研究 的 出 
发 点 ), 相反 , 导致 构造 其 确定 方式 形成 一 连续 流 形 的 量 的 概念 起 因 , 在 日 常生 活 中 
是 如 此 稀少 , 以 致 可 感知 客体 的 位 置 和 颜色 很 可 能 就 是 那 几 个 少数 的 概念 , 它们 的 
确定 方式 形成 一 多 重 延 伸 流 形 . 导致 这 些 概念 的 生成 和 成 长 的 更 经 常 的 起 因 , 首先 
要 到 高 等 数学 中 去 找 . 

通过 一 种 标记 或 边界 从 流 形 中 区 分 出 的 一 个 一 个 确定 的 部 分 称 之 为 量子 
(Quanta)m" ， 在 数量 (Quantität) 上 来 对 它们 进行 比较 , 在 离散 量 的 情况 下 是 通过 
计数 来 实现 , 在 连续 量 的 情况 下 则 是 通过 测量 来 完成 . 测量 就 在 于 将 要 比较 的 量 中 
的 一 个 放 到 另 一 个 的 上 面 ; 因此 为 了 测量 就 得 有 一 个 办 法 把 一 个 量 取 作 另 一 个 的 测 


1 一般 的 量 的 概念 与 其 (具体 ) 确定 方式 之 间 的 关系 就 正如 点 的 概念 与 一 个 一 个 具体 的 点 之 
间 的 关系 一 样 , 相当 于 一 个 概念 的 内 涵 与 外 延 之 间 的 关系 , 这 从 下 文 立即 可 以 看 出 作者 所 谓 的 
“Bestimmungsweise” 是 什么 意思 , 为 了 与 原文 更 贴近 , 故 直 译 为 “确定 方式 ”, 虽然 从 中 文 的 表达 
习惯 来 看 , 单独 从 这 个 词 还 不 易 看 出 作者 的 这 个 意思 , 所 以 在 阅读 下 文 时 要 请 读者 特别 记 住 . 这 
里 英 译 为 “specialization”( 特 别 指定 ), 而 俄 文 译本 更 意译 为 “cocronww#”( 状 态 ), 意思 是 说 , 一 
个 个 具体 的 点 是 “点 " 这 个 “概念 " 的 不 同 “状态 ", 可 能 都 有 助 于 读者 理解. 一 一 中 译 者 注 

中 这 里 “量子 " 的 概念 这 句 话 已 经 讲 得 很 清楚 了 , 它 与 物理 学 中 的 量子 的 概念 是 两 回 事 ， 一 一 
中 译 者 注 
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量 标尺 . 如 果 不 能 做 到 这 一 点 , 则 人 们 只 能 在 一 个 是 另 一 个 一 部 分 时 做 到 比较 这 两 
个 量 , 而 且 这 时 只 能 判断 是 大 或 是 小 , 而 不 能 判断 是 多 少 . 在 这 种 情况 下 对 它们 所 
能 从 事 的 研究 , 形成 量 理论 学 的 一 个 一 般 来 说 与 度量 [规定]" (Massbestimmung) 
无 关 的 部 分 , 其 中 量 不 是 作为 与 位 置 无 关 而 存在 的 , 也 不 是 作为 可 用 一 个 单位 来 表 
达 的 , 而 是 被 看 成 是 一 流 形 中 的 一 个 区 域 . 这 种 研究 对 数学 的 许多 部 分 , 特别 是 对 
多 值 解析 函数 的 处 理 , 是 必 不 可 少 的 , 而 这 一 研究 的 短缺 很 可 能 就 是 那 著名 的 Abel 
定理 和 Lagrange, Pfaff, Jacobi 在 微分 方程 的 一 般 理论 中 所 取得 的 成 就 长 期 未 能 开 
花 结果 的 主要 原因 . 对 当下 的 目标 来 说 , 从 这 个 延伸 量 学 说 的 一 般 部 分 , 在 这 部 分 
中 除了 在 概念 本 身 中 所 包含 的 内 容 之 外 , 再 未 作 任何 更 多 的 预 设 , 我 们 只 要 突出 两 
点 就 足够 了 , 其 中 第 一 点 就 是 生成 一 个 多 重 延伸 流 形 , 第 二 点 涉及 将 给 定 流 形 中 位 
置 确定 归结 为 数量 确定 (Quantititsbestimmungen) 并 由 此 来 阐明 n 重 延伸 的 本 质 
WHE. 


设 有 一 概念 , 它 的 确定 方式 形成 一 连续 流 形 , 人 们 以 一 种 确定 的 手术 (bestimmte 
Art) 从 其 中 一 个 确定 方式 过 渡 到 另 一 个 , 则 经 此 手术 得 出 的 一 系列 确定 方式 形成 一 
个 单 重 延伸 的 流 形 , 其 本 质 的 特征 是 , 在 其 中 从 一 个 点 出 发 的 连续 进程 只 能 向 两 个 
方向 , 或 是 向 前 , 或 是 向 后 , 发 展 . 设想 这 个 流 形 又 变 成 另 一 个 完全 不 同 的 流 形 , 确 
切 地 说 也 是 以 一 种 确定 的 手术 , 也 是 这 样 地 使 它 的 每 一 个 点 都 变 成 流 形 中 的 另 一 个 
确定 的 点 , 从 而 这 样 得 到 的 全 部 确定 方式 形成 一 个 二 重 延伸 的 流 形 . 类 似 地 , 如 果 
将 一 二 重 延伸 流 形 以 确定 的 手术 变 到 另 一 个 完全 不 同 的 流 形 , 我 们 就 会 得 到 一 个 三 
重 延伸 的 流 形 , 而 且 易 见 , 人 们 可 以 如 何 将 这 种 构 作 继续 做 下 去 . 如 果 我 们 把 概念 
看 作 可 确定 的 (bestimmbar), 换 成 其 对 象 看 成 是 可 变 的 站， 那么 这 种 构 作 就 可 认为 
是 , 将 一 维 的 可 变动 性 (Verinderlichkeit)m 与 一 n 维 的 可 变动 性 组 合成 一 (n + 1) 
维 的 可 变动 性 

3. 


现在 我 要 来 证 明 , 人 们 如 何 能 反 过 来 将 一 个 其 区 域 给 定 了 的 可 变动 性 分 解 成 一 

个 一 维 的 可 变动 性 与 一 个 较 低 维 的 可 变动 性 . 为 此 设想 在 一 个 一 维 流 形 中 的 一 可 
ep 一 从 一 固定 点 算 起 , 以 便 其 值 可 以 互相 比较 一 一 , 它 对 所 给 流 形 的 每 一 点 
具有 一 个 随 该 点 连续 改变 的 值 , 或 者 换言之 , 人 们 在 所 给 流 形 中 取 一 个 位 置 的 连续 
函数 , 而 且 还 是 这 样 的 函数 , 它 在 沿 此 流 形 一 部 分 上 不 会 是 常量 . 于 是 每 一 组 这 样 

征 方 括 导 【 ] 内 为 译 者 所 加 , 以 后 同 此 . 一 一 中 译 者 注 

a 作者 在 这 里 的 意思 也 许可 以 这 样 来 理解 ,这 里 强调 的 不 是 概念 与 其 确定 方式 之 间 的 关系 ,而 
是 指 将 形成 流 形 的 确定 手术 看 成 可 变 的 对 象 . — 中 译 者 注 
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的 点 , 这 个 函数 在 其 上 取 常 数值 的 , 就 形成 一 个 维 数 低 于 所 给 流 形 维 数 的 连续 流 形 . 
当 改 变 这 个 函数 值 时 这 些 流 形 就 会 相互 转换 ; 于 是 人 们 就 可 以 认定 , 从 其 中 一 个 流 
形 可 以 得 出 其 余 的 来 , 而 且 一 般 来 说 可 以 是 这 样 得 出 的 , 它 的 每 一 个 点 变 到 另 一 个 
流 形 中 的 一 个 确定 的 点 ; 例外 的 情形 对 它们 的 研究 也 很 重要 , 在 此 可 以 暂且 不 论 . 这 
样 一 来 在 给 定 流 形 中 的 位 置 确定 就 归结 到 一 个 量 的 确定 (Grössenbestimmung) 和 在 
一 个 延伸 重 数 较 低 的 流 形 中 位 置 的 确定 . 现在 容易 证 明 , 如 果 所 给 流 形 是 n 重 延 伸 
的 , 那么 这 个 流 形 就 有 (n - 1) 维 . 通过 n 次 重复 这 个 手术 , 在 一 n 重 延伸 流 形 中 
的 位 置 确定 因此 就 归结 为 n 个 量 的 确定 , 而 在 一 给 定 流 形 中 的 位 置 确定 , 如 果 这 是 
可 能 的 , 也 因此 归结 为 一 组 有 限 个 量 的 确定 . 可 是 还 有 这 样 的 流 形 , 其 中 的 位 置 不 
是 能 用 一 组 有 限 个 的 量 来 确定 , 而 是 要 求 用 一 无 限 序列 的 量 来 确定 , 或 者 是 要 求 用 
到 一 连续 集合 的 量 来 确定 . 这 种 流 形 的 例子 有 , 例如 , 一 给 定 区 域 上 的 所 有 可 能 的 
函数 所 确定 的 流 形 , 立体 图 形 所 有 可 能 的 形状 构成 的 流 形 , 等 等 . 


II. 在 假设 线 具 有 与 位 置 无 关 的 长 度 , 因而 每 一 条 线 都 可 通过 另 一 条 
线 来 测量 的 前 提 下 , 一 n 维 流 形 能 拥有 的 测量 关系 


在 建立 了 n 重 延伸 的 流 形 的 概念 , 并 且 找 到 了 它 的 基本 特征 就 是 , 在 其 中 位 
置 的 确定 要 归结 到 n 个 量 的 确定 之 后 , 现在 接 下 来 讨论 作为 上 面 提出 的 第 二 个 问 
题 、 即 对 这 种 流 形 能 拥有 的 测量 关系 的 研究 , 以 及 讨论 能 够 足以 确定 这 种 测量 关系 
的 条 件 . 这 种 测量 关系 只 能 在 抽象 的 量 的 概念 中 来 研究 , 其 内 在 联系 只 能 用 公式 来 
表述 ; 然而 在 一 定 的 预 设 下 它们 可 以 分 解 成 那样 一 些 关 系 , 取 其 单个 时 可 以 作 几 何 
的 描述 , 从 而 就 有 可 能 将 计算 的 结果 几何 地 来 表达 . 这 样 一 来 , 为 了 得 到 牢固 的 基 
础 , 我 们 的 确 就 不 可 避免 地 要 用 公式 来 做 抽象 的 研究 , 但 是 这 样 用 公式 得 出 来 的 结 
果 能 用 几何 的 外 衣 包装 起 来 . 这 二 者 的 基础 都 包含 在 枢密 顾问 Gaus 先生 那 往 著 名 
的 论 曲面 的 著作 中 . 


1. 


度 呈 规定 (Massbestimmungen) 要 求 量 与 位 置 无 关 , 这 可 以 多 种 方式 出 现 ; 首 
先 提出 的 假定 , 这 也 是 我 在 此 要 追随 采用 的 , 很 可 能 就 是 , 设 线 的 长 度 与 其 位 置 无 
关 , 从 而 每 一 条 线 都 可 以 用 另 一 条 线 来 测量 . 如 果 将 位 置 确定 归结 到 量 的 确定 , 因 
而 在 一 给 定 的 n 重 延 伸 流 形 中 点 的 位 置 就 可 用 n 个 变量 z1,z2,z3, 由 此 下 去 直至 
zn 来 表示 , 于 是 由 此 可 以 得 出 一 条 线 就 可 以 用 给 出 这 些 量 z 作为 单个 变量 的 函数 
来 确定 . 于 是 我 们 的 任务 就 是 要 为 线 的 长 度 建立 一 个 数学 表达 式 , 为 达 此 目的 就 必 
须 把 诸 量 > 看 成 是 能 用 单位 来 表达 的 . 我 只 想 在 一 定 的 限制 下 来 处 理 这 个 问题 , 而 
且 首 先 我 想 限于 这 样 一 种 线 , 其 上 诸 量 dz 一 一 诸 量 z 的 相关 改变 一 一 之 间 的 比 
例 连 续 地 改变 ; 于 是 人 们 可 以 设想 将 线 分 解 成 小 单元 , 在 这 些小 单元 之 内 诸 量 dz 
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的 比例 可 以 看 成 是 常数 , 从 而 我 们 的 问题 就 归结 为 , 对 每 一 点 建立 一 个 从 该 点 发 出 
的 线 元 ds 的 一 般 表达 式 , 因而 式 中 将 会 包含 诸 量 > 和 量 dz. 现在 我 来 假定 第 二 
点 , 即 在 忽略 第 二 阶 量 时 , 这 个 线 元 的 长 度 在 它 上 面 的 所 有 点 的 位 置 作 相同 的 无 限 
小 的 改变 下 , 不 会 改变 , 而 这 同时 也 就 意味 着 , 当 全 部 量 dz 按 相同 的 比例 增 大 时 ， 
线 元 本 身 也 会 以 相同 的 比例 改变 . 在 这 个 假定 下 线 元 将 可 以 是 量 dz 的 任何 一 个 一 
阶 齐 次 函数 , 它 在 所 有 量 dz 改变 其 符号 时 不 会 改变 , 而 这 就 表明 那些 常数 都 是 量 
z 的 连续 函数 . 为 了 找到 最 简单 的 这 种 情形 , 我 首先 来 对 那些 处 处 都 是 与 这 个 线 元 
起 点 等 距 的 (n - 1) 重 延 伸 的 流 形 来 求 一 表达 式 , 即 , 我 要 找寻 一 个 位 置 的 连续 函 
数 , 它 的 值 能 将 它们 相互 加 以 区 别 . 那么 这 个 函数 从 这 个 线 元 的 起 点 出 发 向 各 个 方 
向 的 值 的 变化 必定 要 么 总 是 减 小 , 要 么 总 是 增 大 ; 我 将 假定 它 向 各 个 方向 增 大 , 因 
而 在 该 点 取 极 小 . 这 样 一 来 , 如 果 它 的 一 阶 和 二 阶 微 商 均 为 有 限 , 它 的 一 阶 微分 就 
必定 会 等 于 零 , 而 且 二 阶 微分 也 绝 不 可 能 为 负 ; 我 假定 它 始 终 保持 为 正 . 这 样 一 来 
这 个 二 阶 微分 表达 式 在 ds 保持 为 常数 时 , 也 保持 为 常数 , 而 当 各 个 量 dz 以 及 从 而 
ds 也 全 都 以 同一 个 比例 改变 时 , 它 就 会 以 平方 的 比例 增 大 ; 因而 它 就 = const dei, 
从 而 有 ds = 诸 量 dz 的 一 个 恒 正 的 二 次 整齐 次 函数 的 平方 根 , 其 中 的 系数 是 诸 量 
— 连续 函数 . 对 于 空间 , 如 果 用 直角 坐标 来 表示 点 的 位 置 , 则 有 ds = V > Welt: D 
而 空间 就 包含 在 这 种 最 简单 的 情况 之 下 " ， 接 下 来 的 简单 例子 很 可 能 就 是 包括 这 
样 一 些 流 形 , 它们 的 线 元 可 由 一 四 次 微分 表达 式 的 四 次 方 根来 表达 . 这 种 更 一 般 类 
型 的 流 形 的 研究 并 不 需要 什么 本 质 上 不 同 的 原理 , 但 是 却 十 分 费时 , 而 对 空间 的 学 
说 相对 地 来 说 也 不 会 谱 添 多 少 新 的 说 明 , 尤其 是 其 结果 无 法 作 几 何 解释 ; 因此 我 只 
限于 那 种 流 形 , 它们 的 线 元 是 可 以 用 一 个 二 次 微分 式 的 二 次 方 根来 表示 的 . 人 们 可 
以 将 这 样 的 表达 式 变换 成 另 一 个 相似 的 表达 式 , 办 法 就 是 用 n 个 新 的 独立 变量 的 
函数 来 代替 原来 的 n 个 独立 变量 . 但 是 用 这 种 方法 并 不 能 将 任 一 表达 式 变换 到 任 
一 其 他 的 表达 式 ; 因为 表达 式 含有 Ié 个 系数 , 它们 都 是 不 变量 的 任意 函数 
但 是 通过 引进 新 的 变量 只 能 满足 n 个 关系 , 因而 做 到 使 n 个 系数 等 于 给 定 的 量 . 这 
样 一 来 剩 下 的 n 2+ 个 系数 要 由 我 们 所 描述 的 流 形 的 性 质 来 完全 确定 , 因此 确 


2 
定 其 测量 关系 就 需要 n. 二 个 位 置 的 函数 . 因此 那 种 流 形 , 线 元 在 其 中 能 和 在 平 


面 和 空间 中 一 样 表 为 V》 dz? 的 , 只 不 过 是 我 们 在 这 里 要 研究 的 流 形 的 一 种 特殊 
情况 ; 它 理应 有 一 个 自己 的 专门 名 字 , 因此 我 想 把 这 种 线 元 的 平方 在 其 中 能 表 为 独 
立 微分 平方 之 和 的 流 形 称 为 平 直 的 流 形 . 为 了 能 够 看 出 可 以 表述 为 预定 形式 的 全 
部 流 形 的 真正 的 差异 性 , 就 必须 排除 由 表述 方式 的 不 同 所 导致 的 差异 , 而 这 可 通过 
按照 一 个 确定 的 原则 选择 变量 来 达到 


I Riemann 在 此 所 说 的 “Ranm (ZA), 是 专 指 通常 的 欧 氏 空间 而 言 . — 中 译 者 注 
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2. 


为 了 这 个 目的 人 们 设想 从 任 一 点 构造 一 个 由 该 点 发 出 的 最 短线 【 短程 线 ] 的 
系统 ; 于 是 一 个 任意 点 的 位 置 就 可 以 通过 它 所 处 的 那 条 最 短线 的 方向 以 及 通过 它 
在 该 线 上 离开 起 点 的 距离 来 确定 ,从 而 能 由 诸 基 dz 在 此 最 短线 的 起 点 处 的 诸 值 
da? 的 比例 及 其 长 度 。 表 出 . 现在 我 们 来 引进 由 dz” 形成 这 样 一 种 线性 表达 式 da 
来 代替 dz, 使 得 线 元 的 平方 在 起 点 处 的 值 等 于 这 些 表达 式 da 的 平方 和 , 这 样 一 
来 独立 变量 就 是 诸 量 da 的 比值 和 量 s; 最 后 再 用 与 da 诸 量 成 比例 的 这 样 一 些 量 
nz ,zn EIER do, 使 得 其 平方 和 = s2， 如 果 引进 了 这 些 量 , 那么 线 元 的 平 
方 对 于 z 的 这 些 无 穷 小 值 就 = 》 dz, 但 是 它 的 下 一 阶 次 的 项 等 于 n. > 个 
H (zidz2 一 zodz1),(z1dzs dc 的 一 个 二 次 齐 次 式 , 因而 是 -个 四 阶 前 无穷 
小 量 , 所 以 当 我 们 把 它 除 以 一 个 其 顶点 的 变量 值 分 别 为 AE, 23, +), 
(dz, dzzdzs,…) 的 无 穷 小 三 角形 【 的 面积 ] 的 平方 时 , 我 们 就 会 得 到 一 个 有 限 的 
量 ， 只 要 z 和 dz 还 包含 在 同一 二 元 线性 形式 中 , 或 者 说 只 要 从 值 为 0 到 值 为 = 
的 最 短线 和 从 值 为 0 到 值 为 dz 的 最 短线 这 二 者 位 于 同一 面 元 上 , 这 个 量 就 会 保持 
为 相同 的 值 , 因而 也 就 只 与 位 置 与 方向 有 关 , 所 以 显然 在 所 描述 的 流 形 为 平 直 的 时 
R, 即 在 线 元 的 平方 能 化 为 YO dz? 的 时 候 会 = 0, 因而 可 以 看 成 是 在 这 一 点 沿 曲 
而 方向 所 呈现 的 偏离 平 直 程度 的 一 个 度量 将 它 乘 以 -3 就 会 等 于 枢密 顾问 Gau 
先生 称 之 为 曲面 的 曲率 的 那个 量 . 为 了 确定 在 可 以 以 预 第 形式 来 描述 的 n 重 延伸 


的 流 形 中 的 测量 关系 , 我 们 发 现 需 要 前 面 提 到 的 nt 2 个 位 置 函 数 ; 因此 如 果 在 


每 一 点 上 曲率 沿 n 二 个 曲面 方向 都 已 给 定 , 只 要 这 些 值 之 间 不 存在 恒 等 关 系 ， 
一 般 说 来 实际 上 这 种 情况 不 大 会 有 ， 则 由 此 就 可 以 将 测量 关系 确定 下 来 . 这 种 其 线 
元 由 一 二 阶 微分 式 的 二 次 方 根来 表示 的 流 形 , 其 测量 关系 可 以 用 与 变量 选择 无 关 的 
方式 来 表达 . 对 那 种 其 线 元 要 用 不 那么 简单 的 表达 式 来 表示 的 流 形 , 例如 要 用 一 四 
次 微分 表达 式 的 四 次 方 根 的 那 种 , 也 可 以 用 完全 相同 的 方法 来 达到 这 个 目的 . 在 这 
种 情况 下 的 线 元 一 般 来 说 就 不 再 能 化 成 由 微分 表达 式 的 二 次 和 的 二 次 方 根 的 形式 ， 
而 且 其 线 元 的 平方 的 表达 式 在 度量 对 平 直 程度 偏离 时 因此 也 就 不 会 是 一 个 二 阶 无 
穷 小 , 对 这 种 流 形 这 一 偏离 将 会 是 四 阶 的 无 穷 小 量 . 这 种 流 形 的 这 一 性 质 因而 看 来 
可 以 称 之 为 在 极 小 部 分 的 平 直 性 . 但 是 对 当下 的 目的 来 说 这 种 流 形 最 重要 的 性 质 ， 
我 们 在 这 里 就 是 为 了 来 研究 它们 , 就 是 能 用 曲面 来 几何 地 描述 二 重 延伸 流 形 的 这 种 
关系 , 而 多 重 延伸 流 形 的 这 种 关系 可 以 归结 为 在 其 中 所 包含 的 曲面 上 的 这 种 关系 ， 
不 过 对 此 我 们 还 要 作 一 些 简短 的 讨论 . 
3. 


在 曲面 的 概念 中 除了 内 在 的 度量 关系 , 在 其 中 只 考虑 了 在 曲面 上 的 路 径 的 长 
度 , 我 们 还 要 经 常 考虑 到 它 对 处 于 它 之 外 点 的 相对 位 置 的 关系 . 但 是 我 们 可 以 将 这 
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种 外 部 关系 剥离 出 去 , 办 法 就 是 让 它 接受 这 样 的 变形 , 在 这 种 变形 下 它 里 面 的 曲线 
的 长 度 不 会 改变 , 即 设想 它 承受 任意 的 弯曲 一 一 不 加 伸 长 一 一 , 并 把 可 以 如 此 相 
互生 成 的 曲面 看 成 是 同一 个 曲面 . 因此 , 例如 , 任意 的 柱 面 或 锥 面 都 是 等 同 于 一 个 
平面 , 因为 通过 纯粹 的 弯曲 就 可 把 它们 变 成 平面 , 这 个 过 程 中 内 部 的 度量 关系 保持 
不 变 , 平面 上 的 全 部 定理 一 因而 也 就 是 整个 平面 测量 学 一- 保持 有 效 ; 相反 它 
被 看 成 是 与 球 有 本 质 的 不 同 , 后 者 不 经 过 拉 伸 就 不 能 变 成 平面 ， 根 据 前 面 的 研究 ， 
如 一 二 重 延 伸 体 (Grösse) 的 线 元 能 由 一 二 次 微分 形式 的 平方 根来 表示 , 如 平面 
这 种 情况 , 则 其 中 每 一 点 上 的 内 在 的 测量 关系 由 总 曲率 来 表征 . 这 个 量 在 曲面 的 情 
况 下 有 直观 的 意义 , 就 是 说 , 它 等 于 曲面 在 该 点 处 的 两 个 曲率 的 乘积 , 或 者 也 可 以 
这 样 说 , 在 它 乘 以 在 该 处 由 短程 线 构成 的 一 个 无 穷 小 的 三 角形 的 面积 之 后 , 就 等 于 
这 个 三 角形 的 三 个 内 角 和 超出 两 个 直角 和 的 部 分 的 一 半 与 半径 之 比 【球面 角 列 】. 
第 一 个 定义 假设 了 有 两 曲率 半径 之 积 在 曲面 的 纯 弯 曲 下 不 变 的 定理 存在 , 而 第 二 种 
说 法 则 假设 了 在 同一 地 点 一 无 穷 小 三 角形 的 内 角 和 超出 两 直角 的 余 量 与 其 面积 成 
正比 . 为 了 对 一 n 重 延伸 的 流 形 在 一 给 定点 并 沿 该 点 一 给 定 曲面 方向 的 全 曲率 给 
出 一 个 可 以 理解 的 意义 , 我 们 必须 从 这 样 的 事实 出 发 , 即 从 一 点 发 出 的 短程 线 , 在 
它 的 起 始 方向 给 定 后 就 完全 确定 了 . 根据 这 一 点 可 知 , 如 果 从 该 给 定点 出 发 并 按 在 
该 给 定 面 元 上 的 所 有 起 始 方向 沿 短程 线 向 前 延伸 , 我 们 将 得 到 一 个 确定 的 曲面 , 这 
个 曲面 就 会 在 该 给 定点 有 一 个 确定 的 曲率 , 它 同时 也 就 是 这 个 n 重 延 伸 流 形 在 该 
给 定点 及 沿 该 给 定 方向 的 曲率 . 


D 


在 应 用 于 空间 之 前 还 有 必要 对 平 直 流 形 , 即 那 种 其 线 元 平方 可 以 用 全 微分 的 平 
方 和 来 表示 的 流 形 , 作 几 点 一 般 性 的 考察 - 

在 一 个 平 直 的 n 重 延 伸 的 流 形 中 , 在 任 一 点 沿 任 一 方向 的 曲率 均 为 零 ; 可 是 根 
据 前 面 的 研究 得 知 , 为 了 确定 度量 关系 只 要 知道 在 任 一 点 沿 m 2 个 曲面 方向 ， 
它 的 曲率 彼此 无 关 地 等 于 零 就 足够 了 . 曲率 处 处 = 0 的 流 形 可 以 逢 成 县 那 种 曲率 
处 处 为 常数 的 流 形 的 特殊 情况 .这 种 曲率 为 常数 的 流 形 的 共同 特征 也 可 以 这 样 来 
表述 , 即 图 形 在 其 中 运动 不 会 伸 长 . 因为 如 果 在 任 一 点 沿 各 个 方向 的 曲率 不 是 同一 
个 值 , 显然 图 形 在 其 中 就 不 能 随意 移动 和 转动 . 但 是 另 一 方面 , 流 形 的 测量 关系 由 
曲率 完全 确定 ; 因此 围绕 一 点 沿 各 个 方向 的 度量 关系 就 和 围绕 另 一 点 的 完全 一 样 ， 
这 样 就 可 以 用 它 作出 相同 的 结构 来 , 从 而 在 这 种 常 曲率 的 流 形 中 就 可 以 给 图 形 以 任 
意 的 位 置 . 这 种 流 形 的 度量 关系 只 与 曲率 的 值 有 关 , 关于 其 解析 表示 可 以 指出 , 在 


M 这 个 词 俄 译本 写 的 是 erwan 
指 在 流 形 中 的 一 个 客体 , 相当 于 Ge 
一 一 中 译 者 注 


), 但 是 从 后 面 的 行文 可 以 看 出 这 个 词 在 这 里 的 意思 是 
s Clifford 的 英 译 将 它 写成 extent, 看 来 这 比较 贴近 原意 
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用 a 来 表示 这 个 值 时 , 线 元 的 表达 式 可 以 用 以 下 形式 给 出 : 


1 SE 
DEEN eg 


对 常 曲率 曲面 的 考察 可 以 用 来 做 几何 的 阐述 材料 . 不 难看 出 , 曲率 为 正 的 曲面 
可 以 包 到 一 个 球 上 去 , 这 个 球 的 半径 等 于 1 除 以 曲率 的 平方 根 ; 为 了 综观 这 种 曲 
面 的 全 体 , 我 们 设 其 中 一 个 具有 球 的 形状 , 其 余 的 则 具有 与 赤道 相 切 的 旋转 曲面 的 
形状 . 于 是 曲率 大 于 这 个 球 的 曲面 就 会 从 内 部 与 球 相 切 , 其 形状 则 取 一 环 面 离 轴 部 
分 的 外 表面 的 形状 ; 它 可 以 卷 到 一 半径 较 小 一 些 的 球 的 球 带 上 , 但 是 要 卷 不 止 一 次 . 
正 曲率 较 小 的 曲面 可 以 这 样 来 得 到 : 从 一 个 半径 较 大 的 球面 上 切 出 去 一 块 由 两 个 
大 半圆 所 围 的 月 牙 体 , 再 把 切割 线 缝合 起 来 . 曲率 等 于 零 的 曲面 就 将 是 一 立 于 赤道 
上 的 柱 面 ; 但 是 曲率 为 负 的 曲面 将 从 外 部 与 此 柱 面相 切 , 其 形状 就 好 像 一 环 面 朝向 
轴 的 这 一 表面 的 形状 , 把 这 种 曲面 设想 为 曲面 块 在 其 中 运动 的 场所 , 就 好 像 空间 是 
物体 运动 的 场所 一 样 , 那么 曲面 块 在 所 有 这 些 曲 面 上 运动 起 来 都 不 会 伸 长 . 正 曲率 
曲面 总 是 可 以 这 样 来 生成 , 即 曲面 块 在 其 中 随意 运动 还 不 会 弯曲 , 即 成 为 球形 曲面， 
而 负 曲 率 的 曲面 则 不 然 . 除了 这 种 曲面 块 与 位 置 的 无 关 性 外 , 在 零 曲率 的 曲面 的 情 
况 中 我 们 还 发 现 有 方向 与 位 置 的 无 关 性 , 而 这 是 其 他 曲面 所 没有 的 . 


um. 在 空间 上 的 应 用 


O 


在 对 n 重 延 伸 流 形 的 度量 关系 如 何 确定 作 了 这 些 研究 之 后 , 在 预 设 线 长 与 位 
置 无 关 以 及 线 元 可 用 一 二 次 微分 表达 式 的 平方 根来 表达 的 前 提 下 , 因而 也 就 是 假设 
极 小 部 分 为 平 直 的 前 提 下 , 现在 可 以 来 给 出 为 确定 空间 度量 关系 所 需 的 必要 而 又 充 
分 的 条 件 了 . 

首先 可 以 这 样 来 表述 , 即 在 任 一 点 处 三 个 曲面 方向 的 曲率 = 0, 从 而 也 就 是 说 ， 
在 三 角形 的 三 内 角 之 和 处 处 等 于 两 个 直角 时 , 空间 的 度量 关系 也 就 确定 下 来 了 . 

但 是 , 第 二 , 如 果 我 们 像 Euklid 那样 , 不 仅 假设 有 线 、 而 且 还 假设 物体 的 存在 
也 与 位 置 无 关 , 那么 就 可 以 得 出 , 曲率 处 处 为 常数 , 并 且 如 果 有 一 个 三 角形 的 内 角 
和 确定 了 , 所 有 三 角形 的 内 角 和 也 就 都 确定 了 - 

最 后 , 第 三 , 我 们 还 可 以 , 代替 假设 线 长 度 与 位 置 和 方向 无 关 , 假设 它 的 长 度 和 
方向 均 与 位 置 无 关 . 根据 这 个 观点 , 方向 的 变化 和 位 置 的 差异 都 是 可 以 用 三 个 独立 
的 单位 来 表示 的 复 量 . 
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2. 


在 至 此 的 研究 过 程 中 我 们 首先 是 把 延伸 关系 (Ausdehnungsverhältnisse) 或 区 
块 关 系 (Gebietsverhaltnisse) 与 度量 关系 分 别 开 来 讲 , 并 且 发 现在 同一 延伸 关系 下 
允许 设想 有 不 同 的 度量 关系 ; 接 下 来 就 是 设法 寻求 一 种 简单 的 度量 规定 系统 , 可 以 
用 它 来 完全 确定 空间 的 度量 关系 , 而 且 所 有 关于 它们 的 定理 都 是 这 个 系统 的 必然 结 
D. 现在 剩 下 来 的 就 是 讨论 这 个 问题 : 这 些 假设 如 何以 及 在 何 种 程度 上 和 在 多 大 的 
范围 内 得 到 了 经 验 保证 ， 在 这 方面 存在 着 纯粹 的 延伸 关系 与 度量 关系 之 间 的 实质 
性 的 区 别 , 就 前 者 而 言 , 这 里 各 种 可 能 的 情形 形成 一 离散 流 形 , 经 验 告诉 我 们 的 东 
西 的 确 还 不 十 分 确定 , 但 还 不 是 不 准确 , 而 在 后 者 , 在 那里 可 能 的 情形 形成 一 连续 
流 形 , 由 经 验 所 作 的 每 一 个 断言 总 是 保持 不 够 准确 一 一 尽管 它 接近 正确 的 可 能 性 
是 如 此 之 大 . 这 一 情况 在 将 这 些 经 验 确定 下 来 的 结论 推广 到 大 到 不 可 测 和 小 到 不 可 
测 的 观察 限度 之 外 时 将 会 是 重要 的 ; 因为 后 者 显然 在 观察 限度 之 外 会 越 来 越 不 精 
确 , 而 前 者 则 否 . 

在 将 空间 的 构 作 推广 到 大 到 不 可 测 的 境地 时 , 要 区 分 无 界 (Unbegrenztheit un- 
boundedness) 和 无 尽 (Unendlichkeit， infinite eztent) 这 两 种 情况 ; 前 者 属于 延伸 关 
系 , 后 者 属于 度量 关系 . 说 空间 是 一 个 无 界 的 三 重 延 伸 的 流 形 这 一 点 是 一 个 假设 ， 
它 在 对 外 部 世界 的 每 一 个 观点 上 得 到 了 应 用 , 时 时 刻 刻 用 它 来 补充 完善 实际 感觉 
的 领域 , 构造 出 所 寻求 对 象 的 可 能 位 置 , 在 这 种 应 用 中 不 断 地 得 到 确认 . 这 样 一 来 
空间 的 无 界 性 就 得 到 了 比 任何 一 种 外 部 经 验 (Erfahrung) 更 大 的 经 验 上 的 确定 性 
(empirische Gewissheit). 但 是 由 此 就 推 不 出 【空间 ] 会 有 无 限 [延伸 ] 性 i[ 相反 ] 如 
果 我 们 假设 物体 有 对 位 置 的 无 关 性 , 因而 要 赋予 [ 空间 一 个 常 曲率 , 那么 空间 就 反 
而 必定 是 有 限 的 , 只 要 这 个 曲率 还 有 一 个 不 管 多 么 小 的 正 值 . 如 果 人 们 从 一 面 元 上 
的 所 有 初始 方向 沿 一 短程 线 延伸 出 去 , 就 会 得 到 一 个 具有 正常 数 曲 率 的 无 界 曲面， 
也 就 是 得 到 一 个 这 样 的 曲面, 它 在 一 平 直 的 三 重 延伸 的 流 形 中 将 取 球 面 的 形状 , 从 
而 是 有 限 的 . 


3. 


关于 大 到 不 可 测 的 问题 对 于 解释 自然 来 说 是 多 余 的 问题 . 但 是 关于 小 到 不 可 
测 的 问题 则 是 另 一 回 事 ， 我 们 对 无 限 小 领域 内 现象 的 因果 关系 的 认识 在 极 大 程度 
上 有 赖 于 我 们 对 它们 研究 的 精确 程度 . 近 百 年 来 对 机 械 自然 的 认识 【 力学 ] 的 进步 
几乎 全 部 都 有 赖 于 构造 的 精确 性 , 而 这 是 依靠 无 穷 小 分 析 的 发 现 以 及 由 Archimed， 
Galilii 和 Newton 等 人 所 发 现 的 、 它 们 正 服务 于 今天 的 物理 学 的 简单 基本 原理 , 才 
有 可 能 . 但 是 在 自然 科学 中 至 今 还 缺乏 作 这 种 构造 的 简单 基本 原理 , 为 了 认识 这 种 
因果 关系 , 人 们 只 能 深入 到 显微镜 所 能 达到 的 空间 大 小 的 程度 . 因此 关于 在 小 到 不 
可 测 的 范围 内 的 空间 测量 关系 就 不 是 属于 多 余 的 . 


256 M ”附录 II 论 商 定 几何 学 基础 之 假设 


如 果 假设 存在 与 位 置 无 关 的 物体 , 则 曲率 会 处 处 为 常数 , 于 是 由 天 文 测量 得 出 ， 
它 不 可 能 异 于 零 ; 或 者 说 无 论 如 何 它 的 倒数 是 这 样 大 的 一 个 面积 的 值 , 我 们 的 望 远 
镜 所 能 达到 的 范围 与 它 相 比 肯定 可 以 忽略 不 计 . 可 是 如 果 这 种 物体 与 位 置 的 无 关 性 
不 成 立 , 则 由 大 范围 内 的 度量 关系 就 得 不 出 无 限 小 的 范围 内 的 度量 关系 来 ; 于 是 只 
要 在 每 一 可 测 的 空间 部 分 中 总 曲率 不 是 明显 异 于 零 , 则 在 每 一 点 在 三 个 方向 的 曲率 
就 可 以 取 任意 值 ; 如 果 线 元 可 用 一 二 次 微分 式 的 平方 根来 表示 的 假设 不 成 立 , 更 为 
复杂 的 关系 就 可 能 出 现 . 但 是 现在 看 来 确立 空间 度量 基础 的 经 验 的 概念 , 即 刚体 和 
光线 的 概念 , 在 无 穷 小 的 范围 内 已 经 失效 ; 因此 很 可 以 设想 , 在 无 穷 小 的 范围 内 空 
间 的 度量 关系 与 几何 学 的 假设 并 不 相符 , 实际 上 人 们 应 该 这 样 设想 , 只 要 通过 这 样 
的 设想 能 用 更 简单 的 方式 来 解释 现象 就 可 以 了 . 

关于 几何 学 的 假设 在 无 限 小 的 范围 内 是 否 有 效 的 问题 与 寻求 空间 度量 关系 的 
内 在 基础 密切 相关 . 就 后 面 这 个 问题 而 言 , 它 仍然 可 以 说 是 关于 空间 学 说 的 问题 , 在 
上 面 关 于 应 用 的 评述 中 就 提 到 过 , 在 离散 流 形 的 情况 下 , 度量 关系 的 原则 就 已 经 包 
括 在 这 个 流 形 的 概念 之 中 了 , 而 在 连续 流 形 的 情况 下 这 个 原则 就 必须 从 外 面 另外 加 
上 去 . 因而 这 就 必定 是 , 要 么 作为 空间 基础 的 实在 (Wirkliche) 必定 形成 一 个 离散 流 
形 , 要 么 这 一 度量 关系 的 基础 就 要 到 外 部 去 寻找 , 到 作用 于 其 上 ( 指 这 个 实在 — 
中 译 者 注 ) 的 结合 力 上 去 找 . 

这 个 问题 的 解决 只 能 这 样 来 寻求 , 这 就 是 从 今天 所 有 的 经 过 经 验 考验 、 并 且 是 
由 Newton 为 之 疯 定 了 基础 的 、 对 现象 的 理解 出 发 , 然后 再 在 它 不 能 解释 的 事实 的 
推动 下 逐渐 加 以 改造 ; 这 种 像 我 们 在 这 里 所 做 的 从 一 般 的 概念 出 发 的 研究 只 能 做 
到 , 不 让 这 一 研究 工作 受到 概念 局 限 性 的 阻碍 , 使 我 们 对 事物 之 间 联 系 的 认识 上 的 
进步 不 会 因 传统 的 偏见 而 受到 束缚 

这 就 把 问题 引导 到 了 另 一 个 科学 领域 , 物理 学 的 领域 , 正 是 由 于 今天 这 个 会 的 
性 质 不 允许 我 来 谈 它 . 


S n 


研究 计划 
I n 重 延 伸 量 的 概念 " 


S1. 连续 流 形 和 离散 流 形 . 流 形 的 确定 部 分 叫做 量子 . 将 连续 量 的 理论 分 成 两 
部 分 : 

1) 关于 纯粹 区 域 关系 的 连续 量 理论 , 在 其 中 未 假设 量 与 位 置 无 关 ， 
“本 第 工 节 同 时 也 是 位 置 分 析 (analysis situs) 论 一 文 的 前 期 工作 . 
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2) 关于 度量 关系 的 连续 量 理论 , 其 中 必须 假设 量 与 位 置 无 关 


$2. 单 重 , WE, -n 重 延 伸 流 形 概念 的 创建 
83. 将 一 流 形 中 的 位 置 确定 归结 到 数量 确定 . 一 n 重 延 伸 流 形 的 本 质 特征 


I. 在 假设 线 具有 与 位 置 无 关 的 长 度 , 因而 每 一 条 线 都 可 通过 另 一 条 
线 来 测量 的 前 提 下 , 一 n 维 流 形 能 拥有 的 测量 关系 


$1. 线 元 的 表达 式 . 线 元 在 其 中 可 以 用 一 全 微分 平方 和 的 平方 根来 表示 的 流 形 
可 以 看 成 是 平 直 的 流 形 

$2. 其 线 元 可 以 用 一 二 次 微分 式 的 平方 根来 表示 的 n 重 延 伸 流 形 的 研究 . 在 一 
点 沿 一 给 定 曲面 方向 偏离 平面 度 的 度量 (曲率 ). 为 (在 一 定 的 限制 下 ) 规定 度量 关 
系 的 许可 和 充分 条 件 是 , 曲率 可 以 在 任 一 点 的 HE 个 方向 任意 规定 

$3, 几何 解释 

§4. 平面 流 形 (其 中 曲率 处 处 = 0) 可 以 看 成 是 曲率 为 常数 的 流 形 的 特例 . 这 种 
流 形 也 可 以 这 样 来 定义 , 即 在 其 中 n 重 延伸 量 【 物体 】 与 位 置 无 关 ( 即 在 其 中 运动 
起 来 不 会 伸 长 ) 能 够 成 立 

85. 常 曲率 曲面 


III. 在 空间 上 的 应 用 


81. 足以 规定 空间 度量 关系 的 一 组 事实 , 例如 几何 学 所 假设 的 

$2. 在 将 观察 引 向 大 到 不 可 测 的 方向 的 极限 过 程 中 , 这 些 经 验 规定 的 有 效 性 能 
走 多 远 ? 

83. 在 向 无 限 小 的 极限 过 渡 中 由 能 走 多 远 ?这 个 问题 与 解释 自然 之 间 的 关系 外 


可 对 一 n 重 延伸 的 流 形 可 能 有 的 度量 规定 这 里 所 做 的 研究 是 很 不 完整 的 , 可 是 对 当前 的 目的 
来 说 已 经 足够 了 . 
"Su 部 分 的 $3 还 需要 进一步 补充 和 改写 . (以 上 注释 为 Riemann 本 人 所 作 .) 


附录 IV 


对 试图 回答 最 著名 的 巴黎 科学 院 
所 提出 问题 的 数学 评述 


Bernhard Riemann 


“ 试 求 一 均匀 固体 应 具备 何 种 热 状态 方 能 使 得 某 时 刻 在 其 上 所 给 定 的 
一 组 等 温 曲线 在 经 过 一 段 时 间 之 后 仍 保持 为 这 样 一 种 等 温 线 , 即 其 上 一 点 
的 温度 可 表 为 时 间 及 其 他 两 个 独立 变量 的 函数 ."* 


Et his principiis via sternitur ad majora. 


从 这 些 原理 出 发 , 方法 就 扩展 到 更 大 的 范围 


1. 
对 最 著名 的 科学 院 所 提出 的 这 个 问题 我 们 将 这 样 来 进行 研究 , 首先 求解 更 一 般 
的 问题 
确定 物体 内 热 的 运动 的 性 质 以 及 热 分 布 该 如 何 才能 使 等 温 曲 线 组 恒 
保持 为 等 温 曲 线 , 然后 再 来 研究 
从 这 个 问题 的 一 般 解 桃 出 那 种 情况 , 其 中 这 些 性 质 处 处 都 保持 一 样 ， 
即 物体 是 均匀 的 . 


第 一 部 分 
2. 
现在 我 们 来 研 究 第 一 个 问题 ,考察 某 一 物体 内 热 的 


- WIR u RAA (zi T2, T3) 


* 这 份 回应 巴黎 科学 院 于 1858 年 提出 ,又 于 1868 年 撤销 的 有 奖 征 答 问题 的 论文 ,是 由 Riemann 
于 1861 年 1 月 送 抵 科 学 院 的 , 它 没有 得 到 获奖 的 认可 , 因为 它 获得 结果 的 途径 没有 全 部 给 出 
Riemann 由 于 健康 状况 不 佳 , 本 来 打算 详细 修改 这 篇 论文 的 工作 未 能 得 以 完成 . — 编者 注 
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在 时 刻 t 时 的 温度 , 则 众所周知 函数 变化 所 满足 的 一 般 方程 取 如 下 的 形式 ， 


als ant tast) ën E + ane nn 
"om "Br Bra) \ Br "Or ës 


E rz 
D 
$ "1 Br1 Zë Br) e D 
Es ES 


那些 在 方程 中 的 量 a 为 总 的 导热 性 , h 为 单位 体积 的 热 容量 , 即 比 热 与 密度 的 乘积 
它们 都 可 以 认为 同 是 那些 变量 ri, za,zs 的 任意 函数 我 们 将 研究 限于 那 种 两 个 相 
反方 向 的 热 导 系数 是 一 样 的 情况 , 就 是 说 在 a 的 各 个 系数 之 间 存在 关系 


Giy = Gen 


此 外 , 由 于 热量 必定 是 由 较 热 的 地 方 流向 较 冷 的 地 方 , 所 以 二 次 型 
E DI Si 
ars, asi aa 
3. 


在 方程 (D 中 我 们 引入 三 个 新 的 独立 变量 si, s2, ss 来 代替 直角 坐标 zk, T2, 29. 
方程 (1) 这 个 变换 很 容易 实现 , 因为 , 如 果 用 Su 表示 最 u 的 一 个 任意 的 无 限 
小 的 变 分 , 那么 该 方程 就 是 下 述 展 布 在 整个 物体 上 的 积分 


ð 
NIK Zi ist + UE (A) 


只 与 变 分 Su 在 物体 表面 上 的 值 有 关 的 充分 而 又 必要 的 条 件 . 在 引进 新 变量 后 这 个 
表达 式 (A) 就 转变 为 


必定 为 正定 的 . 


5 DE Zeie + See dreien (B) 
2 
其 中 为 了 简短 起 见 设 定 了 
By Oso 
Zeng Se d 
Bor sz Jaa "ber Js; eer 7 
L taa br Br D taa dz, zs 


Zen Be Ors ri Or2 är 


DG A @ Tan be et, 
a3 asi %2 bas bsi bi 
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的 行列 式 为 A 和 B, MENHEAR TA 


D be ara =) A Be Boa St 
azs ası ma Bs Bu Piz 


于 是 有 
EE 
hett 

以 及 

因而 有 

以 及 


由 此 易 见 方程 (1) 的 变换 归结 为 表达 式 》 aoedzsdze 的 变换 . 


这 样 一 来 我 们 就 可 以 规划 解决 我 们 的 一 般 问题 如 下 . 首先 说 明 作为 变量 s1, sz, s3 
的 函数 hw 与 应 如 何 才能 使 得 量 u 能 够 与 这 些 变 量 中 的 一 个 无 关 . 解决 了 这 个 
问题 之 后 , 我 们 就 可 以 构造 表达 式 5 Buedsidso. 然后 , 为 了 知道 在 量 ow Ft h 


的 给 定 值 之 下 , 量 u 是 否 以 及 在 何 种 情况 下 能 够 表 为 时 间 和 仅仅 是 两 个 变量 的 函 
数 , 这 就 必须 确立 表达 式 》 Aen 是 否 能够 变换 成 给 定 的 形式 ; 而 这 个 问题 
正如 我 们 在 下 面 将 看 到 的 , 可 以 用 与 Gau8 在 他 的 曲面 理论 中 所 采用 的 方法 几乎 完 
全 相同 的 方法 来 解决 

4. 


这 样 , 我 们 首先 就 要 问 , 变量 s1, sz ss 的 函数 bi 与 上 应 如 何 才能 使 得 v 与 
其 中 的 一 个 变量 无 关 . 为 了 简化 记号 , 我 们 用 a, 6,7 来 记 s, sz, ss, 而 形式 (2) 则 记 


为 

aboe 

avy ej’ 
如 果 u 与 y 无 关 , 那么 微分 方程 就 要 写成 以 下 的 形式 : 


Béi SCH AË oau cn vn e 
Near rä t/a ka EA mm 
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其 中 设 定 了 
了 + 
给 7 以 不 同 的 值 我 们 就 可 以 从 方程 (ID) 得 到 联系 量 u 的 六 个 微 商 的 不 同 的 方 
程 , 它们 的 系数 不 依赖 于 y. 设 在 这 些 方程 中 相互 独立 的 方程 为 : 


Fi =0, F =0,-+ ,Fa =0, 


而 每 一 个 其 他 的 方程 都 可 由 这 些 方程 推出 . 由 此 显然 可 知 , 只 要 方程 = 0 是 由 这 
m 个 方程 推出 的 , 则 不 论 其 的 值 如 何 , 必 有 以 下 形式 


ob + obt: + cmFm, 


而 且 在 此 表达 式 中 只 有 c 与 EH 
现在 我 们 来 考察 几 个 m 为 1,2,3,4 时 的 个 别 的 情形 , 并 且 力求 将 那些 与 Y 无 
关 的 方程 写成 尽 可 能 更 简单 的 形式 , 将 方程 F = 0 分 解 成 这 些 方程 
第 一 种 情形 , m = 1. 
如 果 m = 1, 那么 在 方程 (ID) 中 系数 之 比 就 会 与 7 无关. 引进 新 的 变量 f kdy 
来 代替 y, 总 可 以 再 加 上 要 求 上 = 1, 这 时 所 有 的 系数 结果 就 会 与 7 无 关 . 然后 引进 某 
种 新 的 变量 来 代替 a, 6, 以 使 a 和 5 为 零 . 为 此 只 要 将 表达 式 bdo2+2cdadB+adB2 
(因为 二 次 型 (2) 是 正定 的 , 它 不 可 能 是 线性 微分 形式 的 平方 ) 变 到 mda'dp' 的 形 
式 并 取 ot, Pr 作 独立 变量 
这 样 之 后 微分 方程 (11) 在 目前 的 情况 下 取 下 述 形式 
Be ðu „ðu _ ðu 
e 555 +e- Fat Tas ə 7 ES t 
这 时 在 二 次 型 (2) 中 会 有 a = 5 = 0,0 与 Y 就 将 是 7 的 线性 函数 ,并且 c 与 7 无 
关 . 在 这 种 情况 下 , 如 果 开始 的 温度 就 只 是 变量 a 与 8 的 任意 函数 , 那么 就 很 清楚 
温度 将 恒 与 y 无关. 
第 二 种 情况 , m= 2. 
如 果 方程 ID) 分解 为 两 个 与 y 无 关 的 方程 , 那么 从 其 中 一 个 方程 就 可 以 消去 
另 一 个 方程 中 的 张 .再 把 所 得 的 方程 简 短 地 表 为 


Au=0, o 


而 另 一 个 则 表 为 Ga 


F 
这 里 我 们 用 A 和 A 来 表示 含 运算 A. 和 8 的 特征 表达 式 . 


Au= (2) 
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易 见 通过 独立 变量 的 变换 , 第 一 个 方程 中 的 A 可 以 变 成 
或 者 = B60 + eða + Të 
或 者 = 0} + eða + Dës, 
或 者 = ôa 
并 且 不 排除 e = 0, f = 0 的 情况 . 
由 于 
0 = ôð;Au = Adu = An, 
所 以 由 方程 (1) 和 (2) 两 式 推 得 了 


AAu=0. (3) 
在 此 可 能 有 两 种 不 同 的 情况 , 或 者 是 (a): 方程 (3) 可 以 由 方程 (1) 得 出 , 即 有 
AAu = OA, 


其 中 o 是 一 个 新 的 特征 表达 式 , REJE (B): 方程 (3) 不 能 由 (1) 推出 , 所 以 就 是 一 
个 独立 于 Au 的 新 方程 . 
想 要 对 至 少 A 的 一 种 形式 来 研究 情形 (a), 我 们 设 


A = aða + eða + fg- 
这 时 AAu 借助 于 Au = 0 约 化 为 只 含 对 一 个 独立 变量 的 二 阶 导数 ,而 且 必定 有 所 
有 的 系数 等 于 零 . 假设 项 dado 借助 于 方程 Au = 0 被 消去 , 令 
A = a8? + bO3 + cBa + dôg, 
并 构造 表达 式 
AA AA, 
因为 在 这 个 表达 式 中 级 ,83 前 的 系数 应 为 零 , 于 是 得 到 z -2 =0, 由 此 显然 


可 知 , 在 排除 a = 0,b = 0 这 种 特殊 情况 下 , 通过 采取 适当 的 独立 变量 的 变换 可 以 
导致 a= b= 1 的 结果 . 在 这 种 情况 下 , 令 AA 的 表达 式 中 82,03 前 的 系数 等 于 零 ， 
我 们 就 会 得 到 


Bc fe Dä 
B20 Ae" 85 
因而 这 时 我 们 就 可 以 令 


A = ng + a8 ate + GE 


E) aa 


A= O+ O+ aTa, t 22 SCH 


KI 
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其 中 用 m,n 表 变 量 a,8 的 某 两 个 函数 , 它们 应 当 满 足 两 个 微分 方程 , 使 得 AA 的 
表达 式 中 9u, 8s 前 的 系数 为 零 . 
在 其 他 特殊 情况 下 也 可 以 用 完全 相同 的 方式 来 成 功 地 求 得 满足 条 件 


AA — DA 


的 最 简单 的 A 和 A. 但 是 我 们 不 打算 滞留 在 更 为 普通 的 研究 上 了 . 
容易 理解 , 在 这 种 情况 下 , 如 果 初 始 温度 是 量 a, 8 的 、 满 足 方程 Au = 0 的 某 
个 函数 , 则 温度 就 会 始终 保持 与 7 无 关 ; 实际 上 , 由 方程 


Au 


0, 
ðu 
Wale 


I 


可 以 推 得 0= BAu = AAu = AB = E 这 就 意味 着 , ARTEKA APRH u 
还 满足 方程 Au = E 那么 Au = 0 就 会 延续 到 任意 时 刻 都 成 立 . 于 是 热 的 运动 也 
就 会 满足 该 方程 F = 0. 

ER 


接 下 来 要 来 研究 第 二 种 特殊 情况 (B), 这 时 方程 AAu = 0 独立 于 Au = 0. 为 
了 能 够 同时 把 后 面 m = 3,m = 4 的 情况 也 包括 进来, 我 们 来 做 一 个 一 般 的 假设 , 认 
为 , 除了 方程 Au = 0 之 外 , 还 有 某 个 线性 微分 方程 Bu = 0, ERA E 也 不 能 由 
Au = 0 导出. 

如 果 A 具有 860s + eða + (ës 的 形式 , 则 借助 于 方程 Au = 0 可 使 表达 式 © 
不 含 对 这 两 个 变量 的 导数 . 

在 此 要 区 分 两 种 不 同 的 情况 . 

如 果 表达 式 O 一 开始 就 没有 对 某 个 变量 , 例如 , 3 的 所 有 导数 , 则 得 到 的 微分 
方程 仅 含 对 a 的 导数 , 形式 为 


Ke =0, a) 
在 相反 的 情况 下 则 总 可 以 得 到 下 述 形式 的 微分 方程 
Eog =o 四 


即 只 含 对 变量 t 的 导数 . 
的 确 , 在 这 种 情形 下 的 表达 式 Au, A?u, Au,- --, 其 中 w 对 t 的 导数 相等 , 借助 
于 方程 Au = 0 和 Ou = 0 总 可 以 变换 成 这 样 的 形式 , 使 得 仅 含 对 其 中 一 个 变量 的 
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导数 , 且 其 所 含 导 数 的 阶 次 不 大 于 表达 式 Ou 中 所 含 导数 的 阶 次 . 由 于 其 个 数 有 限 ， 
所 以 通过 消除 法 我 们 就 得 到 了 形式 如 (2) 的 方程 . 在 这 两 个 方程 中 的 系数 a, 均 依 
MF a,b. 

必须 指出 , 上 述 方程 之 中 有 一 个 必定 要 满足 , 即使 A 并 不 具有 bag + eða + Dës 
的 形式 . 在 A = 33 + eða + Te 的 情形 就 归结 为 前 面 那 种 , 因为 借助 于 方程 Au = 0 
就 可 以 或 者 从 Ou 或 者 从 Au 消除 所 有 对 有 的 导数 , 这 之 后 就 很 容易 得 到 形式 如 
(1) 或 (2) 那样 的 方程 . 如 果 f = 0, 或 者 如 果 A = ba, 也 会 得 到 上 述 第 一 种 情况 . 

现在 我 们 来 对 上 述 第 二 种 情况 作 更 仔细 的 研究 . 

众所周知 , 方程 

Ke =0 


的 一 般 解 由 形 如 f(t)eX 的 项 组 成 , 其 中 f(t) 为 上 的 整 函数 , 并 且 和 为 一 个 与 了 无 
关 的 量 , 不 难 想到 , 每 一 个 这 样 的 项 必定 会 满足 方程 (1). 我 们 来 证 明 , A 不 会 依赖 于 
21,22,23. 

设 kr 为 函数 1(t) 的 最 高 次 项 . 我 们 来 研究 两 种 情况 . 

1°. 如 果 和 为 实数 , 或 者 甚至 为 4+ wi, 其 中 pv 为 一 个 (依赖 于 z1,z2,z3) 的 
实 变量 a 的 函数 , 那么 , 将 u = f(t)eX 代入 方程 (1), 就 可 以 证 明 t"+?eX 前 的 系数 


Kë BR aa ða 
SE at Zen Ee 


这 个 表达 式 只 有 在 有 条 件 


也 即 a = 0 成 立时 才 会 等 于 零 , 这 是 因为 二 次 型 
aii, oa oa 
ars, asi, al2 

是 正定 的 . 


2°. 如 果 和 的 形式 为 = u + vi, 而 且 pv 为 独立 变量 zl, zz,zs 的 函数 , 则 可 
以 选 量 上 + vi 和 vi 作 新 的 独立 变量 a 和 B, 那么 表达 式 u 除了 含有 Tiret 
之 外 , ERARA olt)”. 如 果 有 
Pu eu Pu, Do 
EE Ke e+T55， 
那么 , 在 将 u = Ditert 代入 方程 Au = 0, 并 令 me 前 的 系数 等 于 零 , 我 们 就 会 
得 到 a = 0, 而 且 完全 相同 地 将 u = plt)” 代入 , 就 会 得 到 c = 0. 于 是 借助 于 方程 
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Au = 0 就 可 以 这 样 来 变换 方程 Au = 2. 使 得 它 只 含有 对 一 个 变量 的 导数 . 然后 
再 将 
u= Ditert, u= plte” 


RA, 我 们 就 会 看 到 , 最 高 阶 导 数 的 系数 将 等 于 零 , 于 是 方程 Au — DN 左边 的 全 部 
导数 就 将 消失 , 可 是 这 是 不 可 能 的 , 因为 根据 设 定 , v tg zën 

这 样 一 来 , 在 上 述 的 第 二 种 情形 中 , Gë, 就 由 形 如 f(t)eX 的 有 限 项 组 成 , 其 
中 入 为 常数 , 而 f(t) 仅 与 上 有 关 - 

在 上 述 的 第 一 种 情形 中 , 这 时 必须 与 下 述 形式 的 方程 


Te =0 (3) 
打交道 , 把 函数 u 写成 
EA TN 


其 中 pu,pz,… 是 方程 (3) 的 特 解 , go 为 任意 常数 , 即 变量 6 Dr 的 函数 
如 果 我 们 将 这 个 u 的 值 代入 方程 


Au= 


就 会 得 到 如 下 形式 的 方程 
二 P@=0， 
其 中 量 @ 为 g 的 导数 , 即 一 些 仅 为 8 与 + 的 函数 , 而 量 P 则 为 一 些 仅 为 a 与 8 
的 函数 .正如 我 们 在 上 面 看 到 过 的 , 由 这 个 方程 可 以 得 到 函数 @ 之 间 的 4 个 线性 
关系 , 得 到 函数 P 之 间 的 n 一 4 个 关系 , 而 且 其 中 的 系数 仅 与 8 AX, 而 u HM 
0,1,2,… ,n 中 的 一 个 . 由 此 我 们 就 得 到 了 用 9 对 6 的 导数 来 表达 d 的 表达 式 ， 
它 与 a 无 关 . 
我 们 来 研究 在 这 里 产生 的 几 个 不 同 的 情况 . 
如 果 m = 2, H A 具有 形式 baða + eða + Dën, 则 方程 AAu = 0, WREKE 
对 B 的 导数 , 就 会 取 以 下 的 形式 
EE 
as ĝa? Ba gé 
由 此 得 知 u 可 写成 
ap+bg+c, 
其 中 a,b,c 仅 与 8 和 + 有关, p 与 g 仅 与 a 和 6 有 关 . 引进 9 作为 独立 变量 来 取 
Roa 这 样 我 们 就 会 得 到 
u=ap+ba+c, 


里 ”附录 IV ”对 试图 回答 最 著名 的 巴黎 科学 院 所 提出 问题 的 数学 评述 267 
Hh p WS a 和 6 有 关 . 将 这 个 表达 式 代入 方程 


我 们 就 不 难得 到 系数 的 形式 
剩 下 的 情形 是 , 方程 中 已 经 有 一 个 , F = 0 要 分 解 成 它 , 具有 (1) 的 形式 , 即 
Pu ën 
rt 
那么 就 有 u= ap +b, 其 中 a 与 5 仅仅 依赖 于 6 和 ,而 p 仅 与 a 和 6 有 关 . 引进 
变量 p 来 代替 a, 我 们 就 得 到 


=0. 


Pu 
u= aa +p, gga =O 


这 样 一 来 , 我 们 就 确立 了 , 在 m = 2 的 情形 下 , 也 就 是 在 方程 F = 0 可 分 解 为 


Au=0, DEE 


这 样 两 个 方程 的 情形 下 , 或 者 应 有 AA = BA, 或 者 就 是 函数 u 由 形 如 f(t)eX 的 有 
限 项 组 成 , 其 中 和 为 常数 , 而 f(t) 是 t 的 整 函数 , 或 者 甚至 具有 以 下 形式 


P(B, t)x(a, B) + oetä, 0" estä, 0, 
如 果 m = 3, 则 函数 u 由 形 如 f(t)eX 的 有 限 项 组 成 , 或 者 就 具有 形式 
të, t)a + p1(B,t). 


最 后 是 m = 4 的 情形 , 它 还 不 能 算是 全 面 详尽 的 研究 工作 . 
实际 上 , 设 除了 方程 Au = 2 之 外 , 还 有 三 个 联系 下 述 各 量 


ða?’ 5a56 562 5a OB 
之 间 的 方程 , 由 此 得 到 下 述 形式 的 方程 


然后 可 以 这 样 来 选择 独立 变量 使 得 u 只 是 其 中 一 个 变量 的 函数 , 由 此 可 见 ， 


Pu Pu Pu 
ĝa?’ 6a56 88? 


ERC 


还 有 Au, Au, Au, 可 以 用 EE 来 表示 . 但 是 这 样 我 们 就 会 得 到 下 述 形式 的 方 
程 
Pu Pu ðu 
at KE Tea: 0, 
并 且 将 具有 形式 


pe 2 defi Ar 或 者 (ez otieit +r, 
而 且 , 正如 由 前 面 已 经 清楚 , A 和 都 是 常数 . 

取 来 代替 独立 变量 o, 然后 将 表达 式 代 人 方程 Au = 2 我 们 就 可 以 证 明 ， 
如 果 和 和 不 相等 , 要 想 使 q 只 是 一 个 变量 a 的 函数 是 不 可 能 的 在 这 种 情况 下 
了 与 q 可 取 为 独立 变量 . 然后 由 方程 Au DI 我 们 就 得 到 r = const. 

这 样 一 来 , 在 所 研究 的 情况 下 u 是 变量 上 和 还 仅 有 一 个 变量 的 函数 ,或 者 就 具 
有 以 下 形式 

ae + Bei? 十 const， (a 十 Bt)ex + const, 
而 且 也 不 排除 u= 0 这 个 值 . 

在 求 得 了 函数 u 可 能 有 的 所 有 形式 之 后 , 构造 方程 Fy = 0 就 很 容易 了 , 但 是 

为 了 简单 起 见 , 我们 不 打算 构造 这 些 方程 了 . 由 此 在 每 一 个 个 别 情况 下 , 二 次 型 为 


ba, ba ba 
ba ba, ba 


e Baas Si 

bass Dun Biaj” 

最 后 , 如 果 在 表达 式 》 pivdsidsy 中 用 某 些 适 当 的 ri, za,zs 的 函数 代替 变量 

s1,82,83, 那么 显然 我 们 可 以 得 到 所 有 u 可 以 是 时 间 和 其 他 两 个 变量 的 函数 的 情 

形 . 这 样 一 来 我 们 所 研究 的 问题 中 的 第 一 个 问题 就 得 到 了 完全 的 解决 
现在 留 下 来 就 是 说 明 , 何 时 表达 式 JO Bwdsidse 能 转换 成 前 面 所 给 出 的 形式 

KE 


BEHER 


第 二 部 分 
关于 将 表达 式 5 bwdsids 变换 成 给 定 的 形式 ”aivdridzy 


因为 在 要 研究 的 问题 中 , 最 著名 的 科学 院 提出 要 限于 那 种 情况 , 物体 是 均匀 的 ， 
其 中 的 导热 系数 为 常数 , 所 以 我 们 首先 来 建立 保证 能 够 通过 将 变量 s 代 换 成 变量 = 
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的 方法 , 将 表达 式 ZA rdsidsv 变换 成 形式 Zncfuisr 其 中 系数 aiw 为 常数 


的 条 件 . 然后 再 对 变换 到 有 变 系数 的 形式 作 简短 的 说 明 . 
如 果 , 正如 我 们 所 假设 的 , 表达 式 》 aiwdridze 是 变量 dz 的 正定 形式 , 那 


么 , 众所周知 , 它 总 是 可 以 变换 到 La? 的 形式 因此 , SC biwdsidsw 既然 能 化 成 
Daiwdzidzs 的 形式 , 那么 也 就 能 化 成 Zug 的 形式 ， 反之 亦 然 因此 我 们 面临 


的 任务 就 是 说 明 ， 何 时 能 将 所 考察 的 表达 式 化 到 Lai 的 形式 . 


我 们 来 用 B REAR DA e bnn HA 表 它 的 子 行列 式 ,使 得 有 
KEEN = 


` RSR Engen = Y da? 在 某 种 合适 的 dz 的 值 下 成 立 ,那么 用 d+5 
IER A 我 们 就 还 能 在 适当 的 dz 与 öz 值 之 下 得 到 Eden = YO dzidzi. 
由 此 , 注意 到 如 果 ds 用 dz 来 表示 , 而 5z 用 6s, 来 表示 ,就 推 得 


Be _ si 
= E a) 
以 及 
Da e: Bai fe 
Br, Wa B äs, WW 
由 此 , 借助 于 等 式 
EIER Osi Orv e Ap 
Ss SC WR i i", 
我 们 就 进一步 得 到 
aa zc he, 
Se S 


而 且 , 微分 公式 (3) 就 得 到 


Ga, fe, e Or, fe _ Obis 
Base Ose d Ban 5s Bs 


(4) 


由 对 于 下 述 各 量 
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类 似 的 表达 式 可 以 推 得 关系 式 
Pr, fe, _ Ob 
Bees: Ze, ` See 
将 这 个 最 后 得 到 的 表达 式 用 mw, 来 表示 , 我 们 也 就 得 到 
Be, si 


2 Wei 


(5) 


进一步 再 对 piva 微分 就 得 到 


pur Ze Zë, Pav 
Dsi lee — 1 De 


并 由 此 , 在 将 取 自 公式 (6) 和 (4) 的 值 代入 就 推 得 
Edi 


_ Bb 
Ze 


onbe ag" — Prii fer an 


WU 


正如 我 们 所 看 到 的 , 既然 Do vdsidss 能 化 成 Zo 函数 b 就 应 该 满足 这 
个 方程. 将 方程 (2) 的 左 侧记 为 


(iir, iri”). 
为 了 更 好 地 理解 方程 (1) 的 意义 , 构造 下 面 的 表达 式 
A8 J. bivdsidsy — 2d5 > bivdsidsy + DK 
并 且 二 阶 变 分 四,d5,52 这 样 来 确定 , 使 得 下 述 等 式 成 立 


8 SC bedsidst — ô KSE dy banne = 0, 
OD bwdsidsv — 2d biwdsid'se = 0, 
8 Y bwisidse 一 25 KEEN 


其 中 8 表 任 意 的 变 分 . 在 这 种 情况 下 所 构造 的 表达 式 将 成 为 
一 和 (Gin )(dsibsr — dsvðsi)(dsirðsin — deerdsch mm 


从 所 考察 的 表达 式 的 这 种 写法 显然 可 见 , 在 变量 变换 时 它 变 成 按 相同 的 规律 所 
组 成 的 新 的 形式 的 表达 式 . 可 是 如 果 系 数 b 为 常数 , 那么 在 表达 式 (ID) 中 所 有 系数 
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EKF. 所 以 如 果 只 有 形式 》 bswdsidse 化 成 这 种 带 常 系数 的 形式 , 则 表达 式 (ID) 


肯定 会 恒 等 于 零 . 
但 是 也 显然 的 是 , 如 果 表达 式 (ID) 不 变 为 零 , 则 表达 式 


1 Di imi)(dsi5s — dee, se A siv) 
2 hee D bovisdse — (Z kedeëecl` 


在 变量 变换 下 不 会 改变 , 而 且 在 用 变 分 dsi,6si 的 线性 组 合 adsi + Bisi,ydsi + Aën, 
来 代替 它们 时 也 不 会 改变 . 但 是 表达 式 (M) 的 最 大 值 和 最 小 值 , 看 成 量 dsi, 5si 的 
函数 , 既 与 表达 式 SC bwdsidsw 形式 无 关 , 又 与 变 分 dsi, 5si 的 值 无 关 , 这 样 一 来 ， 


根据 这 些 值 就 可 以 知道 , 两 个 这 种 类 型 的 表达 式 是 否 可 以 相互 转换 . 

上 述 思想 可 以 作 几 何 的 解释 , 而 且 , 尽管 这 种 解释 是 与 很 不 平常 的 概念 相关 , 但 
是 , 在 此 来 谈 一 谈 这 件 事 可 能 也 不 是 不 合适 的 . 

表达 式 we 可 以 看 成 是 超出 我 们 的 直观 的 n 维 空间 的 线 元 ， 如 


果 在 这 个 空间 的 点 (31, s2， ) 上 作 所 有 可 能 的 最 短线 , 它们 的 初始 方向 由 比例 
oda + Däer : adoz + B6s2 ` …: adsn + Bésn (并 且 a 与 有 为 任意 量 ) 来 表征 , 那 
么 这 些 线 就 形成 某 个 曲面 , 可 以 把 它 设想 成 位 于 我 们 直观 中 的 普通 空间 中 的 某 个 曲 
Mi. 在 这 种 情况 下 表达 式 (IID) 将 可 成 为 所 述 曲面 在 点 (s1,s2,… ,sn) 处 的 曲率 的 
ERO. 

现在 转 到 n = 3 的 情形 , 我 们 注意 到 表达 式 (1) 是 变量 


mm 


ds26s3 一 ds36s2， dsa6s1 — de ënn, dsi6s2 一 ds26s1 


的 二 次 形式 , 这 样 我 们 在 这 种 情况 下 得 到 函数 b 必须 满足 的 六 个 方程 , 使 得 表达 式 
D bwdsidsw 化 成 具有 常 系数 形式 . 不 难 应 用 在 这 里 引进 的 概念 证 明 这 六 个 方程 


和 它们 在 一 起 也 是 这 种 约 化 可 能 性 的 充分 条 件 此 外 , 我 们 还 注意 到 它们 之 中 只 有 
三 个 是 独立 的 . 


现在 我 们 回 过 来 研究 最 著名 的 科学 院 所 提出 的 问题 , 我 们 必须 在 上 述 六 个 方程 
中 代入 在 上 面 所 确立 了 的 所 有 可 能 的 函数 b 的 形式 , 并 由 此 求 出 所 有 那些 情形 , 在 
其 中 均匀 物体 中 的 温度 u 是 时 间 和 还 只 有 两 个 变量 的 函数 . 

但 是 时 间 的 不 足 不 允许 我 们 在 此 写 下 这 些 计算 . 因此 我 们 只 限于 指出 必须 采用 
的 方法 , 列举 所 提出 问题 的 个 别 解 
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为 了 简短 起 见 我 们 只 考虑 最 简单 的 情形 , 这 时 温度 u 的 变化 遵守 规律 
Pu Pu 
ES 十 ES 十 
众所周知 , 其 他 的 情况 很 容易 约 化 到 这 种 情形 . 
情形 m = 1, 仅 在 u 等 于 常数 时 的 等 温 线 为 以 下 几 种 情况 时 才能 发 生 — P 
行 直线 , 圆 或 螺旋 线 , 这 时 要 适当 选取 直角 坐标 zr cosp, rsin e, 使 得 可 以 令 =r, 
B= z+ g const. 
情形 m = 2, 出 现 的 条 件 是 u = f(a) + p(B) 
情形 m = 3, 出 现 的 条 件 是 u = aeX + f(B), 其 中 A 为 实 常数 . 
最 后 , 情形 m = 4, 正如 我 们 在 上 面 所 确立 的 , 这 种 情形 只 有 在 u = ae + 
pent+ const, IÈ u = (a + t)e™+ const, 或 u= f(a) 时 才 有 可 能 出 现 . 
现在 我 们 已 经 完全 确立 了 函数 u 的 所 有 可 能 形式 , 我 们 还 必须 指出 , 如 果 温度 
u 不 是 用 形 如 aeX 的 公式 给 出 , 那么 这 时 它 就 只 是 时 间 和 一 个 变量 的 函数 , 这 时 的 
等 温 曲面 或 者 是 平行 的 平面 , 或 者 是 同 轴 的 柱 面 , 或 者 是 同心 球面 如 果 u 正好 就 
是 aeX, 那么 由 微分 方程 (1) 就 推 得 


Wi 


由 此 就 出 现 了 第 四 种 可 能 , 而 且 此 时 函数 a 和 6 就 不 难 确定 , 只 是 这 时 不 要 忽视 
了 aex 和 pert TOIRM O. 


Weber 注释 
a) 


(中 译本 271 页 ) 这 些 研究 包含 了 对 在 论文 “ 论 葛 定 几何 学 基础 之 假设 ”所 表 
述 的 结果 的 一 个 解析 阐述 .问题 是 寻求 能 够 将 一 个 二 阶 微分 表达 式 变换 成 男 一 个 ， 
特别 是 具有 常 系数 的 二 阶 微分 表达 式 的 条 件 . 这 个 问题 自从 在 上 述 Riemann 的 论 
文中 第 一 次 出 现 以 来 已 经 得 到 了 Christoffel 与 Lipschitz 的 深入 研 究 , 他 们 从 各 种 
不 同 的 途径 得 到 了 与 Riemann 所 得 到 的 相同 的 结果 (Crelle's 杂志 , 第 70, 71, 72, 
82 卷 ). 后 来 R. Beez 也 研究 了 这 个 课题 (Schlimilch 杂志 , 第 20, 21, 24 卷 ). 与 本 
书 第 一 版 中 的 注释 相 比 , 那 份 注释 是 以 R. Dedekind 的 一 份 以 前 的 (未 发 表 的 ) WE 
究 为 基础 的 , 把 它 附加 进来 的 目的 只 不 过 是 为 了 使 读者 能 更 易于 理解 Riemann 对 
所 给 出 的 计算 准则 的 叙述 , 在 上 述 工作 中 提出 的 思想 就 可 能 为 阐述 得 有 点 儿 太 短 的 
这 一 注释 打 了 基础 . 因此 我 们 要 在 这 里 以 更 详尽 的 方式 对 它 重复 叙述 一 遍 . 


DN 2 
设 n 维 空间 中 的 线 元 平方 为 
ds? = DD egen 
因此 , 如 果 以 下 式 表示 从 任意 点 O 到 可 变 点 的 最 短线 的 长 度 
re Í. NEE 
则 确定 最 短 曲线 的 微分 方程 为 


Lues Piv dss der 
aL owa Se Sri An, dr dr 0 


以 及 ZC 
Diea éi =1. 


设 我 们 要 研究 n 维 空间 在 点 0 领域 内 性 态 . 设想 从 它 出 发 向 所 有 方向 作 最 短 
曲线 并 且 就 此 借助 于 代 换 


Z1 = rcl za ren 


引入 一 组 新 的 变量 , 其 中 量 ci 的 意义 是 : 


从 而 在 它们 之 间 存在 以 下 关系 : 


并 且 它们 沿 每 一 条 从 0 点 发 出 的 最 短线 为 常数 . 这 些 c 是 作为 微分 方程 (1) 的 积 
分 常数 出 现 , 而 且 为 了 将 变量 z 表述 为 原始 变量 s; 的 函数 , 自然 要 假设 有 这 个 微 
分 方程 的 完全 积分 . 

这 些 新 变量 可 以 称 之 为 “一 个 变动 点 m 相对 于 点 0 的 中 心 坐标 ", 其 特征 在 于 ， 
它们 在 点 0 等 于 零 , 并 且 它 们 的 值 在 沿 着 最 短 曲线 移动 时 与 在 这 条 最 短线 的 长 度 
成 正比 . 这 个 性 质 在 我 们 引进 一 组 n 个 这 些 变量 zi, rz, … ,zn 的 具有 常 系数 的 线 
性 齐 次 函数 来 代 蔡 它们 时 仍然 保持 这样 我 们 就 可 以 得 到 , 正如 Riemann 在 他 的 
论 几何 学 的 假设 一 文 , I, 2, 279 页 中 所 得 到 的 , r? = 》 到 . 但 是 这 根本 不 重要 , 所 
以 以 后 我 们 不 会 进一步 考虑 它 . 

如 果 现 在 线 元 平方 用 新 变量 表示 出 来 为 


dei = Daiwdridre 


274 M WS ”对 试图 回答 最 著名 的 巴黎 科学 院 所 提出 问题 的 数学 评述 


那么 , 在 我 们 沿 一 条 从 0 发 出 的 最 短线 前 进 时 , 因而 也 就 可 以 令 ds? = dr?, 容易 推 
得 


(2) 
将 最 短线 的 微分 方程 用 新 变量 表 出 ， 则 对 由 点 0 发 出 的 最 短线 就 得 到 
KA ici = bat roe K 
由 此 推 得 
KN NET? (3) 
其 中 我 们 用 了 下 述 缩写 (中 译本 270 页 ): 
Baiw 
Ka 
方程 (3) 也 可 以 写成 
68) 
现在 为 了 简洁 起 见 我 们 令 


am 
Wy = Ý apati; 到 TAS Es 


于 是 方程 (3') 就 可 以 写成 


vz Se 
See Ka KA 
由 此 就 得 出 : 
Pu Au Pus, 
Se Dz. + - Bo" 
并 由 此 有 : 


EZ SE Bwy Boch. =o, 
z, Dri (azy Bau) #7 
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由 此 可 见 ,人 Ën -1 阶 的 齐 次 函数 . 我 们 用 f(z1,z2,… ,zn) 来 表示 这 样 
一 个 函数 , 则 我 们 有 “ 
ite, tt,- ,tzn) = t7 f (21,22, äh 
于 是 由 此 设 系数 as 及 其 导数 在 点 0 具有 确定 的 有 限 值 , 由 此 得 出 , 如 果 令 t= 0, 
Wan / 就 将 全 等 于 零 , 从 而 有 Se = e, 因此 也 就 有 
"Ss, 


Don. wn Pavi 
ës, Za 


由 此 借助 于 方程 (3') 就 得 到 
Oo 
KC 


并 且 通 过 积分 最 短线 的 微分 方程 : 
Lona = E de, w 


Zi. 


或 者 在 乘 以 > 之 后 为 
Daun = ien 
所 有 这 些 都 是 恒 等 方 程 , 即 它们 对 独立 变量 ri 的 任 一 组 值 均 成 立 . 
设 hw = tea Mann ,zn 的 某 些 个 函数 , 它 及 其 直至 三 阶 的 导数 在 点 0 
全 都 具有 确定 的 有 限 值 , 并 且 有 以 下 恒 等 方 程 成 立 : 


并 Hezaze =0, 


由 此 , 如 果 对 它 作 三 次 微分 , 并 在 微分 后 令 z; = 0, 则 得 到 在 点 0 有 下 述 方程 成 立 : 


Da . Soe 
Br + Bz, + Ze 


在 此 令 Eu, 则 对 点 0 有 
E 


re 
由 对 其 中 第 一 个 加 上 pe se" = 0 就 得 到 


Za ZER Oft, © 


tw =0; 
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而 由 第 二 个 方程 得 


Paii ) 


Baiv , 8 
Lë, Me ee 


将 让 和 站 对 调 , 再 将 二 者 相 加 ， 并 用 S 表 其 中 六 个 形 如 z 
则 推 得 


的 偏 导数 之 和 ， 


Bri re 


a Ke 


(6) 
Pamu Pav _ 
Dabar + Dabam "H DI 
现在 我 们 把 aiv, 都 理解 为 这 些 量 在 点 0 处 的 值 . 在 这 些 假设 下 对 
从 点 0 me TAR CC ,我 们 有 


ds = avdridre, 


而 且 对 一 个 在 其 邻近 坐标 为 (无限 小 的 ) z1,z2,… ,zn 点 发 出 的 线 元 ds 直至 包含 
到 二 阶 项 为 


=E aen + Y DE delen + 3 Za 


Kë Jz SC Sen Turdridre. 


fra 


这 里 根据 (5) 式 第 二 项 为 零 , 从 而 其 第 三 项 


就 表达 了 当前 的 n 维 空间 在 由 ri,dz 所 确定 的 方向 上 对 平 直 性 的 偏离 ; 因为 借助 
于 (6) RA (7) 式 可 以 把 这 个 式 子 写成 这 样 一 种 形式 , 从 中 可 以 看 出 , 它 只 与 组 合 
zidze — redzi 有 关 . 通过 对 换 中 的 下 标 我 们 可 以 把 它 写成 以 下 四 种 形式 : 


NO en 
RE 
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把 (6) 式 应 用 到 上 面 的 第 四 式 , 把 (6) 式 和 (7) 式 应 用 到 上 面 的 第 二 和 第 三 式 , 由 
此 在 再 一 次 互 换 下 标 后 , 就 得 到 


(8) 


但 是 O 的 这 个 表达 式 只 是 在 z; 具有 中 心 坐标 的 特别 的 意义 下 导出 的 ， 现 在 的 任 
务 , 就 是 把 它 变换 到 任意 坐标 上 去 . 按照 Riemann 的 指示 , 这 一 点 可 以 这 样 来 实现 ， 
就 是 我 们 要 把 它 纳入 到 明显 地 与 所 用 变量 无 关 的 形式 . 

首先 我 们 在 保持 中 心 坐标 的 条 件 下 用 与 无 限 小 坐标 zt zz,… ,zn 成 正比 的 微 
分 5z1,6z2，,… ,6zn 来 代 答 这 些 无 限 小 坐标 , 因而 有 


dridzrvérwire. (9) 
我 们 选 通常 是 完全 任意 的 微分 dri, özi, 故 有 
die, =0, din ée =0, é6z =0, (10) 


而 这 可 以 例如 通过 常数 的 dzi, 5z; 来 达到 , 而 这 样 就 会 带 来 d 和 5 可 以 对 换 的 结 
果 , 即 对 每 一 个 任意 的 位 置 函 数 ”有 


dip = 6dp. Wi 
在 这 些 前 提 下 可 由 (5) 式 , (6) 式 , (7) 式 导 出 公式 
Ai ennen = 5 aiwdridre = -2d6》 aivdriðzv, 


借助 于 上 式 就 得 到 
= 2AP arzin 


T i kp fe 一 2d5 Y guden + ESCH Veure } . (DD 


23 M RIV 对 试图 回答 最 著名 的 巴黎 科学 院 所 提出 问题 的 数学 评述 


如 果 a 表 只 能 与 4 和 5 可 对 换 的 一 个 任意 的 变 分 , 那么 由 (5) RA (10) 式 就 给 出 
下 述 方程 : 


dën = 》 undin + Y ai vdzióð' zv, 


dy ordre = Age ridre, 


6D angel ze = Age ze, 
由 此 推 得 : 
HD owdridre -dD aivd'ridre — Agenda e =0, an) 
而 如 果 我 们 令 d = 5, WH: 
8 P ovdridre -249 awdrid'ze =0, av) 
dY avbribzy — 26 Davirid'ze = 0, (v) 


如 果 我 们 引进 别 的 变量 s 来 代替 作为 函数 自 变 量 的 ri, 则 对 完全 任意 的 微分 4 和 
5 有 下 述 变换 
KREE 


因而 通过 在 (ID) 中 用 besi 来 代替 on, 或 者 换言之 , 就 是 我 们 不 再 把 在 (11) 
中 的 zi 看 成 是 中 心 坐标 , 而 是 理解 为 任意 坐标 , 则 我 们 就 会 得 到 9 一 个 变换 后 的 
表达 式 . 自然 这 样 一 来 条 件 (5), (6), (7), (10) 就 不 再 能 成 立 了 , 但 是 条 件 (1), (IID， 
(IV), (V), 一 旦 对 一 个 坐标 系 , 例如 , 中 心 坐标 成 立 , 就 会 对 所 有 的 坐标 系 成 立 , 因 
此 如 果 我 们 在 对 (ID) 作 进一步 的 变换 , 除了 (1), CI), (IV), (V) 之 外 没有 用 到 别 
的 关系 , 则 所 得 结果 就 对 任意 变量 均 成 立 ， 这 个 计算 , 尽管 有 点 儿 长 , 却 一 点 也 不 
难 . 如 果 计算 (ID) 的 右 侧 , 只 需 用 到 微分 的 可 对 换 性 就 可 将 三 阶 微分 消除 . 借助 于 
由 (IID, (IV), (V) 导出 的 方程 


2 aiwddri= 一 > privdzidzv, 


2D aiedizi = 一》 Puirdzibzi， 


KEE 
` D? 
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其 中 nn 和 在 中 译本 270 页 上 所 表示 的 一 样 为 


从 而 得 到 了 表达 式 
dd Daviridre — 2dô Beef + 56D a 


= JO (8, i") (dredre — özidzy)(dzwőzyn — Seege 


其 中 or, mm) 的 意义 和 在 Riemann 文本 (中 译本 270 W) 中 的 一 样 , 而 且 其 求 和 
Bän eat: A ii AZ i”, Be 也 一 样 , 只 保留 其 中 一 对 . 
现在 我 们 来 由 这 个 表达 式 得 出 我 们 的 一 般 空间 的 曲率 . 设 


ds= Dvdridze, Ze — /Dawiridre 


为 这 个 空间 中 的 两 个 线 元 , 它们 所 夹 角 的 余弦 为 
KN 
Cr 
于 是 它们 组 成 的 无 限 小 的 三 角形 的 面积 为 
A= Zone sind 

并 由 此 得 
4A2 = Daiwdridre anybzibze — 63 dadar 

rg Gi D 


D Ierger — ge erger Jgeze -gridre)(dzivizev — Geer dzon), 


DK 


8 57 
DK 
r 


Z aiwdridre KS - KS wdridze y 


和 (6, ii" )(drðze — bridze)(dzin dre — Szr dro) 


二 十 Wl vdridre 


v leien — bzidre )(drerbre — Trdrem) 
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现在 还 要 证 明 , 如 果 我 们 考察 的 曲面 是 由 这 样 一 些 最 短线 构成 , 在 它们 的 起 始 
线 元 中 z 的 变 分 有 如 下 的 比例 关系 


ode + Gë : adr2 + Mä : --- : od + Bä, 
其 中 a 与 8 为 任意 量 , 那么 这 个 表达 式 就 与 Gau8 为 这 种 曲面 的 曲率 所 构造 的 表 
达 式 一 致 . 
和 在 上 面 一 样 我 们 这 样 来 令 z; = rci, 使 得 其 中 c 在 每 一 条 从 点 0 发 出 的 最 
短线 上 为 常数 , 而 r 为 这 条 最 短线 到 一 不 定点 的 长 度 . 于 是 , 如 在 上 面 所 证 明 的 , 有 


KENE 
取 ci 的 两 组 固定 值 9) 和 ci 为 基础 , 并 考察 一 变动 组 
= ac + Be, (11) 
于 是 有 


a +2a8cos(r®, r’) +8? =1, 


由 此 最 c 变 成 了 单个 变量 的 函数 , 我 们 可 以 取 r 的 起 始 线 元 与 (0) 的 起 始 线 元 的 
夹 角 p 作 这 个 变量 , 并 由 上 式 得 到 


csp = EC ele. 


如 果 现在 让 量 rci 变化 一 个 满足 下 述 条 件 
KSE 


的 无 穷 小 量 dr, dei, 那么 借助 于 方程 (4) 就 可 以 得 到 
KSE 并 oadco =0. (12) 
此 外 我 们 还 有 
dz; = rdc; + cidr, 
因而 , 在 我 们 采用 了 缩写 
和 ourdcidcr = udg’, 

之 后 , 就 有 

ds? = Dawdridze = dr? +r? Ð aivdeidey = dr? + r° pdg’. 
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可 是 我 们 又 有 : 
cosp = D aa, -singdp= $ "elle. a3) 


并 且 由 (11) 式 可 推 得 下 述 表达 式 
de =a + bes; a=fpda-ad, A di, 
因而 由 (12) 式 和 (13) 式 得 


一 sinpdp =a+bcosp， 


0=acosp+b. 
由 此 通过 消去 a M o 就 得 到 : 
sin ode, = dp(ci cosp — df 
由 此 进一步 又 推 得 
并 同时 有 


(14) 


如 果 我 们 用 TE 来 表示 这 个 表达 式 , 那么 我 们 就 会 得 到 一 个 形式 , 它 就 是 Gaut 当 
EE m: 


= dr? + mde? 
《曲面 一 般 理论 》，19 节 ), 而 对 于 曲率 则 有 公式 
1 Gm 
E= maa 
如 果 这 个 曲面 在 点 > = 0 是 连续 弯曲 的 , 则 在 此 点 有 
ôm Pm 
m=0 SL SN 
从 而 在 该 点 就 有 
ege 
SE 
对 于 函数 就 由 此 得 出 它 在 这 同一 点 有 
ian Pa Wen EE 
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因而 这 些 方程 中 的 头 两 个 满足 (14) 式 , (5) 式 ; 由 其 第 三 式 得 到 


它 和 上 面 所 求 得 的 表达 式 是 一 致 的 . 
如 果 我 们 构 作 从 点 0 发 出 的 各 个 方向 的 最 短线 , 其 初始 方向 由 方程 (11) 所 确 
定 , 那么 我 们 就 会 得 到 在 超越 空间 中 的 一 块 曲 面 , 这 个 曲面 上 的 一 个 点 的 坐标 可 以 
用 两 个 独立 变量 来 表示 , 而 如 果 我 们 用 p,q 来 表示 它们 的 话 , 那么 就 可 得 到 这 个 曲 
面 上 的 线 元 平方 的 表达 式 为 
ds? = Edp? + 2Fdpdg + Gegq?, 


其 中 E, FG 为 p 和 9 的 函数 . 如 果 取 z, y, z 为 下 述 联 立 偏 微分 方程 


OROMO ii 


OROKOR 


ds? = dz? + dy? + dz?, 

而 且 如 果 把 rz,y > 理解 为 我 们 空间 中 的 一 个 点 的 坐标 , 那么 我 们 就 会 得 到 一 个 曲 
面 , 可 以 将 超越 空间 中 的 曲面 按照 Riemann 的 表达 方式 , 即 不 用 逐 点 地 改变 线 元 的 
方式 展 布 在 它 上 面 . 

人 们 可 以 在 常 曲率 的 假设 下 很 容易 地 从 此 式 导出 线 元 (可 参见 本 书 附录 II 
一 一 中 译 者 注 ) 所 给 出 的 表达 式 . 也 就 是 说 如 果 上 具有 常数 值 a, 则 有 
in yar 
a 
而 且 如 果 我 们 假设 引进 它们 的 这 样 的 线性 组 合 来 作 ci, 使 得 有 


a=1, 


的 一 组 特 解 , 那么 就 有 


m 


因而 有 
d? = 
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这 样 一 来 对 ds? 就 得 到 
a sin? Var 
d? = dr? 4 EVE S ad. 
因此 我 们 如 果 设 (这 包括 了 球面 到 平面 上 的 球 极 平面 投影 作为 其 特例 ) 


则 可 推 得 


以 及 


(2) 
(本 文中 译本 271 页 ) 全 面 验证 这 里 所 确立 的 结论 看 来 还 需要 复杂 的 计算 , 我 
从 现存 很 不 完整 的 零碎 资料 只 能 部 分 完成 这 个 任务 . 我 之 所 以 这 样 做 部 分 是 因为 我 
带 着 这 样 的 期 望 , 希望 它 能 成 为 全 面 导出 这 个 结果 的 再 一 次 研究 的 基础 . 
我 们 首先 来 回答 这 样 的 问题 , 其 中 温度 除了 与 时 间 有 关外 还 只 与 一 个 变量 有 
关 . 在 这 种 情况 下 热 运动 所 满足 的 偏 微分 方程 具有 以 下 的 形式 


DS + G = ZS a) 
如 果 系 数 a,b 不 只 是 单个 变量 a 的 函数 , 则 将 这 个 微分 方程 分 解 为 下 面 两 个 
方程 
“党 + a = 


Bee 只 与 a 有关. 

通过 引进 一 个 新 的 变量 来 代替 a, 则 就 可 将 上 面 的 第 二 个 方程 变 成 2 =0 
形式 , 从 而 就 成 为 含 watua 的 形式 , 其 中 u, u 只 仅 是 时 间 的 函数 . 于 是 下面 的 
第 一 个 方程 就 取 下 述 形状 


ðu pu 
lata SC: 
其 中 cc 为 常数 . 由 此 就 进一步 推 得 
Se o gu 


ECK? 
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因而 就 具有 aeX + const 的 形式 . 

但 是 如 果 在 微分 方程 (1) 中 系数 ab 就 已 经 只 是 a 的 函数 , 那么 我 们 就 不 妨 
一 般 地 取 5 = 0 (通过 为 a 引进 一 个 新 的 变量 ), 并 且 由 于 偏 微分 方程 (1) 必定 能 由 
方程 


通过 变换 得 出 , 所 以 我 们 的 问题 就 归结 为 : 
求 出 所 有 同时 满足 下 述 两 个 偏 微分 方程 的 、 坐 标 z, y, z 的 函数 a: 


sf (ET EI EI An 


为 简短 起 见 我 们 令 : 


aa 


-i aa ` ða ` 2 
= Set Sen P+P+r=m, 


并 且 分 以 下 四 种 情形 分 别 讨论 : 
1. 如 果 mgr 是 相互 独立 的 、 坐 标 z,y,z 的 函数 , 那么 a 就 会 是 m 的 函数 ， 
plm), 于 是 我 们 就 可 以 将 p,q,r 作为 独立 变量 引入 来 代替 z,y,z. 令 


WA: 
令 

3=W(m) +t 
并 由 下 述 微分 方程 来 确定 函数 wm) 


giel 一 2my (m) = p(m), 
则 得 到 t 的 一 阶 偏 微 分 方程 


它 的 一 般 解 为 : 


LCE 
其 中 x 为 一 任意 函数 , 并 且 采 用 了 缩写 : 


于 是 我 们 有 了 
-2 = £ Seil +x = BX (8) -X00), 


-v= E 一 2gy(m)+X(D)， 
-z= 2 = ary (m) + x0), 
现在 通过 引入 p gr 作为 独立 变量 , 可 由 方程 
EE 
nut 


Es 


Dër Aen, Əzðz_Əzðz Zei Dër 
Ai Bä" ƏrƏp rt Əpðq 而 
通过 用 (2) 式 代 换 得 


m(12W (m)? + Lëscht"? 


=0, 


推 得 


(2) 


=0, 


Läd (m) + 4m: Pm) VI TT {+ + + DIE 


2 (Exx (ër. 
ETET (aa Lë) UE 


而 由 于 m, p, y 是 相互 无 关 的 变量 , 所 以 这 个 方程 可 以 分 裂 为 下 述 三 个 方程 : 


PX PX Lë: k 
eege ESCH ee 
D 


EDF 


REES 


m(124'(m)? + 16my’(m)y”(m)) + We +4mý"(m))+k=0, (5) 


其 中 心心 为 不 定常 数 . 如 果 通 过 方程 
x= Bees 
引进 一 个 新 的 函数 xi 来 代替 函数 x, 那么 方程 (3), (4) 就 转换 为 
Px Px _ E = sa AD 
ES EC KC, 
Zi 


+n + ( 


(6) 
(7) 
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但 是 这 两 个 方程 只 有 当 x 是 6, 的 线性 函数 时 才能 同时 成 立 , 因而 此 时 有 k = 0; 


接着 我 们 把 
ax ër: Gr: Gr 


Xm- 08 Oy 
看 成 是 直角 坐标 , 则 方程 (6) 就 是 常 曲率 曲面 的 偏 微分 方程 , 而 (7) 式 则 为 一 极 小 
曲面 的 偏 微分 方程 , 众所周知 , 这 是 只 有 平面 才 可 能 同时 具有 的 两 个 性 质 . 
由 此 得 出 对 于 x 有 下 述 形式 的 表达 式 : 
Aaen Bb, 
其 中 a,b,c 为 常数 , 而 且 方程 (2) 变 成 形 下 述 形式 : 
Sh + 2VFiyy(m) 
Ste ee 
BEE 
(及 +avmwem)a 
KSE 
Ur + 2Vmw(m) ) gë 


ROESER 
2 
Leef + (u+)? +(+? = (r aset) 


由 此 得 出 曲面 a = const, 或 m = const, 为 同心 球面 . 
2， 如 果 在 p,q," 之 间 存在 一 个 不 含 坐标 z,y,z 的 方程 , 则 r 可 以 看 成 是 p,q 
的 函数 , 从 而 我 们 就 有 


z+c= 一 


dr = adp + bdq, 
其 中 我 们 设 定 了 „a poor a o 
"Ss YEA 
由 此 推出 
o ër D. ða Ər ðr ,Br 
Së Të Be atta oz "Pë T Dy 
如 果 现 在 不 是 有 
Héi const, (8) 


则 a 也 将 和 p,q,7 一 样 依赖 于 两 个 变量 , 而 且 由 此 得 出 : 


r=ap+bg, 
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并 且 通 过 微分 得 到 : 
pe +a =o, p +2 =o, 
ðp op "Dä" 
we nA si 
Bän Aë 
如 果 现 在 我 们 在 方程 (8) 成 立 的 情况 下 也 像 刚 才 一 样 , 设 
zm Ip- yq- zT, 
ds = —zdp — ydq — zdr = —(z + az)dp — (y + bz)dą, 


那么 就 得 出 s 也 只 与 p,q 有 关 , 并 由 此 给 出 


H = —(z + az), z =—(y + bz). 


现在 我 们 来 在 方 各 MENN 
Bz + By * az H 


中 将 p,q,z 作为 独立 变量 引进 来 , 那么 推出 


az ðy (2 Säi EN EE 


ap * 2q "Lä: äs Zei Dë 


由 此 借助 于 (10) 式 就 得 到 
CN 


ðq ðp, 
ATSU e aa Dänen 
现在 因为 ob s 与 > EX, 所 有 这 个 方程 分 解 为 下 面 两 个 方程 : 
Os 2 Fs ,Ps SC 
E AE 
GE Te = 
plt DIE EE o. 
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(9) 


(10) 


m) 
(12) 


DEE p qr 看 成 是 直角 坐标 , 那么 (12) 式 就 是 极 小 曲面 的 偏 微分 方程 ， 
根据 (8) 式 和 (9) 式 它们 又 必定 是 球面 或 可 展 成 平面 的 曲面 . 只 有 当 这 个 曲面 是 平 
面 时 才能 把 这 二 者 结合 起 来 , 从 而 a,b 为 常数 , 而 通过 适当 地 确定 z 轴 的 方向 就 可 


以 取 其 为 零 . 这 样 一 来 由 (11) 式 就 得 到 
Pe EM 


a t ag TÀ 


a3) 
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此 外 , 如 果 令 B= H 那么 和 在 第 一 种 情形 中 一 样 , 有 


s=Y(m) ml?) ， 


DEEN 
ENEE 


-v= È = W (m)2q +x (0) 


i 


因此 由 (13) 式 推 得 
VAY (m) + 4my”(m)) + (1 +6)? x" (0) =0, 
这 方程 可 以 分 解 为 下 面 两 个 方程 : 
VAY (m) + 4my”(m)) = —k, 
xX) = ien 
其 中 为 常数 . 积分 后 方程 就 给 出 
ls kal Lab, 
其 中 a,6 为 任意 常数 . 这 样 一 来 我 们 就 得 到 了 


Déi 
l+ 

Bebe _QW(m) 3 Kg 
BEN 


(z +a)? + (y +b)? = (2W(m)Vm+ k)?. 


于 是 等 温 曲面 在 这 种 情况 下 就 是 一 些 同 轴 的 柱 面 , 其 截面 为 贺 . 
第 三 种 情况 , 其 中 p ar 是 同一 个 变量 的 函数 , 不 可 能 出 现 . 假如 说 有 


Prin, 9= galn), r= ya(u), 


则 由 方程 
op pp əp_ ð 


BW Së A Ər 


ORORO 2 2.2 
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以 及 方程 = 0, 就 得 出 
DEE 


而 这 是 矛盾 的 . 
因而 现在 剩 下 来 就 是 第 四 种 情况 , p,q,r 均 为 常数 的 情况 , 于 是 等 温 曲面 族 由 
平行 平面 组 成 . 


关于 更 一 般 的 问题 , 何 时 温度 除了 时 间 之 外 只 与 两 个 变量 有 关 , 其 第 一 种 情况 ， 
这 在 正文 中 是 用 m = 1 来 表征 的 , 可 以 用 下 述 方式 来 回答 . 
在 这 种 情况 下 我 们 有 二 次 形式 如 下 : 


0 0 c 
x CN 
其 中 o%, 为 Y 的 函数 , 而 c 与 y 无 关 . 此 外 行列 式 


0 dg, Y 
d, 0, a 
Y, a, c 


= 2a'b'd — odd, 


为 常数 . 其 伴随 形式 为 
—(a'da + b'd — c'dy)? +2(2a'b' — cc')dadp, 


其 中 Zap ed 与 了 无 关 . 

现在 我 们 通过 引进 y 的 一 个 线性 函数 作为 新 变量 来 代替 7, 这 个 形式 就 会 变 
换 得 更 简单 一 些 , 如 下 : 

(eda + cdy)? + 2mdad8 

其 中 a 是 7 的 一 个 线性 函数 ,c 和 m 与 7 无 关 . 现在 要 做 的 是 寻求 这 样 一 种 情形 , 在 
这 个 情形 下 这 个 形式 能 够 转换 成 带 常 系数 的 形式 , 或 者 特别 地 转换 成 dz?+dy?+dz? 
的 形式 . 

为 此 我 们 来 作 方 程 (i'ii) = 0 (本 文中 译本 270 页 ), 它 在 这 种 情况 下 取 以 
下 形式 : 


8e Ge äm 
KE WÉI 
ÉIS EI EI aa 


me (2a 22m) + acb (Om a20) EEN (3,3) 
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Da? rac ðe f ðc De. ða 
I 


a Om ða Be Ze ( aa ðe (2,3) 
Ae Jl SE Lë =0, 
Ze ` Gacom `. ðc ðac 
Das "Deag ag "naas D (3,1) 
Be _ Pac ða ac 
(2 + (c38 SI Ea 


ða ðe a ($) 
由 (1,2) 式 推 知 ， < 两 -有 5， 因而 也 就 有 Ko 与 7 无 关 ; 因此 如 果 我 们 令 a = 
aa + yaz, 则 推 得 oz 的 形式 为 cf(a), H f(a) 与 8 无 关 . 
这 样 一 来 我 们 就 有 
(ada + cdy)? + 2mdadf = (ada + c(f(a)da + dy))? + 2mdadp; 


因此 如 果 我 们 引进 一 个 新 的 变量 了 十 /rom KRE Y, 则 二 次 形式 就 转换 成 另 
一 个 形状 相同 的 形式 , 其 中 只 有 a 与 y 无 关 . 在 这 个 假定 下 方程 (2,2) 就 取得 以 下 
形式 


由 此 与 (1,1) 式 相 结合 就 得 到 : 
a ðe 
RE Ologm Diop 33 logm 
到 Ae 
由 此 又 得 到 


Zeit, ZS = mylo). 
现在 要 分 三 种 情况 来 讨论 ` 
1) 如 果 p(B) = Wa) = 0, 则 有 c= const， 并 且 由 (1,2) 推 得 3 =0. 因此 
如 果 我 们 引进 新 变量 cy 十 J ada 来 代替 7, 那么 我 们 就 会 得 到 , 在 二 次 形式 中 会 有 
a = 0,c= 1 于 是 由 (3,3) 式 可 导 得 


RE =0, 2m= x(a)ð(8). 


因此 如 果 引 进 变量 Telé, f DOJA KRE a.p, 那么 就 会 得 到 二 次 形式 为 


dř + dadp, 
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通过 代 换 a = z + iy, b = unn, 它 就 会 变 成 
dz? + dy? 十 dz2. 
于 是 在 这 种 情况 下 等 温 线 a = const, 8 = const 就 是 平行 直线 . 
2) 如 果 p(B) = 0, 而 W(a) 不 等 于 0, 则 < 与 a 无关 , 而 且 由 (1,2) 式 得 出 “ 7N 
BER. 以 相似 的 方式 我 们 可 和 在 上 面 一 样 得 到 , 将 为 零 , 而 且 进 一 步 还 有 


vg 
giel äi ` 


由 此 方程 (1,1),… , (1,2) 全 都 能 得 到 满足 ， 如 果 我 们 引入 JE c 作为 新 变量 
来 代替 a, B, 那么 我 们 就 将 得 到 二 次 形式 8?dy? + dadp, 它 通过 代 换 
z+iy=ß, z-iy=a-ßř, o Bn, 


就 可 变 为 dz? + dy? + de, 但 是 我 们 无 法 由 此 借助 于 方程 a = const, 8 = const 得 
到 实 的 曲线 . 由 于 这 个 原因 , Wa) = 0,P( 8) 不 等 于 0 这 种 情形 就 不 大 重要 . 
D 这 时 不 论 是 Wa), 还 是 (8), BEFFE, 于 是 我 们 引信 新 变量 / 


dp 
TZ pg ap, 由 此 我 们 加 会 得 到 


ðe ðe ðe 
ða 7 ™ 37 ™ Ba a8 
由 此 就 会 有 c= fla Olm f'(a + 8). 
由 (1,3) 式 得 出 
Bac 
Ze 55 ` gegen 
ae "ée 
由 此 通过 积分 就 得 到 


ac = f?p(a) + Wla); 
通过 引信 变量 7 Toi: 来 代替 7, 就 得 到 pla) = 0, 同时 还 得 到 ac = die), 
于 是 有 (1,2) 导出 : 


现在 因为 方程 一 侧 只 与 e 有 关 , 而 另 一 侧 又 只 与 a+6 有 关 , 所 以 它们 必定 都 
等 于 一 个 常数 k, 由 此 就 得 出 了 函数 应 满足 的 一 个 二 阶 微分 方程: 
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据 此 方程 (1,1),… , (1,2) 全 都 能 够 得 到 满足 . 对 这 个 方程 积分 一 次 就 得 到 : 


ar-v-B 


WEITEN y LAARA yik f E 
则 我 们 将 得 到 


2 
(edy + ada)? + 2mdadB = (iar + ža) +2f'(dz? + dy?) 
= di + 2kdydy + 2f dei + Ra, 


如 我 们 再 令 区 
ar ee 
由 此 就 扒 得 


€= Zdërz-e re 
从 而 我 们 的 二 次 形式 就 转换 成 
SH bal EE 
如 果 我 们 把 这 个 式 子 放 到 极 坐 标 中 去 , 办 法 就 是 令 ; 
Zen hy=9, DEER 


那么 它 就 会 取 下 面 的 形式 : 
dr? 十 r2dp2 + dei 
于 是 a = const, 6 = const 的 曲线 就 将 为 


"xv. ve Wi 
: 


其 中 大 也 可 以 = 0, 因而 它们 就 是 螺旋 线 或 圆 . 


HE ki = 0 的 特殊 情形 下 , 我 人 有 €= SE 这 时 二 次 形式 将 为 


—2kigdy? + 2kdydy + dé?, 


或 者 在 我 们 又 回来 用 a,B,7 代 换 5, -r V kiy, 它 就 写成 


A 
ady? + dBdy + dei, 


H Wë ”对 试图 回答 最 著名 的 巴黎 科学 院 所 提出 问题 的 数学 评述 293 
它 再 通过 代 换 
nen de 


z-iy=y, 


就 可 以 转换 成 dz? + dy? + dz? 的 形式 ; 但 是 由 此 所 得 出 的 方程 
z+ 了 一动? 一 a= const, 
(E+ iy) -alz = iv) als — iu)? = 8 = const 


就 不 对 应 任何 实 的 曲线 
在 其 余 的 情形 中 我 尚未 能 完整 地 完成 这 个 计算 
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经 过 将 近 三 百 多 个 日 日 夜 夜 , 终于 走 完了 一 段 并 非 平坦 的 路 一 一 翻译 Klein 
的 《数学 在 19 世纪 的 发 展 》 第 二 卷 之 路 . 在 本 书 行将 呈现 在 读者 面前 之 际 , 回 望 这 
段 走 过 的 路 程 , 不 禁 想 起 了 本 书 第 一 卷 英 译本 编者 Robert Hermann 为 英 译本 所 写 
的 序言 最 后 一 段 话 : “我 要 感谢 Michael Ackerman 在 翻译 本 书 时 所 付出 的 赫 拉克 勒 
斯 式 的 艰巨 劳动 . 那些 读 过 原稿 的 人 都 这 样 评论 说 , 他 把 Klein 的 复杂 的 德语 散文 
译 得 多 么 流畅 和 美丽 .” 在 译 述 的 过 程 中 会 经 常 想到 这 句 话 . 因为 在 我 看 来 , 译 者 与 
作者 不 同 , 作者 在 写作 时 心中 只 有 一 个 上 帝 , 那 就 是 他 的 读者 , 而 译 者 在 译 述 之 时 ， 
心中 怀 有 两 个 上 帝 , 一 个 是 他 所 翻译 的 作品 的 作者 , 还 有 一 个 就 是 他 的 读者 . 他 必 
须 对 他 所 译作 品 的 作者 负责 , 处 处 做 到 不 要 误解 作者 , 更 不 能 曲解 作者 ， 对 读者 要 
负 的 资 任 主要 有 二 : 一 是 他 所 译 的 作品 是 值得 读者 把 时 间 花 上 去 的 , 二 是 他 的 译 述 
应 该 尽 可 能 地 准确 而 又 流畅 地 再 现 了 原作 , 使 读者 能 够 享受 到 阅读 的 乐趣 , 欣赏 到 
原著 的 精彩 , 这 一 点 与 对 作者 负责 是 一 致 的 . 著名 作家 钱 镭 书 先生 说 得 好 , 好 的 翻 
译 为 作者 赢得 读者 , 坏 的 翻译 使 作者 失去 读者 , 因为 译文 好 , 读者 才 会 进一步 产生 
愿望 去 阅读 原作 . ( 钱 锤 书 :《 林 纾 的 翻译 》) 

在 当今 知识 爆炸 的 年 代 , 也 是 图 书 出 版 大 泛滥 的 年 代 . 每 当 走 进 图 书城 , 面 对 
图 书 的 一 片 汪洋 , 都 不 禁 会 感慨 万 千 . 一 方面 是 看 到 有 这 么 多 的 好 书 、 可 读 的 书 , 真 
是 目不暇接 , 不 免 有 一 天 只 有 二 十 四 小 时 太 短 之 憾 . 回想 “文革 ”前 的 那些 年 月 里 ， 
一 无 读物 , 二 无 时 间 . 劳动 回来 躺 在 大 统 铺 上 , 一 本 外 文科 技 图 书 的 征订 目录 , 翻 到 
破 了 还 在 大 家 手中 传阅 的 情景 , 真是 感到 现在 年 轻 人 的 幸运 . 另 一 方面 , 正 像 当前 
的 大 市 场 的 情况 一 样 , 我 们 又 有 更 多 的 无 奈 . 看 到 许多 无 聊 的 、 甚 至 是 假 、 冒 、 伪 、 
劣 的 东西 , 虽说 作者 有 写作 的 自由 , 出 版 社 有 从 经 营 考虑 的 权利 , 我 们 应 该 心 存 宽 
容 , 只 是 不 免 有 些 担心 上 演 “ 劣 币 驱逐 良 币 ”之 处 . 特别 值得 关心 的 是 , 读者 , 尤其 
是 年 轻 的 读者 , 面 对 这 一 片 汪洋 的 图 书 , 怎样 找到 值得 一 读 的 读物 , 避免 在 阅读 上 
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浪费 时 间 呢 ? 对 此 我 们 不 能 不 想到 “书评 ”的 功能 . 好 的 书评 是 读者 的 向 导 , 作者 
的 净 友 , 出 版 业 的 良心 . 可 惜 的 是 时 下 这 种 书评 还 不 够 多 , 而 在 科技 (包括 科普 ) 图 
书 方面 更 是 少见 , 专门 以 科技 图 书 为 评介 对 象 的 刊物 (或 是 专栏 ) 似乎 还 没有 出 现 
(至 少 是 我 尚未 见 到 , 在 《数学 译 林 》 上 有 时 能 看 到 一 些 书评 , 但 那 只 是 对 国外 的 读 
物 , 而 且 也 不 是 每 期 都 有 ). 深刻 , 公正 , 热心 而 又 有 良心 的 科技 图 书 的 书评 , 我 们 大 
家 都 在 期 待 着 . 在 出 好 书 上 , 作者 (包括 译 者 ) 自然 更 是 责无旁贷 , 他 们 在 创作 的 时 
候 , 不 管 他 们 心中 在 想 些 什么 , 也 总 应 该 要 想到 读者 , 想到 读者 花 在 阅读 上 的 每 一 
分 钟 都 是 他 们 生命 的 一 部 分 . 谈 到 这 一 点 , 就 本 书 来 说 , 本 书 编者 , 著名 数学 家 R. 
Courant, 在 其 第 一 卷 的 前 言 中 作 了 极 好 的 概括 : 


“这 些 讲义 是 一 个 在 科学 的 多 事 之 秋 有 过 丰富 人 生 历 练 的 人 的 成 熟 之 作 ,它们 
体现 了 作者 的 卓越 智慧 ， 深 灾 的 历史 眼光 , 高 度 的 人 文 精神 和 大 师 级 的 创造 力 ; 它 
们 必 将 对 所 有 的 数学 家 和 物理 学 家 , 并 将 远 远 超出 这 个 范围 , 产生 巨大 的 影响 ” 


凡是 读 过 第 一 卷 的 读者 肯定 会 与 编者 深 有 同感 著名 数学 家 J. Struik 曾 在 其 
名 著 《 数 学 简 史 》 的 推荐 书目 中 这 样 评价 本 书 :* 最 好 的 19 世纪 数学 史 ” 我 们 注意 
到 , 这 里 说 的 是 “最 好 的 ”, 而 不 是 “最 好 的 …… 之 一 ". Klein 不 只 是 一 个 伟大 的 
数学 家 , 又 是 一 个 伟大 的 思想 家 , 也 是 一 个 热心 数学 教育 事业 、 有 眼光、 有 魄力 的 
改革 家 , 还 是 一 个 对 社会 有 责任 心 的 科学 家 . 他 富 于 历史 眼光 , 喜欢 把 数学 放 在 历 
史 的 背景 中 去 考察 , 在 他 的 教学 和 所 写 的 著作 中 常常 都 包含 着 有 关 历 史 的 分 析 . 写 
一 本 19 世纪 的 数学 史 , 是 当时 许多 数学 家 对 Klein 的 期 待 , 但 是 由 于 各 种 事务 的 
繁忙 , 对 同行 们 的 建议 , 他 只 能 暂时 放 在 一 旁 . 待 到 一 战 爆发, 战事 中 止 了 他 的 许多 
活动 , 终于 给 了 他 来 完成 这 件 大 家 所 期 待 的 工作 的 时 间 . 本 书 是 作者 于 一 战 时 期 在 
自己 寅 所 的 餐厅 内 对 为 数 不 多 的 少数 听众 所 作 的 讲演 , 时 断 时 续 , 一 直 延 续 到 1919 
年 . 在 这 部 著作 中 并 不 只 是 单纯 罗列 一 些 事实 , 而 是 着 重 阐明 它们 在 数学 发 展 中 的 
意义 . 由 于 其 中 有 不 少 事件 是 作者 亲历 , WKO ARREZ, RY. 在 他 去 世 前 不 
A, 1925 年 的 春天 , 他 接受 了 N. Wiener 的 拜访 , 后 来 Wiener 这 样 回 忆 了 那 次 会 
面 的 印象 : "这 位 伟人 -…… 具有 一 种 阅历 丰富 、 知识 广博 的 智者 风采 28 
谈 起 过 去 时 代 的 伟大 人 物 时 , 他 们 就 不 再 只 是 一 些 不 可 提 摸 的、 写 过 一 些 论文 的 作 
者 , 而 都 变 成 棚 棚 如 生 的 人 了 .” 所 以 在 作者 健在 时 这 些 讲义 就 有 许多 打印 文本 在 
广 为 流 传 , 使 我 们 不 禁 想起 了 当年 的 《红楼 梦 》, 显示 了 它 的 强大 魅力 . 第 一 卷 的 译 
者 , 我 国 知名 数学 家 齐 民 友 先生 曾 在 译 序 中 对 第 一 卷 作 过 相当 深入 的 评述 . 

第 二 卷 与 第 一 卷 有 所 不 同 , PRHKA, 是 专门 讲 不 变量 理论 以 及 相对 论 的 
数学 源头 , 用 Klein 的 话 来 说 , 就 是 相对 论 的 史前 史 中 的 数学 部 分 , 其 中 也 包含 了 
Klein 个 人 的 一 些 研究 成 果 . 狭义 相对 论 可 以 说 就 是 Lorentz 群 变换 下 的 不 变量 理 
论 , 而 广义 相对 论 在 某 种 意义 上 则 可 说 是 在 一 般 点 变换 群 下 的 不 变量 理论 . 在 这 个 
意义 上 来 讲 , 相对 论 在 思想 上 与 Klein 在 “Erlangen 纲领 ”中 提出 的 思想 是 一 脉 相 
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承 的 . 相对 论 与 19 世纪 数学 在 思想 上 以 及 在 历史 上 的 联系 第 一 次 在 这 本 书 中 得 到 
了 详细 的 论述 . 与 许多 伟大 的 数学 家 一 样 , Klein 十 分 重视 数学 与 物理 之 间 相 互 依 
存 的 关系 . 在 他 早年 的 研究 工作 中 , 由 于 受到 业 师 Pliicker 的 影响 , 对 力学 就 做 过 深 
人 的 探讨 , 提出 了 描写 刚体 运动 的 独特 参数 , 这 就 是 后 来 有 名 的 Cayley -Klein 参数 . 
他 与 A. Sommerfeld 合 著 的 巨著 :《Theorie der Kreisels (陀螺 理论 ) 》, 洋洋 大 观 , 一 
共有 四 卷 , 至 今 仍 是 这 方面 最 完善 、 最 权威 的 著作 . H. Goldstein 在 其 名 著 《 经 典 力 
学 》 一 书 中 称 它 为 “陀螺 理论 的 不 朽 著 作 ". 在 这 本 合 著 的 书 中 , 很 多 思想 都 是 源 自 
Klein. 例如 , 在 该 书 的 第 一 章 中 就 讨论 了 无 限 小 转动 、Cayley-Klein 参数 以 及 它们 
与 同 图 变换 、 四 元 数理 论 的 关系 , 这 在 当时 为 所 仅见 . 读 了 本 书 就 不 难 理解 为 什么 
是 这 样 了 ,Klein 在 讲授 本 书 时 正 值 他 人 生 的 最 后 一 个 创造 高 峰 期 , 正如 本 书 编者 
在 其 前 言 中 所 说 的 那样 :“ 那 正 是 广义 相对 论 吸引 着 全 球 数 学 家 和 物理 学 家 的 年 代 . 
Felix Klein, 作为 一 个 七 十 岁 高 龄 的 老人 ， 以 异乎 寻常 的 精力 投入 到 这 一 新 理论 的 
研究 之 中 . 在 这 一 研究 时 期 所 集结 起 来 的 讲座 笔录 、 通 信 、 演 讲稿 、 笔 记 和 论文 稿 , 
由 Klein 本 人 整理 , 装 满 了 整整 七 大 公文 包 .” 从 这 里 我 们 看 到 , Klein 并 不 是 像 有 
的 微 词 所 认为 的 那样, 把 他 后 半生 的 精力 都 转移 到 数学 教育 和 行政 管理 中 去 了 , 脱 
离 了 数学 研究 的 主流 . 我 们 知道 , 正 是 在 这 个 时 期 Hilbert 也 被 卷 人 了 物理 研究 . 为 
了 能 够 了 解 当前 物理 研究 的 动向 , 他 还 专门 请 Sommerfeld 先后 派 P. Ewald 和 A. 
Landé 来 当 他 的 物理 助手 , 并 于 1912 4i Sommerfeld 到 Göttingen 讲学 , 介绍 
物理 学 的 最 新 进展 . 我 们 还 知道 , Hilbert 还 几乎 同时 独立 于 Einstein 用 不 同 的 方法 
得 到 了 广义 相对 论 中 的 引力 场 方程 这 样 惊人 的 成 果 . 这 个 时 候 他 在 同行 们 的 眼中 伍 
然 已 经 是 个 物理 学 家 了 . 从 1910 年 后 的 十 几 年 里 他 把 相当 大 的 一 部 分 精力 转移 到 
物理 上 , 而 按照 H. Weyl 的 说 法 :“.….. 理论 物理 也 被 Hilbert 纳入 了 他 的 研究 领 
域 : 自 1912 年 开始 的 十 年 间 , 它 成 了 Hilbert 兴趣 的 中 心 .” 当 时 他 的 主要 目标 是 建 
立 物 理学 的 公理 系统 , 并 在 von Neumann 的 协助 下 合作 发 表 了 建立 量子 力学 基础 
的 论文 . Klein 没有 赶 上 量子 力学 的 诞生 , 但 他 在 相对 论 的 发 展 上 作出 了 重要 的 贡 
献 . 在 我 们 上 面 提 到 的 那 本 《陀螺 理论 》 的 书 第 四 卷 中 就 用 四 维 的 非 欧 空间 讨论 了 
电动 力学 和 狭义 相对 论 . 在 Minkowski 刚 提出 Minkowski 空间 后 不 久 , 他 就 在 1910 
年 发 表 了 《Uber die geometrische Grundlage der Lorentzgruppe ( 论 Lorentz 群 的 几 
何 基础 ) 》 一 文 . 他 在 狭义 相对 论 方面 的 一 些 重要 建树 在 本 书 中 也 有 所 反映 . 例如 ， 
狭义 相对 论 中 的 刚体 运动 问题 , 由 于 有 Lorentz 收缩 , 曾 困惑 过 不 少 人 , 就 在 本 书 
中 得 到 了 澄清 . 甚至 在 今天 许多 谈 相对 论 的 出 版 物 中 讲 到 了 刚体 的 书 都 不 多 , 遗憾 
的 是 , 他 在 广义 相对 论 方面 的 贡献 , 例如 , 建立 引力 场 能 量 - 动量 守恒 定律 的 微分 
形式 , 讨论 守恒 定律 的 积分 形式 与 封闭 宇宙 模型 之 间 的 关系 , 等 等 , 由 于 原来 计划 
的 第 四 章 未 能 得 以 编辑 出 版 , 我 们 不 能 在 本 书 中 从 这 方面 一 睹 Klein 的 讲述 风采 .“ 
更 值得 一 提 的 是 , 为 了 呼应 Hilbert 建立 公理 化 的 物理 基础 的 努力 , 他 还 写 了 《Zu 
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Hilbert erster Note über die Grundlagen der Physik (关于 Hilbert 论 物理 学 基础 的 
第 一 篇 注 记 ) 一 文 (1917-1918), 给 Hilbert 的 计划 以 有 力 的 支持 . 已 届 古 稀 之 年 的 
Klein 认为 自己 找到 了 可 以 用 他 的 “Erlangen 纲领 "的 思想 来 清理 相对 论 的 基本 定 
律 之 路 . 可 见 讲 Klein 不 支持 Hilbert 的 公理 化 方法 的 说 法 未 必 真 正 反映 了 Klein 
思想 的 实质 . 


本 卷 不 同 于 第 一 卷 的 还 有 一 点 , 它 不 再 是 按时 间 发 展 的 顺序 来 讲述 , 而 是 将 被 
时 间 分 割 开 的 不 变量 理论 及 其 在 物理 中 的 应 用 归 拢 到 一 起 做 系统 的 论述 , 从 而 使 本 
书 成 为 学 习 不 变量 理论 及 其 在 物理 学 中 应 用 的 一 本 极 好 的 教材 , 它 在 这 方面 的 价值 
至 今 仍 不 可 低估 . 上 面 我 们 已 经 提 到 , Klein 非常 重视 数学 教育 , 本 人 也 很 热心 于 数 
学 的 教学 , 而 且 他 的 讲课 非常 出 色 , Sg, 受到 普遍 的 称赞, 名 声 甚至 远 传 到 了 
美国 . 1896 年 他 被 邀请 到 美国 Princeton 大 学 讲学 , 后 来 就 以 这 次 讲学 的 讲稿 为 基 
础 出 版 了 一 本 专著 :《 The Mathematical Theory of the Top (陀螺 的 数学 理论 ) 》, 这 
本 书 到 20 世纪 70 年 代 还 在 美国 再 版 . Klein 的 讲课 之 所 以 有 吸引 力 是 因为 : 在 内 容 
上 他 特别 注意 讲 清 该 学 科 与 其 他 学 科 之 间 的 联系 , 使 得 听 者 能 够 从 整体 上 来 把 握 ; 
在 方法 上 注意 从 历史 的 分 析 上 讲 清 概念 的 来 龙 去 脉 , 能 够 适应 学 者 接受 新 事物 的 心 
理 ; 在 目的 上 则 不 单 是 重视 形式 运算 能 力 的 训练 , 更 重视 联系 实际 能 力 的 培养 , 充 
分 发 展 学 生 对 自然 界 和 人 类 社会 进行 数学 观察 与 分 析 的 能 力 . Klein 认为 只 有 这 样 
他 那 丰 富 多 彩 的 思想 以 及 分 析 问 题 和 解决 问题 的 方法 才能 传 给 下 一 代 . Klein 的 这 
些 思想 在 1904 年 的 自然 科学 家 Breslau 会 议 上 的 讲话 中 得 到 了 充分 的 表白 , 也 清 
晰 地 体现 在 他 那些 广 受 欢迎 的 讲义 和 著作 中 . 这 些 著作 在 当时 就 广 为 流 传 , 被 译 成 
多 种 文字 (我 国 近年 来 也 陆续 出 版 了 几 种 ), 至 今 仍 拥有 倾心 的 读者 . 当时 的 青年 就 
是 以 能 听 到 Klein 的 讲课 , 或 者 以 能 见 到 他 、 亲 耳 聆 听 他 的 教 海 为 幸 事 . MEN 20 
世纪 最 伟大 的 数学 家 的 David Hilbert 曾 在 大 家 为 他 庆祝 七 十 岁 生日 的 宴会 上 深情 
地 回忆 起 自己 成 长 的 经 历时 , 就 把 早年 在 Koenisberg 与 Minkowski 和 Hurwirtz 的 
相识 以 及 在 取得 博士 学 位 后 去 Leipzig 对 Klein 的 访问 看 成 自己 一 生 头等 的 幸 事 . 
两 位 大 数学 家 的 会 面 立即 碰 出 了 友谊 的 火花 , 从 此 结 下 了 深厚 的 友谊 . 日 后 Klein 
先后 把 Hilbert 和 Minkowski 延 聘 到 Göttingen, 终于 把 Göttingen 建成 世界 数学 的 
中 心 , 这 一 段 历史 常常 被 传 为 19 世纪 至 20 世纪 之 交 数 学 史上 的 佳话 . 我 庆幸 自己 
能 有 从 事 翻译 Klein 本 书 的 机 会 , 使 我 能 够 认真 、 细 致 地 阅读 本 书 , 享受 到 阅读 的 
真正 乐趣 , 一 年 来 翻译 的 辛苦 也 就 得 到 了 报 偿 .“ 幸 福 的 时 光 幸 福 都 是 相似 的 ”, 我 
相信 阅读 了 本 书 的 读者 一 定 会 与 译 者 有 相似 的 感受 , 他 们 花 在 阅读 本 书 上 的 时 间 是 
值得 的 


本 书 原来 计划 还 有 的 第 四 章 是 讲 广义 相对 论 和 在 切 触 变换 与 连续 群 的 Lie 理 
论 观点 下 的 Hamilton 力学 的 . 今天 讲述 经 典 力 学 的 书 何 瘟 汗 牛 充 栋 , 与 之 相 比 这 
样 讲 Hamilton 力学 的 书 也 可 以 说 算得 上 是 风 毛 甩 角 了 . 写 到 这 里 我 们 不 禁 想 起 了 
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在 20 世纪 80 年 代 B-N. Apnonon 的 《经 典 力学 的 数学 方法 》 一 书 的 出 版 在 业界 
引起 的 广泛 重视 和 喜悦 (此 书 在 我 国 也 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 了 由 齐 民 友 先生 翻 
译 的 中 译本 ). 可 惜 的 是 , 这 些 内 容 由 于 Klein 的 遗 稿 不 够 完整 而 未 被 编辑 出 版 . 按 
照 本 书 编者 的 说 法 , “我 们 并 不 缺少 对 相对 论 的 这 样 一 种 表述 ", 我 们 实 难 表示 苟同 . 
尤其 令 人 扼腕 的 是 , 编者 告诉 我 们 ,“ 在 这 方面 有 许多 不 同年 份 的 底稿 ”, 不 知 在 国内 
如 何 才能 读 到 这 些 呢 ? 译 者 不 禁 忽 发 奇想 , 不 知 哪 一 天 有 人 出 来 像 刘心武 先生 续 写 
《红楼 梦 》 那 样 , 依据 Klein 的 遗 稿 把 这 第 四 章 续 写 出 来 , 并 且 能 够 得 以 出 版 , 那 将 
是 一 件 有 益 于 学 人 的 幸 事 . 我 们 期 待 着 - 


在 19 世纪 下 半 叶 最 重要 的 数学 文献 中 我 们 选 了 与 本 书 的 内 容 密切 相关 的 几 入 
译 出 作为 本 书 的 附录 . 第 一 篇 是 作为 本 书 核心 思想 的 《 Erlangen HA), 还 有 就 是 
Riemann 论 几何 基础 的 惊 世 之 作 , 接 下 来 的 是 Riemann 应 征 巴黎 科学 院 悬 赏 求解 
问题 的 论文 , 通常 称 之 为 《巴黎 之 作 》 它 是 前 一 篇 论文 重要 补充 , 常常 被 看 成 是 它 
的 姊妹 篇 . 后 来 在 齐 民 友 先生 的 提议 下 , 又 选 了 Riemann 在 Gauf 指导 下 的 博士 学 
位 论文 《 单 复 变 量 函数 的 一 般 理论 基础 ) 一 文 . 这 些 文献 对 于 一 个 西方 的 读者 来 说 
也 许 不 难 读 到 , 文字 上 的 障碍 也 许 不 大 , 对 于 国内 的 读者 情况 就 大 不 一 样 了 . 非常 
高 兴 我 们 的 提议 能 够 得 到 出 版 社 的 大 力 支持 . 

下 面 来 和 大 家 分 享 一 下 我 们 对 这 几 篇 论文 的 了 解 和 体会 . 

附录 1《 Erlangen 纲领 》， 这 是 Klein 的 标志 性 的 著作 , 是 他 对 后 来 数学 发 
展 影响 最 大 的 论文 ，19 世纪 上 半 叶 几何 学 的 急剧 发 展 使 原来 统一 的 几何 学 发 展 
成 彼此 几乎 毫 不 相关 的 一 系列 分 支 : 由 Monge (1794), Poncelet (1813), Möbius 
(1827), Plücker (1834), Steiner (1833), von Staudt (1848) 等 人 所 发 展 起 来 的 射 
影 几何 (综合 的 和 解析 的 ); Gau8 (1827), Riemann (1854) 的 曲面 论 ; Lobatschewsky 
(1829) , Bolyai (1832) , Riemann (1854) 等 人 的 非 欧 几 何 ; Hamilton (1843) 的 四 元 数 ; 
Graßmann (1844) 的 延伸 量 理论 ; 由 Cayley , Sylvester, Aronhold, Clebsch 等 人 发 
展 起 来 的 不 变量 理论 (1850 一 1870); 以 及 Listing (1847), Möbius (1863) , Riemann 
(1854, 1857) 等 人 发 展 起 来 的 拓扑 学 . 在 这 种 背景 下 , Klein 和 Lie 于 19 世纪 70 年 
代 初 来 到 巴黎 , 结识 了 Darboux (这 时 Darboux 与 Lie 同 为 27 岁 , Klein 是 22 岁 ) 
和 C. Jordan. 他 们 从 Jordan 的 巨著 《置换 群 ) 中 受到 极 大 的 启发 . Klein 以 Galois 
和 Jordan 把 群 论 应 用 到 方程 式 论 为 榜样 , 把 群 论 应 用 于 空间 理论 , 用 变换 群 的 概念 
把 几何 的 各 个 分 支 统一 了 起 来 , 这 就 是 著名 的 《 Erlangen 纲领 》(1872), 这 时 Klein 
才 23 岁 . 从 此 , 群 论 就 以 重要 角色 的 面 角 出 现在 数学 舞台 上 . H. Weyl 曾 在 《 Felix 
Kleins Stellung in der mathematische Gegenwart (Felix Klein 在 当代 数学 中 的 地 位 ， 
Die Naturwissenschaften, 1930, H. 1) 》 一 文中 认为 《Erlangen 纲领 》 的 思想 方法 支 
配 了 其 后 五 十 年 间 的 几何 研究 . M. J. Greenberg 在 其 所 著 的 《 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 
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(发 展 与 历史 ) ) 一 书 中 更 是 认为 “Erlangen 纲领 对 直到 今天 的 所 有 数学 都 有 过 巨大 
的 冲击 ”20 世纪 的 大 几何 学 家 , 陈省身 的 业 师 W. Blaschke 曾经 这 样 说 过 : “我 把 
我 的 一 生 都 奉献 给 了 将 Erlangen 纲领 应 用 于 微分 几何 .” 


在 《 Erlangen 纲领 》 中 , Klein 首先 在 前 两 节 着 重 阐述 了 他 的 基本 思想 , 从 第 三 
节 开始 次 第 展开 了 对 射影 变换 群 、 径 向 反 演 变换 群 有 理 点 变换 群 、 一 般 点 变换 群 、 
切 触 变换 群 的 讨论 . 这 里 核心 的 概念 是 流 形 和 变换 群 , 中 心 的 思想 就 是 :“ 给 了 一 个 
流 形 以 及 在 其 上 的 一 个 变 接 群 ， 要 求人 们 来 研究 有 关 属 于 这 个 流 形 的 几何 形体 的 那 
样 一 些 性 质 , 它们 在 这 个 群 的 变换 下 保持 不 变 .” 或 者 也 可 以 这 样 来 说 : “给 了 一 个 
流 形 以 及 在 其 上 的 一 个 变换 群 , 要 求 建立 相对 于 这 个 群 的 不 变量 理论 ” 


(Erlangen 纲领 》 充 分 体现 了 Klein 思想 方法 的 特征 , 这 就 是 各 个 学 科 的 相 
互 渗透 和 融合 .《 Erlangen 纲领 》 可 以 说 是 群 (Galois) 与 流 形 (Riemann) 的 融合 ; 
他 的 自 守 函 数 的 理论 也 可 以 说 是 群 与 Riemann 面 的 融合 ; 他 的 关于 二 十 面体 的 书 : 
(Vorlesungen über das Ikosaeder und die Auflösung aer Gleichungen vom fünften 
Grade ( 论 二 十 面体 及 五 次 方程 的 求解 讲义 ) (1884, Leipzig, Teubuner) 更 是 把 几 
何 学 、 代 数学 、 函 数论 和 群 论 结合 起 来 对 其 主题 进行 讨论 , 被 方 家 誉 为 “一 曲 由 深 
刻 关系 支配 着 的 旋律 谱 就 的 交响 乐 "百年 之 后 在 俄罗斯 还 出 版 了 它 的 译本 ,书后 
当代 世界 著名 数学 大 师 DH Anen, 还 写 了 一 篇 长 文 作 了 高 度 的 评价 ，Klein 深 
信 , 在 深层 次 上 数学 是 一 个 统一 的 整体 . 他 善于 从 各 个 数学 分 支 的 比较 中 抓 住 它们 
之 间 的 关联 , 并 进而 提炼 出 将 它们 统一 起 来 的 核心 概念 . 这 也 是 我 们 在 阅读 本 文 是 
要 注意 抓 住 的 东西 . 

附录 II 是 Riemann 的 博士 论文 1851 年 12 月 Rierann 获得 了 博士 学 位 ， 
指导 教师 就 是 Gau8. 同时 在 Gau8 手下 读 博 士 学 位 的 还 有 Dedekind, 他 在 接 下 来 
的 次 一 年 初 也 通过 了 博士 论文 答辩 . 那 时 Gaus 已 经 75 岁 , 仍然 敏锐 地 注意 到 了 
Riemann 这 个 罕见 的 数学 天 才 . 他 对 Dedekind 的 论文 只 是 讲 了 一 些 例 行 的 评语 , 
而 对 Riemann 的 博士 论文 他 却 作 出 了 很 高 的 评价 : “Riemann 先生 的 学 位 论文 令 
人 信服 地 表明 作者 在 本 文 涉及 的 理论 中 进行 了 彻底 而 深刻 的 研究 , 显示 出 作者 富有 
真正 创造 性 的 、 活 波 的 数学 心智 , 取得 了 辉 煌 的 、 充 满 独创 精神 的 成 果 .” 在 评审 结 
束 后 的 回 家 路 上 非常 动情 地 和 同事 这 样 谈 论 道 而 Gaus 是 一 个 很 少 动感 情 的 
人 一 -: “一 项 重大 而 有 价值 的 成 果 , 不 仅 符合 对 博士 论文 所 要 求 的 各 项 标准 ， 而 
且 远 远 超出 了 它们 .” 这 篇 论文 是 复 变 函数 论 发 展 史上 的 光辉 一 页 , 著名 的 Cauchy- 
Riemann 方程 就 是 第 一 次 在 这 篇 论文 中 以 它们 的 现代 形式 出 现 . 但 是 它 对 后 来 数 
学 发 展 最 大 的 影响 是 : Rieman 在 这 里 开创 性 地 将 函数 论 与 在 当时 还 只 是 刚刚 冒 
芽 的 拓扑 学 相 结合 , 第 一 次 提出 了 Rieman 面 的 概念 . 虽然 论文 得 到 了 Gaus 的 
高 度 评价 , 但 在 当时 还 没 得 到 大 家 的 重视 . 然而 , 在 1857 年 , 他 发 表 了 论文 《Abel 
函数 理论 》, 立即 就 被 公认 为 极为 重要 的 贡献 . 一 两 年 之 后 , 他 的 名 字 就 被 全 欧洲 
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的 数学 家 所 知道 . 正 是 基于 他 在 1851 年 的 博士 论文 和 1857 年 关于 Abel 函数 的 论 
文 , 1859 年 的 8 月 11 日 , 在 他 33 岁 前 不 久 , 柏林 科学 院 决定 任命 他 为 通讯 院士 . 
Riemann 在 他 的 博士 论文 中 对 单 连通 和 多 连通 的 概念 以 及 对 多 值 函数 Riemann 面 
的 概念 的 阐述 非常 透彻 , 就 是 对 今天 学 习 复 变 函数 理论 的 学 子 来 说 , 仍 具有 极 大 的 
参考 价值 . 

附录 III 是 Riemann 著名 的 就 职 试 讲 论文 . 这 是 Riemann 对 后 世 影 响 最 大 
的 一 篇 论文 . 取得 任职 资格 的 程序 是 这 样 的 : 首先 要 提交 一 篇 书面 论文 , 然后 还 要 
在 全 系 教师 面前 做 一 次 试验 性 的 演讲 ( 试 讲 ). 他 提出 的 书面 论文 《 论 用 一 个 三 角 级 
数 表示 函数 的 可 能 性 》 向 世界 贡献 了 Riemann 积分 , 是 分 析 发 展 史 上 的 一 个 里 程 
碑 . 但 是 他 的 任职 资格 讲演 的 历史 意义 远 远 超过 了 这 篇 论文 . 

他 被 要 求 提出 三 个 题目 , 由 他 的 指导 教师 Gau8 从 中 指定 一 个 作 报 告 . Riemann 
提供 的 三 个 题目 , 两 个 是 关于 数学 物理 的 , 一 个 是 关于 几何 的 , Gaus 指定 的 正好 就 
是 “ 论 莫 定 几何 学 基础 之 假设 ”这 个 题目 .1854 年 的 6 月 19 H, 一 个 载 人 数学 史 
册 的 日 子 , Riemann 在 Göttingen 大 学 哲学 系 的 全 体 教工 面前 发 表 了 具有 重大 历史 
意义 的 讲演 . 有 人 评论 说 , 这 是 世界 上 有 史 以 来 所 发 表 过 的 论文 中 十 篇 最 顶级 的 论 
文 之 一 . 正如 Hans Freudenthal 在 《科学 家 传记 辞典 》 所 讲 , 它 是 “数学 史上 的 一 乾 
RAT”, 照 亮 了 几何 基础 上 空 的 一 片 黑暗 . 而 Riemann 本 人 也 以 其 不 满 四 十 岁 的 短 
暂 一 生 , 像 一 颗 看 星 般 砍 眼 地 划 过 布 满 人 类 精英 的 灿烂 星空 . 

H. Freudenthal 的 评论 并 非 过 誉 之 词 . 我 们 不 妨 来 看 看 他 在 演讲 中 的 开门 见 山 
的 一 段 话 (其 中 加 粗 为 译 者 所 标 ): 


“众所周知 ,几何 学 把 空间 的 概念 以 及 在 空间 中 作 图 的 基本 规则 这 二 者 都 预 设 
为 某 种 给 定 了 的 东西 . 它 给 出 它们 的 定义 只 是 名 义 上 的 , 而 其 实质 的 规定 则 是 以 公 
理 的 形式 出 现 . 从 而 这 些 预 设 (Voraussetzung) 的 关系 仍然 处 于 黑暗 之 中 ; 人 们 
KARKE, 它们 的 联系 是 否 和 在 何 种 程度 上 是 必须 的 , 也 不 能 先 验 地 知道 它们 是 
否 可 能 . 

即使 是 从 Euklid 到 Legendre， 把 现代 那些 最 有 名 的 几何 革新 家 都 算 上 ， 
无 论 是 数学 家 ， 还 是 投身 于 此 的 哲学 家 ， 都 未 能 使 这 一 黑暗 得 到 澄清 .其 原因 很 
可 能 就 在 于 ， 多重 延伸 量 (mehrfach ausgedehnter Grössen) 的 一 般 概 念 ， 空 间 量 
(Raumgrissen) 就 包含 于 其 中 ,仍然 还 没有 研究 出 来 。 因此 我 给 自己 首先 就 提出 
这 样 的 任务 , 从 一 般 的 量 的 概念 来 构造 一 多 重 延伸 量 的 概念 . 由 此 得 出 , 一 多 重 延 
伸 量 可 以 有 不 同 种 类 的 度量 关系 , 因而 空间 只 不 过 是 三 重 延 伸 量 的 一 个 特殊 情形 . 
但 是 由 此 就 有 一 个 必然 的 结论 , 这 就 是 , 几何 学 的 命题 不 可 能 由 一 般 量 的 概念 推导 
出 来 , 相反 , 那些 把 空间 与 其 他 可 以 想象 得 到 的 三 重 延伸 量 区 分 开 来 的 性 质 只 能 从 
经 验 中 来 获得 . 于 是 就 引出 了 这 样 一 个 问题 , 寻求 那 种 足以 规定 空间 度量 关系 的 最 
简单 的 事实 一 一 根据 这 组 事情 的 本 质 , 这 是 一 个 不 能 完全 确定 的 问题 ; 因为 允许 
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有 多 组 简单 事实 , 它们 都 足以 用 来 规定 空间 的 度量 关系 ; 对 当下 的 目的 来 说 最 重要 
的 就 是 Eukiid 黄 定 基础 的 那 一 组 . 这 组 事实 , 和 其 他 事实 一 样 , 不 是 必然 的 , 但 从 
经 验 上 是 肯定 的 , 它们 是 假设 (Hypothesen); 因此 对 其 可 信 性 人 们 是 可 以 研究 的 ， 
虽然 在 观察 的 范围 内 这 一 可 能 性 是 很 大 的 ， 并 进而 由 此 探索 将 它们 扩展 到 观察 的 
范围 之 外 , 既 向 无 限 大 的 方面 扩展 , 又 向 无 限 小 的 方面 扩展 的 许可 性 .” 


有 谁 能 不 为 读 到 这 一 段 而 感到 心灵 的 震撼 呢 ? 空间 的 概念 和 作 图 的 规则 这 些 
几何 最 根本 的 东西 只 是 一 些 预 设 , 而 这 些 预 设 中 的 关系 仍然 处 于 黑暗 之 中 . 有 史 以 
来 的 哲学 家 、 数 学 家 以 及 几何 学 的 革新 家 ,都 未 能 使 这 一 黑暗 得 到 河清 . 这 对 当时 
几何 基础 现状 的 描述 是 多 么 令 人 惊心动魄 . Riemann 勇敢 地 面 对 这 一 黑暗 , 天 才 地 
指出 问题 的 根本 原因 就 在 于 : 多 重 延 伸 量 的 概念 (用 今天 的 话 来 说 就 是 高 维 空间 的 
概念 , 后 来 Riemanu 把 它们 称 之 为 “ 流 形 (Mannigfaltigkeiten)") 仍然 还 没有 研究 
出 来 , 而 空间 量 的 概念 就 包含 在 其 中 (在 这 里 我 们 要 注意 到 , 在 Riemann 那个 时 代 
“空间 ”一 般 就 是 指 当时 几何 学 所 研究 的 现实 空间 )，Riemann 在 这 里 的 天 才思 想 
EF, 我 们 要 认识 “空间 "的 本 质 必须 站 到 多 重 延 伸 量 的 制高点 上 去 考察 从 而 得 
出 "那些 把 空间 与 其 他 可 以 想象 得 到 的 三 重 延伸 量 区 分 开 来 的 性 质 只 能 从 经 验 中 
RR. 于 是 就 引出 了 这 样 一 个 问题 , 寻求 那 种 足以 规定 空间 度量 关系 的 最 简单 的 
事实 ". 接着 他 又 大 胆 地 指出 , 由 Euklid 莫 定 基础 那 一 组 事实 , 虽然 从 经 验 上 是 肯 
定 的 , 但 不 是 必然 的 , 而 只 是 假设 (Hypothesen),“ 因 此 对 其 可 信 性 人 们 是 可 以 研 
帘 的 ", 这 样 的 话 难道 还 不 会 今 人 感到 振 斧 发 职 吗 ”人 们 的 思想 好 像 一 下 就 着 然 开 
朗 , 好 像 在 黑暗 中 看 到 了 光明 .Riemann 真 的 是 举 起 了 一 蔓 明 灯 , 他 还 要 把 它 的 亮 
HEMENKA, 又 照 向 无 穷 小 . 仅仅 从 这 几 百 字 的 开篇 中 我 们 就 看 到 了 Riemann 
博大 的 胸怀 , oan, 势如破竹 的 气势 , 和 前 无 古人 、 敢 于 超越 的 创新 精神 . 这 时 
我 们 就 不 禁 会 联想 起 读 唐 人 陈 子 昂 的 《 登 蜡 州 台 赋 ) 时 的 那 种 恰 然 的 感受 :“ 前 不 见 
古人 , 后 不 见 来 者 , 念 天 地 之 悠悠, 独 愉 然 而 泪 下 ". 悠悠 万 事 , 唯 此 为 大 , 还 有 什么 
个 人 的 得 失 不 能 放下 呢 ? 读 这 样 的 文章 , 接受 到 大 家 风范 的 楼 陶 , 心灵 好 像 都 得 到 
TRR. 仅仅 这 几 百 个 字 就 有 强大 的 吸引 力 , 使 你 无 法 释 手 . 这 是 一 篇 百 读 不 厌 的 
奇 文 . WER Clifford 这 样 的 大 家 , 在 读 完 此 文 后 都 忍 不 住 亲 自动 手 把 它 译 成 了 英 
X. JAK Dedekind 在 其 所 写 的 Riemann 小 传 中 回忆 了 Garë 在 听 了 Riemann 试 
讲 后 的 激动 心情 、 在 回 家 的 路 上 与 Weber 一 起 热烈 地 议论 着 Riemann 的 深刻 思想 
的 情景. 

Riemann 思想 的 深刻 性 不 仅 表现 在 对 非 欧 几 何 合理 性 的 支持 , 而 且 在 他 的 老师 
Cap 的 思想 的 启发 下 , 敢于 冲破 Kant (康德 ) 哲学 思想 的 束缚 , 指出 了 现实 空间 
的 度量 结构 并 非 先 验 地 就 是 Euklid 的 , 而 是 要 由 经 验 来 确定 的 , 在 推 向 无 穷 大 的 时 
候 很 可 能 是 非 欧 的 (non-Buclidean). 由 于 他 建立 了 高 维 空间 的 度量 二 次 微分 形式 
的 一 般 理论 , 人 们 不 再 局 限于 二 维 的 曲面, 而 可 以 研究 高 维度 的 夸 曲 空间 , 这 就 为 
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建立 弯曲 空 - 时 的 广义 相对 论 提供 了 有 力 的 数学 工具 . 后 来 Einstein 自己 就 说 过 ， 
没有 Riemann 几何 的 思想 和 工具 是 不 可 能 建立 广义 相对 论 的 . Riemann 的 思想 对 
建立 广义 相对 论 的 作用 是 数学 家 们 经 常 所 乐于 称道 的 . 可 是 人 们 却 较 少 地 注意 到 ， 
Riemann 在 本 文中 不 仅 将 他 的 思维 的 光芒 照 向 了 无 穷 大 , 也 照 向 了 无 穷 小 . 我 们 不 
妨 来 读 一 读 他 在 本 文 最 后 几 段 所 说 的 话 (其 中 加 粗 为 译 者 所 标 ): 

“如 果 假 设 存在 与 位 置 无 关 的 物体 ， 则 曲率 会 处 处 为 常数 ， 于 是 由 天 文 测量 得 
出 , 它 不 可 能 异 于 零 ; 或 者 说 无 论 如 何 它 的 倒数 是 这 样 大 的 一 个 面积 的 值 , 我 们 的 
望远镜 所 能 达到 的 范围 与 它 相 比 肯 定 可 以 忽略 不 计 . 可 是 如 果 这 种 物体 与 位 置 的 无 
关 性 不 成 立 , 则 由 大 范围 内 的 度量 关系 就 得 不 出 无 限 小 的 范围 内 的 度量 关系 来 ; 于 
是 只 要 在 每 一 可 测 的 空间 部 分 中 总 曲率 不 是 明显 异 于 零 ， 则 在 每 一 点 在 三 个 方向 
的 曲率 就 可 以 取 任意 值 ; 如 果 线 元 可 用 一 二 次 微分 式 的 平方 根来 表示 的 假设 不 成 
立 , 更 为 复杂 的 关系 就 可 能 出 现 ， 但 是 现在 看 来 确立 空间 度量 基础 的 经 验 的 概念 
即 刚体 和 光线 的 概念 , 在 无 穷 小 的 范围 内 已 经 失效 ; 因此 很 可 以 设想 , 在 无 穷 小 的 
范围 内 空间 的 度量 关系 与 几何 学 的 假设 并 不 相符 , 实际 上 人 们 应 该 这 样 设 想 , 只 要 
通过 这 样 的 设想 能 用 更 简单 的 方式 来 解释 现象 就 可 以 了 

关于 几何 学 的 假设 在 无 限 小 的 范围 内 是 否 有 效 的 问题 与 寻求 空间 度量 关系 的 
内 在 基础 密切 相关 . 就 后 面 这 个 问题 而 言 , 它 仍然 可 以 说 是 关于 空间 学 说 的 问题 , 在 
上 面 关于 应 用 的 评述 中 就 提 到 过 , 在 离散 流 形 的 情况 下 , 度量 关系 的 原则 就 已 经 包 
括 在 这 个 流 形 的 概念 之 中 了 , 而 在 连续 流 形 的 情况 下 这 个 原则 就 必须 从 外 面 另外 加 
上 去 , 因而 这 就 必定 是 , 要么 作为 空间 基础 的 实在 【Wirkliche) 必定 形成 一 个 离散 流 
形 , 要 么 这 一 度量 关系 的 基础 就 要 到 外 部 去 寻找 , 到 作用 于 其 上 ( 指 这 个 实在 一 一 
译 者 注 ) 的 结合 力 上 去 找 . 

这 个 问题 的 解决 只 能 这 样 来 寻求 , 这 就 是 从 今天 所 有 的 经 过 经 验 考验 、 并 且 是 
由 Newton 为 之 黄 定 了 基础 的 、 对 现象 的 理解 出 发 ， 然后 再 在 它 不 能 解释 的 事实 的 
推动 下 逐渐 加 以 改造 ; 这 种 像 我 们 在 这 里 所 做 的 从 一 般 的 概念 出 发 的 研究 只 能 做 
到 , 不 让 这 一 研究 工作 受到 概念 局 限 性 的 阻碍 , 使 我 们 对 事物 之 间 联 系 的 认识 上 的 
进步 不 会 因 传统 的 偏见 而 受到 束缚 

这 就 把 问题 引导 到 了 另 一 个 科学 领域 , 物理 学 的 领域 , 正 是 由 于 今天 这 个 会 的 
性 质 不 允许 我 来 谈 它 ” 

在 这 里 我 们 特别 注意 到 Riemann 讲 到 :“ 但 是 现在 看 来 确立 空间 度量 基础 的 经 
验 的 概念 , 即 刚体 和 光线 的 概念 , 在 无 穷 小 的 范围 内 已 经 失效 ; 因此 很 可 以 设想 , 在 
无 穷 小 的 范围 内 空间 的 度量 关系 与 几何 学 的 假设 并 不 相符 ”. 多 么 惊人 的 远见 卓识 . 
只 是 由 于 广义 相对 论 的 发 展 吸引 了 人 们 太 多 的 注意 , Riemann 在 这 同一 篇 文章 中 的 
这 一 高 瞻 远 瞩 的 思想 没有 得 到 应 有 的 重视 , 等 到 量子 力学 诞生 之 后 才 由 伟大 的 数学 
家 和 物理 学 家 H. Weyl 指出 了 这 一 点 . 他 在 1931 年 发 表 的 《几何 学 与 物理 学 》(Die 
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Naturwissenschaften, 19, 49 - 58, 1931) 中 这 样 写 道 : 


“X Riemann 建立 他 的 微分 几何 时 , 他 提出 Euklid 公理 只 在 无 限 小 有 效 而 在 
大 范围 内 无 效 的 前 提 . 但 他 没有 忘记 补充 说 明 :空间 规则 所 根据 的 经 验 概念 , 如 固 
体 的 概念 和 光束 的 概念 等 , 在 无 限 小 的 时 候 失 去 其 有 效 性 .在 量子 理论 中 , 我 们 相 
信 已 经 认识 到 , 那些 概念 在 接近 无 限 小 的 时 候 是 如 何 变 得 站 不 住 脚 的 : 当 维度 达到 
了 作用 量子 的 有 限 值 能 被 感觉 到 时 , 所 有 物理 量 的 统计 学 上 的 不 确定 性 就 越 来 越 强 
地 显示 出 来 ." 


这 一 点 在 近年 来 更 在 颇 受 人 关注 的 “ 超 弦 (superstring)” 理 论 中 得 到 了 应 验 : 
按照 这 个 理论 , 在 尺度 为 Plank 单位 (~ 107cm) 范围 内 , 空间 是 11 维 的 , 而 基本 
粒子 则 是 在 这 个 空间 中 的 “ 弦 ". 但 是 这 个 11 维 的 空间 只 有 一 个 时 间 维和 三 个 空间 
维 是 伸展 开 来 的 , 其 他 维 都 卷 起 来 了 , 好 像 是 一 块 铺 开 的 毛巾 上 的 那些 卷 起 来 的 纤 
维 . 


关于 弦 论 进一步 的 发 展 , 著名 数学 家 和 理论 物理 学 家 、 量 子 几 何 的 创始 人 之 
一 、1990 年 数学 Fields 奖 获得 者 的 E. Witten 认为 “主要 障碍 是 核心 的 几何 思想 
一 一 它 必须 作为 纺 论 的 基础 , 就 像 Riemann 几何 作为 广义 相对 论 的 基础 一 样 一 一 
还 未 被 发 现 , 充其量 我 们 也 只 是 牢 住 了 皮毛 , 衫 意 了 那些 最 终 被 视 为 更 主要 思想 的 
附带 结果 那样 的 东西 . 探索 这 些 更 主要 的 思想 , 在 现在 基本 上 是 物理 学 家 们 全 力 以 
赴 的 数学 问题 ,” 孩 论 被 越 来 越 多 的 科学 家 预测 将 引起 第 三 次 物理 学 革命 ， 在 这 次 
物理 学 的 革命 中 数学 可 能 落后 了 . 写 到 这 儿 不 免 产 生 “ 如 果 Riemann 活 在 今天 " 的 
BA. 多 么 令 人 怀念 的 Riemann 啊 ! 


当然 , 读 这 样 的 文章 是 需要 用 心 又 要 用 脑 的. 虽然 当时 Riemann 为 了 让 听众 
中 那些 非 数 学 专业 的 教授 们 也 能 听 懂 ,很 少 采 用 数学 式 子 , 但 由 于 论题 本 身 的 深 
奥 , 论述 哲学 的 深度 , 使 得 有 人 甚至 认为 这 是 一 篇 数学 一 哲学 论文 ，Riemann 在 
他 的 演讲 的 第 一 节 就 这 样 申明 :“ 我 想 应 该 克 许 我 要 求 批评 有 更 多 一 些 的 宽容 ， 因 
为 我 在 哲学 性质 的 一 类 研究 工作 做 得 很 少 , 其 中 的 困难 更 多 地 是 在 概念 上 , 而 不 是 
在 构造 上 , 而 且 除了 从 枢密 顾问 Gab 先生 在 他 的 第 二 篇 论 双 二 次 余 式 的 论文 , 在 
Göttingenschen gelehrten Anzeigen (Göttingen 学 术 通报 ), 以 及 在 他 的 五 十 周岁 纪 
念 册 得 到 就 此 所 作 的 一 些 非常 简短 的 提示 , 再 就 是 从 Herbart 的 一 些 哲 学 研究 得 到 
点 提示 之 外 , 我 再 无 其 他 前 期 工作 可 资 利 用 ”可 见 Riemann 对 这 个 问题 进行 过 很 
深入 的 哲学 思考 . Riemann 有 很 高 的 哲学 天 赋 , 总 是 把 所 有 的 数学 工作 都 放 在 更 大 
的 哲学 背景 下 来 考察 . 正如 H. Freudenthal 在 《科学 家 传记 辞典 》 所 讲 : 


“作为 历史 上 最 济 博 和 最 有 起 象 力 的 数学 家 之 一 ,他 有 很 强 的 芹 学 兴趣 ,甚至 
是 一 个 大 芹 学 家 . 要 是 他 生存 和 工作 得 再 长 一 些 , 哲学 家 们 会 承认 他 是 他 们 中 的 一 
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Klein 在 本 书 中 就 谈 到 过 自己 年 轻 时 阅读 此 文 时 的 感受 : “就 职 试 讲 》 发 表 的 
时 候 正好 是 我 开始 独立 研究 数学 问题 之 际 , 所 以 我 对 Riemann 的 思路 在 那 时 对 年 
轻 的 数学 家 所 产生 的 出 乎 寻常 的 印象 至 今 记忆 犹 新 ,许多 对 我 们 都 显得 星 涩 和 难 
于 理解 , 然而 又 感到 深 不 可 测 . 这些 地 方 对 那些 一 开始 就 在 他 的 思维 方式 下 接受 
了 所 有 这 一 切 的 、 今 天 的 数学 家 来 说 ,只 会 为 他 的 叙述 的 清晰 和 简练 而 惊讶 不 已 ” 
虽然 Klein 在 这 里 说 到 在 Riemann 思想 培育 下 成 长 起 来 的 新 一 代数 学 家 能 够 更 好 
地 理解 本 文 , 但 是 就 我 们 所 知 , 许多 即使 是 今天 的 数学 家 理解 它 仍 然 感 到 并 非 易 事 . 
这 也 是 很 自然 的 事 , 轻而易举 就 能 得 到 的 东西 绝 不 会 是 深刻 的 . 我 们 希望 读者 在 阅 
读本 文 时 多 下 点 工夫 , 多 读 一 遍 , 肯定 会 有 多 一 分 的 收获 . 这 大 概 也 可 算是 读经 典 
论文 一 个 经 验 之 谈 吧 ! 

附录 TV《 巴黎 之 作 》， 这 篇 论文 之 所 以 常常 与 Riemann 的 《就 职 试 讲 》 联 
系 起 来 讲 , 就 是 因为 其 中 包含 了 对 该 文 所 表述 的 结果 的 一 个 解析 表述 , 这 就 是 : F 
求 能 够 将 一 个 二 阶 微分 表达 式 变换 成 另 一 个 , 特别 是 具有 常 系数 的 二 阶 微分 表达 式 
的 条 件 , 正如 本 文 第 二 部 分 的 标题 所 示 :《 关 于 将 表达 式 》 biwdsidsw 变换 成 给 定 


的 形式 L ovdridze 》 Riemann 在 本 部 分 一 开始 是 这 样 讲 的 :“ 因 为 在 要 研究 的 


问题 中 ， 最 著名 的 科学 院 提 出 要 限于 那 种 情况 , 物体 是 均匀 的 ,其 中 的 导热 系数 为 
常数 ， 所 以 我 们 首先 来 建立 保证 能 够 通过 将 变量 。 代 换 成 变量 z 的 方法 ,将 表达 式 
Ee 变换 成 形式 Eileen 其 中 系数 aiw 为 常数 的 条 件 . 然后 再 对 


安 换 到 有 变 系 数 的 形式 作 简短 的 说 明 这 个 问题 自从 在 Riemann 的 《就 职 试 讲 》 
一 文中 第 一 次 出 现 以 来 已 经 得 到 了 Christoffel 与 Lipschitz 的 深入 研究 , 他 们 从 各 
种 不 同 的 途径 得 到 了 与 Riemann 所 得 到 的 相同 的 结果 (Crelles 杂志 , 第 70, 71, 72, 
82 卷 ). 后 来 R. Beez 也 研究 了 这 个 课题 (Schl6mlich 杂志 , 第 20, 21, 24 卷 ). 在 完 
成 了 这 个 任务 之 后 , 他 紧 接着 来 解决 巴黎 科学 院 所 提出 的 那个 问题 . 他 是 这 样 来 开 
头 的 : 

“现在 我 们 回 过 来 研究 最 著名 的 科学 院 所 提出 的 问题 , 我 们 必须 在 上 述 六 个 方 
程 中 代入 在 上 面 所 确立 了 的 所 有 可 能 的 函 教 请 的 形式 ,并 由 此 求 出 所 有 那些 情形 ， 
在 其 中 均匀 物体 中 的 温度 由 是 时 间 和 只 有 两 个 变量 的 函 教 . 

但 是 时 间 的 不 足 不 允许 我 们 在 此 写 下 这 些 计算 . 因此 我 们 只 限于 指出 必须 采用 
的 方法 , 列举 所 提出 问题 的 个 别 解 ” 


但 是 令 人 遗憾 的 是 , 正 是 由 于 没有 “在 此 写 下 这 些 计算 ”, Riemann 的 应 征 竟然 
落选 了 . Klein 在 本 书 中 不 无 遗憾 地 这 样 谈 到 这 件 事 :“ 接 下 来 的 Nr. 2 (WeZ 
作 》 一 一 中 译 者 注 ), 叙述 文本 非常 简短 , 带 来 了 补充 公式 , 特别 是 对 任意 的 ds? 的 
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全 曲率 的 定义 式 . 人 们 不 禁 要 间 , Rieman 怎么 会 把 如 此 重要 的 创建 托付 给 一 篇 应 
征 的 论文 , 尔后 却 还 给 压 着 不 发 表 (因为 科学 院 对 这 个 新 思想 的 内 涵 开 始 一 点 也 不 
知道 ) 这 里 就 是 经 济 关系 介入 我 们 科学 发 展 的 切入 点 , 参与 一 项 学 术 评奖 的 申报 
在 当时 还 是 数学 研究 者 希望 能 够 改善 他 们 微薄 收入 的 、 不 多 的 方法 之 一 . 奖金 ， 它 
后 来 成 为 学 术 机 构 或 研究 所 对 受奖 人 巨大 的 科研 能 力 的 一 种 认可 , 在 那 时 还 没有 成 
为 一 种 惯例 .” 

这 时 候 的 德国 还 是 封建 (或 者 说 至 少 是 半封建 ) 的 时 代 , 科学 家 们 还 要 通过 参 
与 评奖 来 改善 他 们 微薄 的 收入 , 想到 被 贫 病 困扰 的 Riemann 过 早 地 结束 了 他 天 才 
的 一 生 , 真是 令 人 嘱 吐 不 已 ! 

为 了 使 读者 能 更 易于 理解 Riemann 在 本 文中 对 所 给 出 的 计算 准则 的 令 述 , 在 
Riemann 全 集 的 第 一 版 中 就 附加 了 一 份 注释 , 这 份 注释 是 以 R. Dedekind 的 一 份 以 
前 的 (未 发 表 的 ) 研究 为 基础 的 . 后 来 感到 这 份 注释 还 有 点 太 短 , 所 以 在 出 第 二 版 
时 H. Weber 就 补 上 了 一 份 更 为 详尽 的 注释 . 这 份 注释 比 Riemann 本 文 还 要 长 , 我 
们 一 并 译 出 , 以 给 读者 . 

这 篇 论文 除了 上 述 广泛 受 人 瞩目 的 内 容 之 外 , 其 实 它 的 原本 主题 是 解决 一 个 有 
关 热 传导 的 数学 物理 的 问题 的 . Riemann 在 解决 这 个 问题 时 , 仍然 秉承 他 一 贯 高 瞻 
远 瞩 的 风格 : 首先 将 问题 提 到 最 一 般 的 高 度 来 考察 . 他 在 论文 的 一 开始 是 这 样 说 的 : 


“对 最 著名 的 科学 院 所 提出 的 这 个 问题 我 们 将 这 样 来 进行 研究 ,首先 求解 更 一 
般 的 问题 : 
确定 物体 内 热 的 运动 的 性 质 以 及 热 分 布 该 如 何 才能 使 等 温 曲线 组 恒 
保持 为 等 温 曲 线 ， 
然后 再 来 研究 
从 这 个 问题 的 一 般 解 洗 出 那 种 情况 ， 其 中 这 些 性 质 处 处 都 保持 一 样 ， 
即 物体 是 均匀 的 .” 


事实 上 Riemann 在 数学 物理 的 发 展 上 的 贡献 也 是 具有 历史 地 位 的 . 他 在 这 方 
面 的 工作 和 讲课 经 Weber 整理 成 了 一 本 名 著 :《 数 学 物理 中 的 偏 微 分 方程 》, 在 19 
世纪 未 到 20 世纪 30、40 年 代 也 曾 风靡 一 时 , 被 人 称 为 《Riemann-Weber 》, 和 著 
名 的 《 Courant-Hilbert 》 交 相 辉 映 . 记得 在 上 个 世纪 50 年 代 读书 时 , 还 能 看 到 它 经 
常 被 引用 , 现在 就 很 少 看 到 了 . 现在 知道 这 本 书 的 年 轻 人 丽 怕 已 经 不 多 , 看 来 它 可 
能 就 要 淡出 人 们 的 记忆 了 . 中 国 素 以 保存 经 典 最 为 丰富 著称 , 不 要 说 像 四 书 五 经 这 
样 的 显 学 , 就 是 一 些 名 不 见 经 传 的 著作 也 能 找到 . 译 者 在 上 个 世纪 的 50 年 代 起 就 
很 想 设法 读 到 《 Riemann-Weber 》, 至 今 大 半 个 世纪 过 去 了 , 仍 未 能 如 愿 . 在 我 们 今 
天 大 力 弘扬 国学 的 时 候 , 是 不 是 也 应 该 想到 世界 著名 的 经 典 之 作 呢 ? 我 们 的 邻居 日 
本 , 甚至 包括 斯 大 林 专 制 时 代 的 苏联 , 都 出 过 那么 多 世界 著名 经 典 的 译 著 ! 把 我 们 
祖国 的 优秀 传统 和 全 球 的 普 世 价值 相 融 合 , 这 大 概 也 是 我 们 现代 化 的 必由之路 吧 ? 
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今天 总 算 读 到 了 Riemann 的 《巴黎 之 作 》 由 此 来 想象 (Riemann-Weber ) 的 风 
采 于 万 一 , RR gr 吧 ! 我 诚心 道 请 读者 来 共同 欣赏, 它 是 具有 Riemann 
另 一 种 特色 的 创造 . 


翻译 第 一 要 务 莫 过 于 准确 地 传达 原作 的 本 意 ， 虽 然 翻译 科技 作品 有 科技 本 身 
的 逻辑 做 向 导 这 个 有 利 条 件 , 但 是 在 翻译 Klein 及 Riemann 的 著作 过 程 中 仍然 会 
遇 到 相当 费解 的 地 方 . 这 个 时 候 只 有 反复 琢磨, 尽 可 能 查阅 几 种 不 同 的 字典 , 直至 
把 这 个 句子 完全 准确 地 背 下 来 , 在 心中 反复 诵读 , 进行 各 式 各 样 的 组 合 , 有 时 碰 到 
十 分 复杂 的 情况 甚至 茶 思 饭 想 , 躺 在 床上 也 思考 , 实在 想 不 通 , 就 暂时 放 一 放 , 接着 
往 下 译 . 过 些 时 候 再 回 过 头 来 想 , 终于 突然 电路 接 通 了 , 眼前 一 亮 ,“ 找 到 了 ”的 喜悦 
MECK. 这 样 的 过 程 多 次 出 现 , 几乎 屡 试 不 吏 . 做 翻译 这 件 事 , 最 基本 的 就 是 要 认 
真 , 不 要 自己 骗 自己 . 自己 不 严 把 关 , 就 难免 漏洞 百出 . 有 时 看 到 一 些 莫名 其 妙 的 译 
文 , 真是 怀疑 译 者 是 不 是 自己 搞 民 了 . 

自己 懂 了 , 还 要 让 读者 懂 , 就 必须 用 地 道 的 中 文 来 表达 , 这 是 我 们 要 追求 的 第 
二 个 目标 . 这 个 目标 达 不 到 , 译文 就 让 读者 大 伤 脑筋 , 译文 的 价值 就 要 大 打折 扣 . 大 
翻译 家 传 雷 先生 说 得 好 : “理想 的 译文 仿佛 是 原作 者 的 中 文 写作 . 那么 原文 的 意义 与 
精神 , 译文 的 流畅 与 完整 都 可 以 兼 筹 并 顾 ， 不 至 于 再 有 以 娠 害 意 ,或 以 意 害 套 的 站 
闹 了 .” 放 低 一 点 要 求 讲 , 起 码 要 读 起 来 能 上 口 , 要 能 让 人 一 口气 读 下 来 , 这 才能 让 
读者 享受 到 阅读 的 乐趣 . 读 译 著 , 特别 是 科技 方面 的 译 著 , 大 概 都 有 过 这 样 的 经 验 ， 
有 时 候 读 译 著 读 不 懂 , 一 查 原文 就 慌 了 , 原来 是 译 者 译 错 了 . 有 时 候 读 原文 不 懂 , 一 
查 译文 懂 了 , 就 感到 这 样 的 译文 即使 是 对 能 读 原文 的 读者 来 说 , 也 是 有 存在 价值 的 . 

对 文学 作品 的 翻译 人 们 还 强调 准确 地 传达 出 原文 的 风格 , 所 谓 要 做 到 “ 形 神 兼 
Sr, 其 实 伟大 科学 家 大 多 有 自己 独特 的 个 性 和 思想 , 各 不 相同 的 思维 方法 和 思考 
习惯 , 各 不 相同 的 哲学 倾向 和 表述 方式 , 所 以 写 出 来 的 东西 也 有 自己 鲜明 的 风格 . 
只 是 由 于 文学 作品 写 的 是 作者 眼中 的 社会 、 人 物 、 生 活 , 作品 的 风格 跃然 纸 上 , 而 
科学 家 写 的 则 是 大 自然 (KE), 是 同一 个 、 唯 一 的 大 自然 (实在 ), 他 们 写作 的 风格 
与 写 的 内 容 融 为 一 体 , 所 以 其 风格 往往 不 大 为 人 所 注意 .科技 作品 的 译文 如 果 能 
够 完整 准确 地 传达 其 内 容 与 思想 , 往往 风格 也 就 在 其 中 了 , 未 必需 要 刻意 地 去 追求 . 
我 们 读本 书 附录 中 的 几 篇 文章 , 不 是 已 能 感受 到 作者 的 风格 吗 ? 不 是 能 够 感受 到 
Riemann 的 磅 确 的 大 气 , Klein 的 登高 望 远 的 精神 气度 吗 ? 

简 言 之 , 我 们 追求 尽 可 能 做 到 “准确 、 流 畅 ” 由 于 习惯 写 大 白话 , 深 知 自己 的 
毛病 可 能 在 “流畅 有 余 , 简洁 不 足 ” 至 于 是 否 能 够 做 到 百分之百 的 准确 , 实在 不 敢 
奢望 , 因为 每 一 次 检阅 都 会 发 现 各 式 各 样 的 错误 . 当 我 收 到 余 建明 先生 的 所 做 的 审 
阅 稿 后 , 展 读 之 下 , 不 禁 大 惑 不 解 , 不 知 为 什么 会 出 那么 莫名 其 妙 的 错误 . 不 禁 想起 
了 传 雷 先生 在 《高 老头 》 重 译本 序 "的 一 条 注释 中 讲 的 话 :“ 误 译 的 事 , 有 时 即 译 
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者 本 人 亦 觉得 莫名 其 妨 .例如 近 译 《 gu). 书 印 出 后 , 忽 发 现 原文 的 蓝 衣 服 译作 
绿 衣服 , 不 但 正文 错 了 , 译 者 附注 也 跟着 错 了 . 这 种 文字 上 的 色盲, 真 使 译 者 大 惊 失 
"ër 就 拿 本 书 的 原版 来 说 , 应 该 错误 很 少 吧 ? 季羡林 先生 就 说 过 “德国 书 中 错误 
之 少 , 是 举世 闻名 的 "这样 的 话 , 我 们 在 做 学 生 时 就 深 有 同感 . 看 英文 原版 的 书 , 大 
都 有 勘误 表 附 在 书 前 或 书后 , 而 德 文 原版 的 书 , 则 几乎 是 绝无仅有 , 可 是 奇怪 的 是 ， 
我 们 在 翻译 本 书 的 过 程 中 就 不 止 一 次 发 现 原 书 中 的 错失 , 虽然 多 是 小 错 , 但 为 了 尊 
重 经 典 , 我 们 在 改动 的 地 方 大 都 加 以 注 明 (除了 极 个 别 的 外 ). 可 见 “ 错 误 难免 , 但 
这 决 不 能 成 为 “错误 有 理 " 的 托 词 . 对 付 错误 的 办 法 就 是 耐心 地 多 几 次 审阅 “无 错 ” 
的 极限 是 存在 的 

Klein 的 这 本 第 二 卷 的 翻译 依据 的 是 Springer 在 1926 年 出 的 版 本 , 附录 IIIIII 
依据 的 是 Klein 全 集 与 Riemann 全 集 的 新 的 版 本 , 同时 附录 III 还 参照 了 其 英文 和 
俄 文 的 译文 . 附录 IV 是 用 拉丁 文 写 的 , 临时 抱佛脚, 现 学 一 点 , 只 能 作 参 照 , 所 以 
主要 还 是 按 其 俄 文 译文 转译 的 . 如 果 本 书 有 再 版 机 会 , 希望 到 时 能 直接 从 拉丁 文 重 
译 一 遍 . 


在 整个 翻译 的 过 程 中 不 断 地 怀念 起 会 弟 , 我 国 奇 点 理论 的 拓荒 者 李 培 信 先 生 ， 
是 他 让 译 者 知道 并 读 到 本 书 . 在 他 生前 我 每 到 北京 时 , 我 们 总 是 畅谈 到 深夜 :“ 奇 文 
共 欣 赏 , 疑义 相 与 析 ”". 所 以 每 当 译 到 Klein 的 精彩 讲述 时 , 总 想 和 他 分 享 : 每 当 过 
到 翻译 中 的 难题 时 , 总 想 同 他 商议 . 他 也 曾 很 希望 能 将 本 书 译 出 贡献 给 国人 , 并 曾 
为 此 组 织 人 力 和 联系 出 版 之 事 操 过 心 . 现在 这 本 书 终于 出 版 了 , 我 想 首 先 告慰 的 就 
Rip 

这 本 译 著 得 以 出 版 , 如 果 说 还 算 差 强人 意 的 话 , 那么 没有 几 位 朋友 的 无 私 帮助 ， 
是 不 可 能 完成 的 . 首先 要 提 到 科学 院 数学 研究 所 的 余 建明 先生 , 他 的 帮助 是 不 可 或 
缺 的 . 余 先生 从 德国 取得 博士 学 位 后 回 数学 所 工作 . 余 先生 热爱 数学 , 兴趣 广泛 , 有 
相当 好 的 文字 (包括 德 文 ) 的 素养 , 我 在 翻译 中 遇 到 的 难题 总 是 向 他 请 教 , 他 也 总 
是 有 问 必 答 . 这 里 举 一 个 例子 . Klein 在 书 中 引用 到 Jacobi 在 就 职 演讲 中 的 一 段 话 ， 
是 用 拉丁 文 讲 的 , 我 当时 对 拉丁 文 一 无 所 知 , 只 得 向 余 先生 求救 , 问 他 有 没有 办 法 . 
他 在 北京 未 能 解决 的 情况 下 , 致 函 他 在 德国 的 友人 , 而 这 位 友人 又 回转 请 教 到 他 的 
一 位 精通 拉丁 文 的 朋友 , 把 它 译 成 了 德 文 . 这 位 友人 非常 欣赏 这 段 话 , 又 特地 把 它 
译 成 英文 , 一 并 发 到 余 先生 处 转 来 , 令 我 非常 感动 . 余 先生 是 把 这 本 书 的 翻译 当成 
自己 的 工作 了 . 原来 我 们 相约 共同 来 承担 这 份 工作 的 , 后 来 由 于 他 任务 增加 而 未 能 
实现 . 他 审读 了 本 书 全 部 的 内 容 , 提出 了 许多 有 益 的 建议 , 大 部 分 我 都 采用 了 . 虽 
然 余 先生 为 此 书 付出 了 自己 的 知识 和 心力 , 书 中 还 存在 的 缺点 和 错误 当然 都 应 该 由 
译 者 个 人 负 全 部 责任 . 

本 书 的 责任 编辑 李 典 先生 为 本 书 翻 译 提供 了 许多 便利 , 好 意 地 接受 了 我 的 许多 
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请 求 . 单 就 找 本 书 的 原本 来 说 , 先是 上 中 科 院 的 图 书馆 复印 , 因为 那里 的 版 本 是 影 
印 本 , 没有 书后 的 索引 , 后 来 又 跑 国家 图 书馆 , 终于 找到 了 Springer 的 原版 , 又 再 复 
印 了 一 本 . 因为 翻译 中 难免 会 遇 到 一 些 不 好 理解 的 地 方 , 很 希望 有 一 本 他 种 文字 的 
译本 作为 参考 . 这 本 书 的 英 译本 只 有 第 一 卷 , 后 来 听 说 有 全 部 的 俄 译本 , 李 胶 先生 
为 此 费 了 不 少 的 工夫 , 结果 也 没 能 找到 .他 还 从 网 上 为 我 下 载 了 许多 有 用 的 资料 ， 
包括 从 Riemann 全 集 的 俄 译本 中 选 在 本 书 附录 中 的 三 篇 文章 . 在 后 期 还 给 我 发 来 
H. Weyl 在 1919 年 编辑 出 版 的 Riemann《 就 职 试 讲 》, 在 文 前 Weyl 还 写 了 一 篇 很 
重要 的 《前 言 ) 并 在 文 后 附 上 极 有 价值 的 《注释 》, 可 惜 这 次 已 来 不 及 加 进去 了 , 希 
望 将 来 能 有 机 会 补 上 . 这 篇 文章 过 去 一 直 被 简称 为 《就 职 演讲 》 我 是 看 了 Weyl 在 
他 的 这 篇 前 言 中 的 提 法 , 改 译 为 《就 职 试 讲 》 的 . 齐 民 友 先 生 对 本 书 的 翻译 也 非常 
关心 , 特地 找到 《就 职 试 讲 》 的 Clifford 的 英 译 由 李 岗 先生 传 给 我 , 这 份 译文 对 我 帮 
助 很 大 , Clifford 的 译文 非常 精彩 , 紧 扣 原文 而 又 非常 流利 , 真 做 到 了 如 传 雷 先生 所 
讲 的 那样 :好像 是 原作 者 的 英文 写作 "， 成 为 我 翻译 中 的 一 个 很 好 的 榜样 . 武汉 大 学 
数学 系 的 张 敦 穆 教授 , 辽宁 科技 大 学 理学 院 院 长 何 希 勤 先生 都 很 关心 本 书 的 翻译 工 
作 , 也 为 我 提供 了 不 少 帮助 . 在 这 里 我 向 他 们 一 并 表示 我 庙 心 的 谢意 . 

最 后 , 我 不 能 忘 了 对 两 位 医德 高 尚 的 大 夫 表示 我 的 深 深 谢 意 , 他 们 是 鞍山 市 中 
医院 副 院 长 、 眼 科 主任 王 洪 刚 大 夫 和 北京 大 学 附属 第 三 医院 眼科 中 心 主任 郝 燕 生 
KK, 是 他 们 以 高 超 的 技术 , 先后 为 我 精心 地 做 了 青光眼 和 白内障 的 手术 , 成 功 地 
为 我 保住 了 视力 , 这 样 我 才 有 可 能 来 完成 这 件 工作 . 他 们 是 人 间 真 正 的 白衣 天 使 . 


李 培 廉 
2011 年 5 月 6 日 


本 书 是 F. 克 莱 因 的 名 著 《数学 在 19 世 纪 的 发 展 》 的 第 二 卷 。 与 第 一 卷 有 所 不 同 ， 它 
是 专门 讲述 不 变量 理论 以 及 相对 论 的 数学 源头 ， 即 相对 论 的 数学 史前 史 的 ， 其 中 也 包括 
了 克 莱 因 本 人 的 一 些 研究 成 果 。 从 数学 上 来 讲 ， 狭 义 相对 论 可 以 说 就 是 在 Lorentz 变换 
群 下 的 不 变量 理论 ， 而 广义 相对 论 则 可 说 是 在 一 般 点 变换 群 下 的 不 变量 理论 。 在 这 个 意义 
上 ， 相 对 论 与 克 莱 因 的 人 Erlangen 岗 领 》 在 思想 上 是 一 泳 相 承 的 。 相 对 论 与 19 世 纪 数 学 
在 思想 上 与 历史 上 的 联系 第 一 次 在 本 书 中 得 到 了 详细 的 论述 。 

本 书 不 再 是 按时 间 发 展 的 顺序 讲述 ， 而 是 将 不 变量 理论 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 归 拢 
到 一 起 做 系统 的 讲述 。 时 至 今日 ， 它 仍 是 学 习 不 变量 理论 及 其 应 用 的 一 本 极 好 的 教材 ， 对 
学 习 数学 和 物理 的 学 生 和 教师 都 有 极 高 的 参考 价值 ， 也 适合 对 数学 及 科学 思想 文化 发 展 感 
兴趣 的 读者 阅读 。 
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